ALGUNOS APUNTES SOBRE LA NOCION DE INFINITO EN LOS REFERENTES
CURRICULARES PARA EL AREA DE MATEMATICAS DE COLOMBIA EN EL

CICLO DECIMO-UNDECIMO

Autor:

Juan David Diaz Lopez

Director:

Juan Pablo Albadan

UNIVERSIDAD FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
LIC. EN EDUCACION BASICA CON ENFASIS EN MATEMATICAS
BOGOTAD.C

2016



CONTENIDO

PORTADA

1. PRELIMINARES. ...ttt ettt ettt s s s sesaenesnesesaanens 1
I N 10 ) 4 oF: Uod T SRS 1
O A | Tot=T o (=] o | (PRSP 3
1.3, Situacion Problema ... s 9
1.4, Pregunta de iNVESTIgACION.......c.ccviueeeierieceeie sttt ettt ne st ennens 12
1.5, ODJEUIVOS ..ttt sttt sttt ettt bena e 13
1.5.1. ODJEtiVO GENEIAL ..ceeiiiiieieeeee et 13
1.5.2. ODbJetivos eSPECITICOS. ...ecveeriiiieieiieeee ettt sreenaens 13

2. REFERENTE TEORICO ..ottt sas s senanen 14
2.1. Elementos didacticos a tener en cuenta en la ensefianza-aprendizaje del infinito

matematico 18
2.2.  Perspectiva fenomenolOgiCa .........ccveirueirieirieirieneeeeeee e 21
2.3, Perspectiva CONCEPTUAL .........ooerieriiiiieeeesiesereee e 24
2.4.  Perspectiva formal y eStructural...........ccccocovireninieiieieeeeeee e 30
2.4.1. Comparaciény equivalencia de conjuntos discretos y continuos................ 30
2.4.2. Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores
35

A S N | (=1 7 Uod [ ] PSSO 35
2.4.2.2.  AULOSIMIIAIIAAA .....coueieiriiieieieeeee e 36
2.4.2.3. Divisibilidad indefinida contexto geoMEAtriCO.........cceevvrererrerieieieieeeeee s 36

3. METODOLOGIA ...ttt sttt ettt b e se e ssa e sesens 50
3.1, Desarrollo metodolOgiCO.......ccoiirieieiiieeeecteceee et 53
3.1.1. Fase 1: Construccion del momento I6gico y marco investigativo ................. 53
3.1.1.1. Delimitar un corpus de contenido a analizar .............cccceeeevvreecereeveenresnnn 53
3.1.1.1.1. S QUE SON 10S ESTANUAIES?.....cceviviereericreeeeere ettt ettt et eae st ere b eneenns 56
3.1.1.1.2. ;Para qué [0S eSLANUAIES? ........ccveirirerierieieeeee e 56
3.1.1.1.3.  (POr QUE 10S ESLANTAIES? ..ottt 57
3.1.1.1.4. Sobre la estructura de [0S (EBCM) .....cocceiireeciiceeereceeeee e 58
3.1.1.15. Pero ¢qué SON 10S DBA? ...ttt 61
3.1.1.1.6. Sobre la estructura de [0S (DBAM).......coceviiierineeert e 62
3.1.1.1.7. Sobre la relacion entre los (EBCM) y [0S (DBAM)......ccocevevieieervrerereennen 63
3.1.2.  Fase 2: Descripcion de las variables y fendmenos...........ccccceveveveceecininiennnine 63



3.1.2.1. Concretar la unidad de anAlISIS ... .eeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeerea e 63

3.1.2.2. Localizar o inferir en el texto las unidades de andlisis. ............cccceevevrerennnn. 66
3.1.3.  Fase 3: Construccion de marcos conceptuales de referencia ............ccccueueeeee. 67
3.1.3.1. Denominar, definir e interpretar las categorias consideradas. ..................... 67
3.1.3.1.1. Lademanda cognitiva de UNa Tara...........cccevueerrerrerrerienienienieeeeeeeiesreneennes 68
3.1.3.1.2. Interpretacion asociada a la categoria 1 comparacién y equivalencia de
CONJUNEOS AISCIELOS Y CONTINUOS. .....eviutiieieiieiieitete sttt ettt se et ne e ene e 71
3.1.3.1.3. Interpretacion asociada a la categoria 2 divisibilidad indefinida, iteracion e
influencia de cotas SUPEriores € INFEIIOIES ........cc.cviiririreree e 72
3.1.3.2.  Codificar y CUBNTITICAN .......ccveeiieieiirierieserece et 75
CAPITULO 4. RESULTADOS DEL ANALISIS DE LAS UNIDADES .......cccceevvevenaee. 84
4.1. Cuantificacién del corpus estandares basicos de competencias para el area de
matematicas Ciclo dECIMO-UNUECIMO.......ccovirierieieeeeeerere e 84
4.2. Cuantificacién de la unidad de analisis derechos bésicos de aprendizaje para el
area de matematicas grados décimo Y UNGECIMO ........cceeviiiieieiiiieeseereece et st 86
4.3.  Fase 4: Analisis del corpus y resultados..........ccovererenrennenieinieenieeseeseesieens 88

4.3.1. Relacionar entre si e interpretar las categorias establecidas considerando sus
unidades de aNAliSiS AUSCIIAS ........cveererierierieieieeeeee st e et e et st be s e e e e eseesessesrennas 88

4.3.2.  Cuantificacion de los resultados del analisis de cada corpus con respecto a la
totalidad 94

4.3.2.1. Paralos (EBCM).....ccicieiiiieiereseeie sttt eae e eseesaesreesennesneenes 94
4.3.2.2. Paralos (DBAM) ...ttt ettt st et sbe et e b sreenns 95
4.3.3.  Frecuencias asociadas a cada pensamiento matematico respectos a la totalidad
de elementos CAtEYOTIZAUOS .....cc.ccueeeeirieieiteiteete ettt ettt et e b e st e e e steebe e besbeessebesrsensesbeensesteeseens 95
4.3.3.1. Parael pensamiento NUMEIICO........cccevueeieiiireeieeteeeecte et 96
4.3.3.2. Parael pensamiento eSPACIAl .......c.cccevereerieerierieeere e 96
4.3.3.3. Para el pensamiento MELIICO.........ccueerererierieieieeeeee et 96
4.3.3.4. Parael pensamiento aleatorio.........ccccveeeveieeiienieiesieseece e 97
4.3.3.5. Para el pensamiento variaCional ............ccccceveevenireeneniee e 97

4.3.4. Cuantificacion de cada elemento del corpus respecto a cada pensamiento
matematico 97

4.3.4.1. Paralos (EBCM).....ccicieiiiieienieseeiesteetesis sttt sttt ste s sbe s s 97
4.3.4.1.1. Pensamiento NUMEricO Yy SiStemMas NUMETICOS ..........cccerverververeeeeeeeeesresnenns 97
4.3.4.1.2. Pensamiento espacial y sistemas geomMELriCOS .........ccverererrereereeeeeeereneens 98
4.3.4.1.3. Pensamiento métrico y sistemas de medidas.........ccccveerererereereereeeeerennenns 99
4.3.4.1.4. Pensamiento aleatorio y sistemas de datos..........cccceveerierirerceeseeneeneeene 100
4.3.4.1.5. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos....................... 101

4.3.5.  Descripcion cualitativa de resultados para el elemento del corpus (DBAM) ....102



4.3.6. Interpretacién cualitativa de resultados comparando las frecuencias de los
elementos del corpus respecto a la unidad de analisis de acuerdo a la categoria y nivel, a saber:
103

4.3.6.1. Categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos .103

4.3.6.1.1. NIVEI L (AL) ceooeieieeieeeeeieeee ettt sttt sa e ne e snas 103
4.3.6.1.2. NIVEI 2 (A2) oottt sttt st 104
4.3.6.1.3. NIVEI 3 (A3) ceeieeeeeceeeee ettt ettt st e 107

4.3.6.2. Categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e
inferiores 109

4.3.6.2.1. NIVEI L (BL) cooeeriieeiieieeeteseeteseeteste ettt nens 109
4.3.6.2.2. NIVEI 2 (B2) c.eeovieeeieeteeeteseeteeet sttt ettt 109
4.3.6.2.3. NIVEI 3 (B3) c.eveiuiieiiieieietisieerieeste sttt sa s nnens 111

4.4. Relacionar el proceso de andlisis de contenido con la cuestion que se indaga y con
10S AQENTES INTEIVINIENTES ....c.oiveeeieieceeete ettt st e e e et s e b e st e e aaesbesreesbesaeesaensesssensesraensesteeseans 112
4.4.1. Respecto al grado de expliCitaCion............ccceevveieeviiiiecieneceee e 112
4.4.2.  Respecto alas tipologias .......ccceerreriririeirieirieriese e 115
4.4.3. Respecto alos fendmen0os aS0CIAA0S ........ccoveueruererieirieririenieeneeeseee e 116
5. CONCLUSIONES .......ootieiietinieesieeste sttt ettt e et sa st e s esessesessesessenessenens 119
BIBLIOGRAFIA . ...ttt s sttt sn st snaesansnen 131
ANEXOS ...ttt ettt ettt et et e se e e s et et s e st e st e ae et et e s et te e ene s enenens 133
AANBXO Lo e s e e 133
AANEXO 2ottt h et b ettt h et sk bt et bt et bt st et e beeates 134
AANBXO 3.ttt ettt h e sh bttt be e bt e she e sabesabe e be e be e beenns 136
AANBXO 4.ttt bt sttt et e b e e bt e bt e st sabe e be e be e beennes 138
AANBXO 5.ttt sttt ettt e e b e bt st st e b be e beenaes 139



INDICE DE TABLAS

Tabla 1 Desarrollo de la respectiva CONCEPLUAL ...........cccoveiieiiiiiiieseee e 25
Tabla 2 Aspectos importantes de la teoria de CONJUNTOS .........cccoveveeiieieiie i 31
Tabla 3 Concepto de FUNCION ........cceiiieie e nneas 32
Tabla 4 Conjuntos numerables y N0 NUMEraDIES ...........ocoveiieiiiiiccee e 33
Tabla 5 Argumentos para la vinculacién del infinito en la educacion basica y media............ 64
Tabla 6 Denominar, definir e interpretar las categorias de andlisis para la categoria l .......... 71
Tabla 7 Denominar, definir e interpretar las categorias de andlisis para la categoria 2 .......... 73

Tabla 8 Codificacion de la unidad de anélisis (EBCM) ciclo décimo-undécimo para la categoria
comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y CONtiNUOS..........c.ccoeevveevieveerieeneseennnn, 75
Tabla 9 Codificacion de la unidad de anélisis (EBCM) ciclo décimo-undécimo para la categoria
divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores...................... 77
Tabla 10 Codificaciéon de la unidad de andlisis (DBAM) décimo-undécimo comparacion y
equivalencia de conjuntos diSCretos Y CONLINUOS. .......c.ccveiieiieeiieiiece e 80
Tabla 11 Codificacién de la unidad de analisis derechos basicos de aprendizaje para el area de
matematicas grados décimo-undécimo para la categoria divisibilidad indefinida, iteracién e
influencia de cotas SUPEriOres & INTEIOIES .........cuiiiiiiieiee e 82
Tabla 12 Frecuencias para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y
CONLINUOS EBCIM.......oiiiicie ettt sttt et te st e s te e e aneenneenteaneeeneenne e 84
Tabla 13 Frecuencias para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas
superiores e INFErioreS EBCM........ooiiiiiiiiieee e 85
Tabla 14 Frecuencias para la categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y
CONLINUOS DBAIM ...ttt ettt st e e s e sae e aeaneesseenbeaneesreenseeneenneenneens 86
Tabla 15 Frecuencias para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas

superiores € INTErOreS DBAM ..ottt sraeae e nneas 86



Tabla 16 Frecuencias de verbos y acciones asociadas a los EBC y DBA ...........ccccooeiieienee, 88
Tabla 17 Comparacion de frecuencias de la unidades de andlisis para la categoria comparacion
y equivalencia de conjuntos diSCret0S Y CONLINUOS .....c.ccveiueerierieiiesieeie e e e see e nee e seeas 92

Tabla 18 Comparacién de frecuencias de las unidades de analisis para la categoria divisibilidad

indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e iNferiores...........ccocevvereneiic e 92
Tabla 19 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento NUMErico ............ccceu..e. 98
Tabla 20 Caracterizacion particular de estandares para el pensamiento espacial.................... 99
Tabla 21 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento metrico ............ccoe....... 100
Tabla 22 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento aleatorio ...................... 101

Tabla 23 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento variacional................... 102



INDICE DE FIGURAS

Figura 1 Disefio de actividades, analisis didactico y conocimiento didactico

Figura 2 Dimensiones del curriculo, analisis didactico y conocimiento del profesor
Figura 3 Referente tedrico

Figura 4 Divisibilidad indefinida, iteracion y autosemejanza

Figura 5 Representacion grafica de la division de un segmento a una razon dada

Figura 6 Representacion gréfica que define a v2

Figura 7 Teorema A

Figura 8 Teorema D

Figura 9 Sobre la composicién de los EBCM

Figura 10 Explicacion grafica de un derecho basico de aprendizaje

Figura 11 Conteo de verbos y acciones asociadas en los EBC y los DBAM.
Figura 12 Contraste de Frecuencias entre verbos y acciones de EBC con DBAM
Figura 13 Contraste de las frecuencias de los elementos del corpus categoria 1

Figura 14 Contraste de las frecuencias de los elementos del corpus categoria 2

Figura 15 Cantidad total de elementos caracterizados para cada tipo de pensamiento

matematico.

15

16

17

36

38

41

45

45

60

62

89

90

93

94

96



1. PRELIMINARES
1.1.  Justificacion

Historicamente, el objeto matematico infinito ha actuado como soporte sobre el cual
se han generado y construido objetos matematicos del calculo como el de limite, nimero
real y continuidad entre otros. Dichos sucesos han acontecido de manera implicita, en un
primer momento, y con el avanzar del tiempo su resolucion ha sido explicita. Tal objeto,
como se puede inferir de la génesis del célculo presenta un carécter contra-intuitivo como
lo expresa Arrigo et al (2011) que dificulta el aprendizaje de tales objetos matematicos
sustentados en él como lo argumenta a su vez Sierpinska (1995) citada en Neira (2012),
quien caracteriza la nociéon de infinito como uno de los obstaculos epistemolégicos
presentes en la ensefianza-aprendizaje del célculo.

Por su parte, Garcia (2003) menciona que como respuesta a la exigencia de
significatividad del aprendizaje propuesto en las reformas curriculares, desde la década del
70, las investigaciones en didactica de las matematicas han apostado por la interconexién
entre los saberes escolares, es asi, como se reconocié la ruptura numérico/algebraica que
arguye Artigue (1995) citado en Neira (2012) promovid diversas investigaciones cuyos
resultados establecieron unos bésicos o minimos didacticos con los cuales posibilitar el
transito aritmética-algebra en el proceso educativo.

A pesar de este avance en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, no ha
sucedido algo similar con el transito algebra-calculo, donde el concepto matematico
seleccionado para esta investigacion esta presente en los procesos y objetos propios del
calculo. Sin embargo, como indica Neira (2012), aunque existen numerosos estudios que
han aportado valiosos resultados al respecto, no hay un convenio entre los investigadores
para establecer unos minimos didacticos que favorezcan el aprendizaje del objeto

matematico infinito que a su vez contribuya a entender algunas particularidades del célculo;



no obstante, se han expuesto algunos caminos para continuar esta reflexion que conllevaran
en algun punto de la investigacién en educacion matematica a establecer tales minimos.

Aunque este trabajo de grado no trata de abordar la dificil tarea de establecer los
minimos didacticos para la ensefianza-aprendizaje del infinito matemético como uno de los
elementos del puente que posibilita el transito del algebra al calculo como se infiere de lo
arguido por Neira (2012), no obstante, si busca develar la presencia o ausencia del objeto
matematico infinito en los referentes curriculares nacionales para el area de matematicas,
particularmente, en Estandares Basicos de Competencias para el area de Matematicas ( en
adelante EBCM) y en los Derechos Basicos de Aprendizaje (en adelante DBAM) puesto
que en alusién a lo descrito, el infinito matematico es uno de esos saberes que podrian ser
un tratamiento para la ruptura algebra/célculo.

De cara a los hallazgos de esta investigacion, se espera aportar algunas claridades
respecto a la presencia o ausencia del infinito matematico en los referentes curriculares
colombianos para la construccién de planeaciones que tengan como saber central tal objeto
para que con ello se posibilite en los estudiantes algo significatividad de los objetos
matematicos del calculo que por lo comin como lo expresa Artigue (1995) citado en Neira

(2012), se reducen a su parte algebraica.



1.2.  Antecedentes
En el &mbito de la investigacion en educacion matematica existen maltiples trabajos
que han tomado como su centro de estudio el infinito mateméatico en el proceso de
ensefianza-aprendizaje a nivel de primaria, basica, media y profesional, analizando sobre tal
objeto entre la variedad de perspectivas del acto educativo algunos tales como, obstaculos
epistemoldgicos, obstaculos didacticos, contradicciones, intuiciones, modelos tacitos,

dificultades, concepciones etc.

Sin embargo, en cuanto a lo que pretende indagar esta monografia no son variadas
las investigaciones que hayan puesto como tdpico central el analisis sobre la presencia del
infinito matematico en los referentes curriculares colombianos para la transformacion del
saber a ensefiar en saber didactizado o por lo menos, no se encuentran de forma directa

trabajos de investigacion publicados respecto a tal énfasis.

En ese sentido, para la presente monografia se produce una situacion particular que
se debe clarificar, esto es, aungue las investigaciones en educacion matematica que hacen
énfasis sobre las perspectivas del primer parrafo de este apartado han contribuido con sus
resultados a la construccidn del marco tedrico en el que se contemplan algunas de la variadas
problematicas y aciertos que tienen algunas teorias, metodologias y registros semiéticos
entre otros, tales investigaciones no son un referente directo para develar la presencia del
concepto de infinito matematico en los referentes curriculares colombianos, no obstante, se
resalta el hecho de que proveen de directrices a considerar en el desarrollo de esta empresa
para el péstumo analisis de contenido propuesto como método de desarrollo para la
obtencion de resultados que posibiliten una respuesta particular a la pregunta de

investigacion.



En ese sentido, las investigaciones que se han apropiado a esta monografia respecto
al proceso de ensefianza-aprendizaje del infinito matematico se encuentran los trabajos de
Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011) que han analizado y recopilado una cantidad
considerable de investigaciones de diversas partes del mundo que inician desde la aparicion

de la teoria Piagetiana hasta la teoria APOE.

Por su parte, Belmonte (2009) que indaga sobre los modelos intuitivos y el esquema
conceptual del infinito ha contribuido a esta monografia respecto a algunos aspectos a tener
en cuenta en el proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto de infinito y a la seleccion
de categorias para el analisis de contenido que se realizara para configurar una posible
respuesta a la pregunta problema de esta monografia; en su investigacion recorre un nimero

considerable de teorias que sincopa en cinco grandes titulos, a saber:

X4

Intuicion e infinito

L)

Contextos e incoherencias en el esquema conceptual

R/
L X4

R/
L X4

Cardinalidad y equivalencia de conjuntos. Infinito actual.

R/
L X4

Lenguaje e infinito

X4

Teoria APOE e infinito

-,

De los anteriores cinco titulos, se apropiaron para la presente los primeros tres,
debido a que suministran argumentos tales como la dualidad potencial-actual de donde,
prevalece la acepcidn potencial del infinito matematico debido a su cercania con la intuicion
de los sujetos; también, abastece de argumentos sobre las inconsistencias en el aprendizaje
y la ensefianza del infinito matematico debido a que, algunos contextos matematicos y
extramatematico al igual que algunos registros semiéticos, promueven incoherencias en los
razonamientos de sujetos enfrentados a dicho objeto matematico y por Gltimo surte de
argumentos sobre cémo el infinito actual se convierte en un hincapié para la construccion
del objeto matematico infinito en el proceso de ensefianza-aprendizaje ya que, el infinito

4



actual no posee un contexto de referencia directo, lo cual, promueve priorizar el infinito
potencial sobre el infinito actual, no obstante, cabe aclarar que esta priorizacion hace parte

del proceso de ensefianza-aprendizaje del infinito matemaético.

Por los argumentos anteriores se arguye que el infinito actual es contraintuitivo, lo
cual, conduce a contradicciones que hacen que los sujetos enfrentados a problematicas sobre
el infinito en sus dos acepciones no guarden coherencia en sus respuestas, nieguen el infinito
actual y se aferren a la intuicién prevaleciendo el infinito potencial impidiendo la

construccién del infinito tanto a temprana edad como a nivel profesional.

En la misma linea de contribuciones se encuentra la investigacion de D’Amore,
Arrigo y Sharagli (2011), quienes aseveran que las investigaciones en educacion matematica
sobre el infinito matematico por lo comun se han centrado en las dificultades que
posiblemente se pueden encontrar en los estudiantes y profesores en el proceso de
ensefianza-aprendizaje manifestando que éstas, permiten dilucidar, que tanto desde la
perspectiva historica como desde el aprendizaje del infinito, la evolucion de este objeto
matematico es lenta y cominmente tiene lugar de manera contradictoria en la mente
humana, omitiendo el hecho de que el aprendizaje del infinito se gestiona sélo por medio
de la sistematizacion y maduracién cognitiva como lo expresan D’Amore et al (2011), la

cual, afecta a un nimero limitado de sujetos.

D’Amore et al (2011) expresan que la dualidad potencial-actual es uno de los
factores de mayor influencia en las problematicas presentes en el aprendizaje del objeto
matematico infinito y al igual que Belmonte (2009), arguyen cémo los contextos de los
problemas asi como también los registros semioticos tienen un efecto que genera
inconsistencias. De todo el analisis realizado por estos autores, se establecen tres

problematicas recurrentes en la literatura analizada por estos autores sobre el proceso de



ensefianza-aprendizaje del infinito matematico las cuales sincopan en tres categorias, que
son: los fendbmenos de aplastamiento, dependencia y deslizamiento que se deben considerar
al momento de construir y plantear una unidad didactica o una secuencia de actividades

sobre el objeto matematico en cuestion.

En conformidad a las anteriores investigaciones otra que aportd directrices para la
construccién y desarrollo de esta monografia es la de D’ Amore (2011), en donde este autor
trata de clarificar el fenémeno de dependencia y deslizamiento que tienen un origen comun
sustentado en la mayoria de los resultados de las investigaciones puesto que, es usual que
los sujetos extrapolen las propiedades y relaciones propias de conjuntos finitos a conjuntos
infinitos convirtiéndose este hecho en un impedimento para postumos aprendizajes de

conceptos tales como la teoria de conjuntos y los nimeros transfinitos.

A su vez, el mismo autor presenta un articulo del cual no se posee la fecha, el cual
se denomina Otros hallazgos sobre los obstaculos epistemologicos y didacticos en el
proceso de comprension de algunos teoremas de Georg Cantor, donde presenta como su
nombre lo sugiere problematicas alrededor del infinito actual que proveen para esta
monografia algunos argumentos del porqué es necesario vincular en la ensefianza-
aprendizaje de futuros docentes la teoria de conjuntos y por ende la construccion del infinito
de Cantor para que se generen cimientos con los cuales a nivel profesional se logren
comprender tanto el infinito actual como los cardinales transfinitos recomendando, que se
deben promover reformas en los pensamientos numérico y geométrico desde la escuela
basica y media que propicien los cimientos necesarios para la construccion del infinito en

matematicas.

En coherencia y teniendo en cuenta lo expresado en la investigacion mencionada a

lo ultimo del parrafo anterior, el director de esta monografia contribuyd con un aporte



tedrico que no habia sido contemplado en el proceso de desarrollo de esta pesquisa
investigativa pero que provee de argumentos que dan razén del porqué se incluye la teoria
de conjuntos en el curriculo de los futuros profesores de matemaéticas debido a que como lo
argumenta Aponte (2014), un concepto que atraviesa todos los pensamientos en los
referentes curriculares colombianos para el area de matemaéticas es el de infinito de forma

implicita o tal vez explicita que es lo que aqui se busca develar.

Para hacer especifico lo expresado, el documento que se presenta a continuacion es
una tesis para adquirir el titulo de magister en educacion con énfasis en educacion
matematica realizado por Aponte (2014), que en el intervalo de paginas 122-127 menciona
que con la revolucion de la mateméatica moderna la cual, afectd el curriculo colombiano y
que conllevo a una exagerada formalizacion de los conceptos matematicos en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, razén por la cual fue abolida, no pudo ser retirada del curriculo
colombiano en su totalidad ya que desde la construccion de los lineamientos curriculares
para el area de matematicas se puede evidenciar como se recurre a algunos conceptos
especificos de la teoria de conjuntos para la presentacion de directrices que contribuyeran a
la construccion de planeaciones de clase, planes de aula, unidades didacticas y disefios

curriculares de forma abierta.

Esta misma tesista manifiesta que en los estandares curriculares para el area de
matematicas aunque no se especifica la ensefianza de la teoria de conjuntos de manera
formal y en consecuencia la ensefianza de los nimeros transfinitos, en estos, se presenta que
en su estructura conforme se avanza en la coherencia vertical y horizontal se van
complejizando los conceptos, gestionando el transito de lo intuitivo a lo abstracto,
induciéndose la construccién por ejemplo del concepto de nimero que necesita extenderse
para pasar de los naturales a los racionales y pdstumo a los reales en donde se entrecruzan

algunos conceptos de la teoria de conjuntos, donde la autora argumenta que estos hechos



sustentan el porqué de ensefiar la teoria de conjuntos a futuros profesores para que en sus
practicas se promuevan esos cimientos de los que habla D’ Amore (s.f) para la comprension

postuma del infinito matematico.

Aparte de lo anterior, se debe afadir a los anteriores otro antecedente que ha
contribuido a esta investigacion pero que centra sus esfuerzos en la ruptura algebra-calculo,
en este articulo Neira (2012) presenta como del algebra al célculo en el proceso de
ensefianza-aprendizaje desde la basica a la media y de la media a la profesional no hay un
puente conector evidente debido a que, al igual que en el transito aritmética-algebra algunos
conceptos deben ser reinterpretados o reificados, lo cual, se ha logrado teéricamente en el
transito aritmética-algebra, sin embargo, del algebra al célculo no se ha logrado,
conllevando a aducir que contrario a un transito se tiene una ruptura, un obstaculo o una
problemaética etc. Lo anterior sembré las bases para vislumbrar que no solo entre ramas de
la matematica existen transitos sino que en el proceso de ensefianza-aprendizaje que implica
la construccion, planeacion y reflexion por parte del docente entre otros aspectos también
existen transitos y que en lo particular del presente se selecciond el transito del saber a

ensefiar y el saber didactizado.

Conjugando todo lo mencionado hasta el momento, se debe mencionar que cada uno
de estos documentos y otros no explicitados han contribuido a configurar tanto el
anteproyecto como el desarrollo de esta monografia la cual no tiene referencias explicitas y
que puede sugerir un contexto investigativo innovador dentro del campo de la investigacion

en educacion matematica respecto al infinito matematico en el ambito colombiano.



1.3.  Situacién problema

Artigue (1995) citado en Neira (2012) manifiesta que no existe un paso natural del
algebra al célculo, en otras palabras, no existe un progreso constante y regular del
conocimiento matematico que propicie este transito ya que, tanto el algebra como el célculo
tienen bases epistemologicas diferentes que al momento del acto educativo, contrario a un
transito se presenta una ruptura frente a la cual expresa Neira (2012), se deben emprender
investigaciones que se ubiquen en el trabajo inicial que lleve del algebra al calculo y que
impacte positivamente los conceptos basicos de éste, debido a que como expresa esta autora,
se han abordado las probleméticas de incomprension de los conceptos del calculo con
reformas e innovaciones al interior del mismo mas no desde el transito que tienda un puente

del pensamiento algebraico al pensamiento analitico.

Algunas de las problemaéticas en la ensefianza-aprendizaje del calculo detectadas por
maltiples investigadores y que impiden la construccion de tal puente como se constata en
Belmonte (2009), Arrigo et al (2011), Hitt (s.f), Neira (2012) y Mena-Lorca et al (2015) son
los obstaculos epistemolégicos, los obstaculos didacticos, las probleméticas en la semiosis
y en la semantica etc. Es asi como dentro de los obstaculos epistemoldgicos detectados por
Sierpinska (1995) citada en Neira (2012) se encuentra el obstaculo denominado horror al
infinito, el cual, rechaza el estatuto de operacion matematica para el paso al limite, éste, es
decir, el concepto de limite como expresan variados autores como Blazquez & Ortega
(2001) es fundamental para el calculo, pues sobre él se edifican los conceptos de derivada e
integral. Sin embargo, el concepto de limite, epistemologicamente tiene como una de sus
bases el infinito matematico, que al ser un obstaculo epistemologico gestiona problematicas
de aprendizaje persistentes y en muchos casos resistentes a la instruccion como segura

Mena-Lorca et al (2015).



Conforme a lo expuesto, se puede inferir que para una mejor comprension del
concepto de limite y por ende de los conceptos del célculo, parte del proceso de ensefianza-
aprendizaje debe realizar un tratamiento del obstaculo epistemoldgico horror al infinito o
por lo menos como lo sugiere Artigue (1995) citado en Mena-Lorca (2015) proceder a través
de aproximaciones provisionales del objeto que sienten las bases para que en lo postumo
pueda comprenderse, esto implica para el profesor de matematicas, identificar tal obstaculo
en el proceso de transposicion didactica y a su vez la construccion de sesiones de clase
centradas en el infinito matematico que faculte de sentido y significado los conceptos del
calculo que por lo coman, tienden a reducirse a la manipulacion de algoritmos como lo

expresa Artigue (1995) citado en Neira (2012).

De este fendbmeno de algebrizacion de los conceptos del célculo detectado por
Artigue (1995) asevera Neira (2012) surge un fundamental interés por la actividad
matematica que se realiza en las aulas de clase, por la significatividad y el sentido de tales
practicas que permean a su vez el ambito didactico y matematico, esto implica, que para
enfocar los esfuerzos en la construccién de sesiones de clase centradas en el concepto de
infinito, el acto educativo a configurar en el aula de las instituciones educativas como lo
expresa Chevallard (1999), debe conjugar una coherencia entre la institucionalidad
establecida a nivel cientifico, a nivel global, a nivel social y local en lo que compete

particularmente a los saberes a ser ensefiados.

Esta coherencia con la institucionalidad, se ve reflejada en los referentes educativos
curriculares que cada pais construye y establece de forma escrita; en estos, se decretan unos
minimos pedagdgicos, didacticos, filosoficos, tematicos-conceptuales etc. para cada area
del conocimiento que haran las veces de reguladores y guia del acto educativo donde
culmina parte del proceso de transposicion didactica, deduciéndose, teniendo en cuenta lo

expresado en el parrafo anterior, que una de las formas de analizar las practicas educativas
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en este caso respecto al infinito matematico es a través de los referentes educativos

curriculares.

Lo precedente se sustenta como lo expresa Rico (1997), en el hecho de que para la
planeacion de clase, el primer organizador curricular que acciona el profesor de matematicas
es el de remitirse a unos referentes educativos curriculares, ya que es en estos donde se ha
puesto en coherencia el saber sabio y el saber a ensefiar. Este primer organizador curricular,
en términos del andlisis realizado por Bertoni (2009) al proceso de transposicién didactica
propuesto por Chevallard (1991) revela una relacion docente-curriculo que provoca un saber

propio del docente al que la autora denomina saber didactizado.

Para esclarecer lo expuesto, Bertoni (2009) establece que para configurar el acto
educativo existen cuatro saberes que interactlan constantemente y que provocan
transformaciones que lo posibilitan que son: el saber del alumno, el saber académico, el
saber a ensefiar y el saber didactizado. Este saber didactizado que sera el corazdn de este
trabajo, es producto del proceso de despersonalizacion segin Chevallard (1991) que realiza
el docente para la planeacion de su clase donde se distancia del saber sabio para una
adaptacion pertinente de tal saber a las necesidades de un grupo de aprendizaje en

coherencia con las indicaciones del saber a ensefar.

En razén de lo anterior, es necesario que el docente se remita a los referentes
educativos curriculares y produzca a traves de estas indicaciones legales el saber didactizado
0 las sesiones de clase respecto a un concepto matematico, no obstante, como expresa Rico
(1997), tales referentes curriculares al ser generales no cobijan todos los saberes a ser
ensefiados en el aula y es al docente al que le corresponde a través de su conocimiento
profesional realizar una lectura reflexiva de estos para vincular o desvincular ciertos saberes

a ser ensefiados con el objetivo de propiciar un aprendizaje conexo y significativo, esto
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implica para el profesor de matematica, ver mas alla de lo que superficialmente se vislumbra
en tales referentes, pues como lo arguyen Bertoni (2009) y Rico (1997), ya sea por
condicionamientos de las instituciones educativas, por voluntad propia o falta de
conocimiento, algunos docentes replican las indicaciones curriculares asumiendo que en

ellas estan contenidos todos los saberes a ser ensefiados en las aulas.

De lo expuesto, emerge una problematica para la labor docente y para los procesos
de transposicion didactica en la matematica escolar, en otras palabras, emerge un problema
de ausencia, ya que para la construccion de sesiones de clase centradas en este caso en la
superacion del obstaculo epistemologico horror al infinito se requiere, que los referentes
educativos curriculares particularmente colombianos, tengan alusiones explicitas sobre el
infinito matematico que permitan a los docentes de matematicas justificar y producir el saber

didactizado pertinente para realizar un tratamiento al obstaculo horror al infinito.

Esta problematica de naturaleza curricular y didactica de ausencia de contenidos, ha
inspirado esta pesquisa investigativa ya que para la construccion del saber didactizado
centrado en el tratamiento del obstaculo epistemoldgico horror al infinito se debe identificar,
como parte del proceso de transposicion didactica, si existen alusiones explicitas del infinito
matematico en los referentes educativos colombianos que promuevan en los profesores la
transformacion del saber a ensefiar en saber didactizado para la construccién de un puente
que faculte el transito del algebra al calculo. En razon de lo anterior, surge como directriz

de esta monografia la siguiente pregunta de investigacion:

1.4.  Pregunta de investigacion

¢Cuentan los (EBCM) y los (DBAM) con alusiones explicitas sobre el objeto matematico

infinito con las cuales promover conversiones del saber a ensefiar en saber didactizado para

el transito algebra-calculo en los grados décimo-undécimo?
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1.5.

Objetivos

1.5.1. Objetivo general.

% Develar la existencia de especificidad del objeto matematico “infinito” y su tipologia en
los EBCM y DBAM respecto a la unidad de anélisis ciclo V (décimo-undécimo) conforme

a los resultados del analisis de contenido realizado.

1.5.2. Objetivos especificos.

Construir un marco teérico referencial para describir y caracterizar el objeto
matematico infinito que permita a su vez definir categorias y objetivos de referencia
para el analisis de contenido de los EBCM y DBAM en el ciclo V (décimo-
undécimo).

Realizar un andlisis de contenido a los EBCM y DBAM en la unidad de analisis
ciclo V (décimo-undécimo) desde la apuesta tedrica de Rico (2013).

Identificar los registros semioticos del objeto matematico infinito de acuerdo a los
resultados del analisis de contenido en los EBCM y DBAM para el ciclo V (décimo-
undécimo).

Determinar si existe relacion entre los EBCM y DBAM respecto a los tipos de

representacion del objeto matematico infinito.
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2. REFERENTE TEORICO
Coherente a la relacion docente-curriculo en la fase de disefio de actividades, el
conocimiento didactico es una parte fundamental en ésta, Gdmez (2001) menciona al respecto
que el disefio, la puesta en practica y evaluacion de carécter ideal que tendran lugar en el aula
de clase hace parte de una estructura curricular mas amplia que tiene predeterminados unos
propositos que se desean lograr, a partir de esos propdsitos y el estado cognitivo de los
estudiantes, el profesor debe determinar unos objetivos para la actividad.

A su vez expresa Gomez (2001), que coetaneo con la delimitacion de objetivos el
profesor reconoce un contenido matematico que estara en parte determinado por el curriculo
prescrito, en otras palabras, los objetivos, el contenido y el estado cognitivo de los estudiantes
son el punto de partida para la fase de disefio. Conforme a lo descrito, el disefio, la puesta en
practica y evaluacién de una actividad requiere de cuatro categorias de analisis que se
denominan en conjunto analisis didactico, que son segun (Gémez, 2001):

= Anadlisis cognitivo: Alude a la identificacion de dificultades y errores que pueden tener los
estudiantes una vez realizadas la actividad.

» Anadlisis de contenido: El docente busca producir una descripcién estructurada y
sistematica del contenido matematico de acuerdo a la perspectiva didactica, para tal fin, el
docente debe construir la estructura conceptual del contenido identificando los conceptos,
procedimientos y sistemas de representacion, aunado a un analisis fenomenolégico
identificando los modelos que representa dicha estructura matematica.

= Anélisis de instruccién: El docente debe tener en cuenta los recursos y materiales para la

actividad.
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= Anadlisis de actuacién: El docente analiza las actuaciones recientes de los estudiantes
reconociendo el estado cognitivo. (p. 12)

Aunado a lo descrito, Gomez (2001) establece que el disefio, la puesta en préactica y
la evaluacion de actividades de ensefianza dentro de una perspectiva constructivista del
aprendizaje es un proceso complejo, dindmico y ciclico donde el conocimiento didactico es el
que se acciona y que es propio del analisis didactico con un caracter general en lo que respecta
a las caracteristicas de las herramientas conceptuales y con un caracter particular en lo referido
al uso de dichas herramientas. Para el caso especifico de este trabajo de grado, a continuacion
se presenta un esquema que permite vislumbrar el proceso de planificacion de acuerdo a la
propuesta de Rico (1997) sobre dimensiones del curriculo, a saber:

Figura 1 Disefio de actividades, analisis didactico y conocimiento didactico

Determinacion de:
Objetivos
Contenido

Estado cognitivo

Analisis cognitivo

—=| Analisis de contenido —
Analisis de instruccion

Disefio de
actividades

Y

Analisis de Puesta en practica
— ™| actuacion de actividades

Figura 1. Disefio de actividades, andlisis diddctico y conocimiento diddctico

Conocimiento
didactico

Describe el proceso de disefio de actividades y a su vez permite la posicion que ocupa
el andlisis de contenido dentro del analisis didactico.

Fuente: Gémez, 2001, p. 3

Asi mismo Gomez (2001) expresa que en la fase de disefio, los docentes ponen en accién
diferentes tipos de conocimientos de la didactica de las matematicas, esto es, en el nivel de

planificacién tiene en cuenta los objetivos, los contenidos, la metodologia y la evaluacion que
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son los componentes de la nocion de curriculo, de igual forma al nivel de analisis, los docentes

deben realizar analisis de contenido, analisis cognitivo, andlisis instruccional y el analisis de

actuacion. Para tal desarrollo, se ponen en accion simultineamente los organizadores del

curriculo propuestos por Rico (1997) de los cuales el primero alude a la relacion docente-

curriculo

Dado que la indagacion responde a un anélisis de contenido de referentes curriculares

colombianos, el esquema del marco tedrico respondera a las perspectivas propias del anlisis

de contenido que pertenece a la dimension conceptual del andlisis de didactico como

particularidad del mismo. En ese sentido, seguidamente se presenta un esquema que permite

delimitar el presente marco teorico, a saber:

Figura 2 Dimensiones del curriculo, andlisis didactico y conocimiento del profesor

Dimensiones del curriculo

Conceptual Cognitiva Formativa Social
Planificacion | Contenidos Objetivos Metodologia Evaluacion
Analisis De contenido | Cognitivo De instrucecion | De actuacion
Estructura con-
ceptual - proce- | Aprendizaje v .
o P Pt ! .J, < | Materiales y re- e
4 . dimental; siste- | comprension en ’ Analisis de ta-
= | Conocimientos o cursos; resolu-
> mas de repre- | matematicas: . reas;  evalua-
= | generales ., .~ | cion de proble-| " .
Z | < sentacion; feno- | errores y  difi- mas cién formativa
menologia v | cultades '
modelizacidn
Conocimientos L . iy .
- Aplicacién de las herramientas a la estructura matematica particular
especificos

Iabla 1. Dimensiones del curriculo, andlisis diddctico y conocimiento del profesor

Caracteriza cada aspecto a tener en cuenta en el analisis didactico, donde se
puede vislumbrar la dimisién de analisis de contenido en qué consiste.

Fuente: Gémez, 2001, p. 4

Conforme a lo anterior y para especificar las perspectivas que estructuraran este marco

segun (Rico, 2013) son:
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a) Perspectiva conceptual: Que considera el considera el momento historico y el marco
poblacional (el quién comunica y a quién comunica) donde se insertan.

b) Perspectiva formal y estructural: Que abarca los conceptos, definiciones y procedimientos
junto con la estructura formal que proporcionan referencia a los contenidos utilizados.

c) Perspectiva representacional: Que comprende las notaciones gréficas, simbolicas y
sistemas de signos involucrados.

d) Perspectiva fenomenoldgica: Que aborda los fendmenos que dan origen a los
conceptos, los contextos en los que se utilizan aquellas situaciones en las que se
presenta y en las cuales se aplica, que dotan de sentido a los contenidos en estudio.

(p. 8).

Para esclarecer lo expuesto y como esquema representacional para tal desarrollo, el
marco tedrico girara en torno a las cuatro perspectivas expuestas anteriormente, con el propésito
de generar un soporte para la pdstuma construccion de categorias de andlisis que doten de
sentido y significados el anlisis de contenido de dos de los referentes curriculares nacionales,
a saber:

Figura 3 Referente tedrico

CONCEPTUAL FENOMENOLOGICA
(Salat, 2010) (Belmonte, 2009, pp.113-152 )
(Ortiz, 1994) (Arrigo, 1994, pp. 124-136)
REFERENTE TEORICO
REPRESENTACIONAL FORMAL Y ESTRUCTURAL
(Stewart, 2010) (Stewart, 2010)
(Purcell, 2007) (Purcell, 2007)
(lipschutz, s.f) (lipschutz, s.f)

_ (Belmonte, 2009, pp.207-306)

Expone los autores que se utilizaran en cada una de las cuatro perspectivas.
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Dado que este proyecto tiene su centro en la transformacion del saber a ensefiar en
saber did4ctizado, se hace necesario realizar un preAmbulo sobre algunos aspectos didacticos
que pueden darse en la ensefianza-aprendizaje del infinito que otorguen directrices y posiciones
pedagogicas a tener en cuenta para tal proceso. Para ello, se realizé una lectura y recopilacion
de algunos apartados de las investigaciones de Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011) quienes
han recopilado y analizado a su vez una variedad de investigaciones representativas en el tema
que es meritorio resaltar.

2.1.  Elementos didéacticos a tener en cuenta en la enseflanza-aprendizaje del infinito
matematico

Un aspecto que se presenta con frecuencia en las teorias recopiladas en la tesis doctoral
de Belmonte (2009) y a su vez en la apuesta tedrica Arrigo et al (2011) tienen su nucleo en la
naturaleza contradictoria del infinito matematico puesto que, desde el inicio de la vida escolar
se presentan algunos conceptos numeéricos y geométricos en conexion con la realidad que
enfrentada con la teoria formal promueven obstaculos cognitivos y epistemoldgicos generados
algunas veces por los docentes, transforméandose tales obstaculos en obstaculos didacticos
resistentes a la instruccién como lo ha expresado Mena-Lorca et al (2015).

A su vez, se vislumbra frecuentemente en lo expuesto por Belmonte (2009) que
conforme avanza la edad existe mayor oportunidad de comprender el objeto de infinito o de
construirlo paulatinamente desde las interpretaciones intuitivas de tal objeto que poseen los
estudiantes, particularmente se expresa que, a partir de los 11 afios o inicio de las operaciones
formales los sujetos comienzan a tener una percepcion contradictoria del infinito que puede

servir como recurso a-didactico para la construccion de situaciones didacticas y lograr el
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desequilibrio cognitivo necesario para la adquisicion o establecimiento de nuevas

concepciones, conceptos y reconceptualizaciones.

Aunado a lo descrito, del anlisis a priori de las investigaciones de Belmonte (2009) y

Arrigo et al (2011) se pudo extraer que en la didactica del infinito matematico existen algunos

topicos recurrentes a tener en cuenta para la construccion de actividades y para la adquisicion

del objeto por parte de los estudiantes que pueden aprovecharse para propiciar situaciones

problema coherentes con una metodologia constructivista del proceso de aprendizaje, a saber:

7
L X4

Contradiccion de la relacién parte-todo, esto es, el todo no puede ser igual que una de sus
partes.

Modelos intuitivos: Pictorico-figurativo, esto es, las representaciones pictéricas son
obstaculos para comprender el infinito en especifico el modelo punto-marca, segmento
como un collar de perlas, intervalos cerrados finitud etc. Son modelos que contribuyen a
hacer resistentes los obstaculos epistemoldgicos y didacticos sobre la teoria formal de
infinito en matematicas.

Fendmeno del aplastamiento: Todos los conjuntos infinitos tienen el mismo cardinal para
esclarecer, al no poder aceptar que el todo puede ser igual en magnitud que una de sus
partes la imagen y respuesta del cerebro para resolver tal contradiccion es asumir que todos
los cardinales infinitos son iguales negandose el criterio de la biyeccion como herramienta
para la numerabilidad o no-numerabilidad de conjuntos infinitos.

Fendmeno del deslizamiento: Para Duval (1983) desdoblamiento, hace referencia a un
obstaculo para comprender la idea de biyeccion o correspondencia uno a uno para la
equivalencia de conjuntos infinitos, debido a que no se le asigna a dos conjuntos

interpretaciones diferentes sino la misma, esto es, el conjunto de los enteros positivos y el

19



subconjunto propio de los enteros pares son un mismo conjunto y en consecuencia éste

ultimo esté contenido en el primero pues sus nlmeros son enteros positivos también.

X/
°e

Fendmeno de la dependencia: la dependencia hace referencia a las iméagenes intuitivas que
se evocan a la hora de enfrentarse a cuestiones sobre el infinito matematico y su influencia

negativa sobre la teoria formal.

X/
°e

Contradiccion entre el aspecto intuitivo del infinito y la teoria formal, una particularidad
de la realidad de la humanidad es que lo perceptible por los sentidos en su mayoria refuerza
la nocion comdn de que el todo es mayor que la parte, lo cual proporciona minimas
referencias sobre las cuales establecer y construir el concepto formal de infinito en
matematicas.

% Dualidad infinito proceso-objeto: al igual que la dependencia que se menciona
anteriormente, dependiendo de la situacion el infinito es un objeto por ejemplo un nimero
muy grande o por lo contrario un proceso sin fin bajo concepciones de inagotabilidad del
infinito o recurrencia indefinida.

% Dificultades asociadas a las representaciones simbolicas y a los guarismos utilizados para
representar y operar el infinito puesto que, dependiendo del registro semiético utilizado
para representar una situacion problema cuyo centro es el concepto formal de infinito la
interpretacion de los estudiantes varia.

Habiendo expuesto algunas consideraciones didacticas relevantes, a continuacion se
desarrollara este marco teorico en coherencia con las cuatro perspectivas propuestas por Rico

(2013), a saber:
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2.2.Perspectiva fenomenoldgica

Conforme a las recomendaciones didacticas, Belmonte (2009) manifiesta que, los

contextos en los que se puede desarrollar el objeto de infinito y que son los mas usados en la

mayoria de investigaciones y en la instruccion de dicho objeto son:

1)

2)

3)

4)

Comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos: Este contexto es uno de
los mas utilizados para desarrollar el objeto matematico infinito, debido a que promueve
contradicciones que permiten realizar el salto de lo potencial a lo actual a partir de la
comparacion de conjuntos a través del concepto de funcién.

Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores:

Este contexto es uno de los mas ricos es procesos algoritmicos que permiten desde
la manipulacion de los guarismos generar la comprension del infinito en su doble acepcion
y ademé&s permite reconocer, desde la accion de los sujetos sobre esos guarismos
diferenciar y relacionar un proceso infinito potencial y actual, su importancia radica en que
genera facilita el concepto de cota superior e inferior y por ende diferenciar un nimero
racional de uno irracional.

Series convergentes: Epistemoldgicamente se puede vislumbrar que hubo en la historia de
un particular interés por los infinitesimales y las magnitudes inconmensurables, este
contexto permite cerrar este capitulo, al hacerle comprender al aprendiz que un proceso
infinito puede representar un ndmero y a su vez contribuye a diferenciar nimeros
racionales de irracionales.

Operatividad e infinito: Diversas investigaciones, como se puede constatar en Belmonte
(2009), han investigado las problematicas que surgen para comprender que 0,9 = 1 ya que

el infinito se vislumbra como un proceso recurrente que no tiene fin 0 como una
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aproximacion lo cual implica un rechazo al infinito actual, en ese sentido, este contexto
permite identificar diversas problematicas ligadas a la semiosis y a la semantica de sujetos
enfrentados al objeto matematico infinito.

5) Lenguaje del infinito: Diversos investigadores han puesto en evidencia como la intuicién
de los sujetos se convierte en un obstaculo a la hora de comprender el objeto matematico
infinito, uno de los elementos que alimenta una prevalencia de la intuicién por sobre lo
formal se encuentra en el lenguaje ya que, el lenguaje intuitivo del infinito genera
acepciones erroneas que alimentan solo el infinito potencial dificultando aln mas
comprender el infinito actual.

6) Induccion (s6lo en el caso universitario): Este contexto el autor Belmonte (2009) lo
piensa para el caso universitario pues requiere de procesos de demostracion matematica
formal, lo cual implica procesos mas complejos de lo que se dan en algunas instituciones
educativas, no obstante, permite la construccién de los nimeros naturales de manera formal
que genera comprender el comportamiento y las propiedades de los distintos conjuntos
numéricos como el de los racionales y enteros que aunque con el mismo cardinal se
comportan de forma distinta.

De los contextos expuestos, se escogeran particularmente para el presente trabajo de

grado los siguientes:

1) Comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos
2) Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores

Lo anterior, en razon de que en los trabajos de Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011) se
vislumbra que dichos contextos son los que posiblemente se pueden encontrar en los referentes

educativos curriculares colombianos y que segun lo analizado en los documentos de los autores
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mencionados permiten el desarrollo del objeto matemaético de infinito partiendo de los pre-
conceptos de los estudiantes.

Sumado a lo anterior, otro argumento que sustenta esta escogencia se basa en el poco
énfasis que se le da en la escuela al infinito actual y la absolutizacion del infinito potencial que
adiciona mas dificultades a la comprension del infinito matematico, esto, sustentado en el hecho
de que la acepcion potencial segun Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011) no contradice la
intuicion de los aprendices, no obstante, la acepcion actual del infinito le proporciona un estatus
contraintuitivo, por esta razdn, esta seleccion de contextos permite evidenciar en los referentes
educativos curriculares si existen objetivos que puedan ser direccionados hacia la comprension
de esta acepcion del infinito matematico ya que desde la matematica no es posible comprender
el infinito sélo con una de las acepciones.

Ademas de lo expuesto, al realizar un andlisis a cada uno de estos contextos se pudo
vislumbrar que los contextos seleccionados estan estrechamente relacionados con los no
seleccionados, por esta razon se considera que no es necesario para este trabajo en particular
retomar todos estos contextos sino los ya escogidos que como se expresd pueden ser
encontrados en la matematica escolar.

Sumado a lo anterior, otro argumento que sustenta la escogencia de estos dos contextos
es porque, en el contexto comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos, se
puede vincular tanto el infinito potencial como el actual asi como también se puede enfatizar
en el trabajo con conjuntos numerables para pasar a los continuos. El contexto divisibilidad
indefinida, iteracion e influencia de cotas, se seleccion6 porque permite trabajar aspectos del
infinito actual en relacion con el infinito potencial para la construccion del concepto de

infinitesimal y de completitud de los R.
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2.3. Perspectiva conceptual

Como se indicé apartados atras, esta perspectiva denominada conceptual hace alusion a la parte
historica y epistemoldgica del objeto matemaético de infinito, por esta razon, se retomaran los
documentos de Ortiz (1994), Salat (2010) y Belmonte (2009) que ofrecen un acercamiento a
dichos topicos que encerraran algunos aspectos relevantes del concepto en cuatro momentos
historicos que se dividen en edad antigua, edad media, renacimiento y edad moderna, donde
se puede vislumbrar las probleméticas que hubo con respecto al concepto que dan luces sobre
por qué considerarlo un obstéaculo epistemoldgico. Para ello, se desarrollaran cada una de estas

edades en la siguiente tabla, a saber:
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Tabla 1 Desarrollo de la respectiva conceptual

2.3.1. Edad antigua

Esta edad estuvo marcada por el rechazo al objeto matematico de infinito sobre todo en su acepcion actual aunque, los
babilonios de los cuales los griegos adquirieron parte de su cultura, mucho antes de los logros de Grecia habian ya calculado

una aproximacion al nimero v/2 a través de iteraciones sucesivas.

Péstumamente y con la creacion de la escuela pitagdrica en Grecia se generaron los primeros argumentos que rechazaron
el infinito debido a que a través de la relacion pitagorica reconocieron estos que existen nimeros que no pueden ser medidos
por un namero natural o por un ndmero racional, esto llevo a negar la existencia de las magnitudes inconmensurables y
gestiond el origen de la geometria como instrumento para evadir la problematica de la inconmensurabilidad debido a que,
la geometria manipulaba magnitudes continuas mas funcionales para tatar de explicar el mundo que nos rodea.

Aunque la geometria contribuy6 a la explicacion de un nimero de problemas que se presentaban al considerar solo lo
numérico, es valido resaltar que Euclides también rechazd la idea de infinito ya que en el postulado de las paralelas al igual
que en el de la proporciones o propiedad arquimediana evitaba utilizar expresiones tales como infinitamente o al infinito
para no generar contradiccion con los pensamientos de Aristoteles.

El pensador anterior esto es, Aristoteles, fue la principal influencia para el rechazo al infinito como concepto, debido a que
para él, es posible pensar en un infinito que aumente indefinidamente al cual denomino potencial pero es imposible pensar
en un infinito realizado o infinito actual, es decir, pensar que en un segmento exista una infinidad es un absurdo. Aungue
Aristdteles esgrimié argumentos para el rechazo del infinito actual, éste establecié las bases para la pdstuma construccion
del infinito, ademas de lo anterior, a él se le otorga la caracterizacion del infinito en potencia y en acto, los cuales establecio
para realizar criticas a las paradojas de Zenon y la escuela jonica.

Este Gltimo que con su método dialectico trato de expresar el absurdo de pensar en el infinito actual, contrario a su objetivo
genero las bases para las postumas construcciones que dieron solucién numérica y geomeétrica a los procesos infinitos y al
infinito desde la matematica con las cuatro paradojas denominadas dicotomia, Aquiles, la flecha y estadio en las cuales
expresa como, pensar en los indivisibles absolutos, esto es, encontrar la particula original de la cual estan compuestas todas
las cosas o por ejemplo en el caso del tiempo, pensar que éste estd compuesto de instantes cuyo simil geométrico seria la
linea esta compuesta de puntos, genero el hecho de pensar que la continuidad no puede estar compuesta por elementos
discretos ya que de serlo el movimiento seria solo una ilusion a su vez, contrariamente contribuyé a entender la naturaleza
del infinito actual en tanto que un segmento contiene una infinidad lo cual para Aristételes es absurdo y por tanto recurriendo
al infinito potencial establecid que un segmento no estd compuesto por una infinidad sino que es posible dividirlo
indefinidamente atribuyéndole un tinte procedimental el cual no termina.

25



Aparte de lo anterior, esta edad se puede también reconocer por el método de exahusion creado por Eudoxo y con el cual
se reinterpretd la proporcionalidad y que en medio del rechazo al infinito promovio la comparacién entre magnitudes con
las cuales se generaron aproximaciones a problemas como el de la cuadratura de la circunferencia o la cuadratura de un
segmento parabdlico por Arquimedes.

Para englobar lo expresado esta edad se caracterizo por la dualidad potencial-actual.

2.3.2. Edad mediay
renacentista

Esta edad se ve influenciada absolutamente por los pensamientos de Aristoteles en donde prevalece la dualidad potencial-
actual aunada a una connotacion teoldgica del infinito atribuyendo éste solo a la gracia de dios e incluso a algo maligno.
Pero no todos los pensadores de esta edad estaban de acuerdo con las interpretaciones realizadas sobre los pensamientos de
Aristoteles debido a que, otros pensadores aristotélicos como Filopdn pensador cristiano de Alejandria criticaron la
eternidad absoluta del mundo creado por dios, lo anterior en contra de los argumentos de Aristdteles que generaban
contradicciones.

A su vez Thabit ibn-Qurra es uno de los primeros pensadores que expresa que un infinito no puede ser mayor que otro y
ademas aceptaba el infinito actual contrario a los argumentos de Aristételes debido a la perspectiva infinitista que se opuso
al absolutismo aristotélico, ademas de lo anterior, también estipulé argumentos que aterrizaron la forma de tratar el infinito
a la naturaleza del mundo analizando éste sumado a la idea de conjunto que este pensador Ilamaba multiplicidad que lo
condujo a reinterpretar la igualdad.

En esta misma linea de pensadores que buscaban separarse de los pensamientos aristotélicos se encuentran Hipanus o Pietro
Giuliano que lleg6 a ser papa Juan XXI y que entendia el infinito con dos acepciones denominados categorematico y
sincategorematico el primero hace referencia al infinito actual y el segundo al infinito potencial quitando la ambigledad del
término “potencia” asi mismo Gregorio de Rimini y Buriddn aunque trataron de presentar argumentos en contra de los
pensamientos aristotélicos lo unico que lograron fue reafirmar el infinito potencial o sincategorematico aunque no se les
puede negar el hecho de contribuir a reconocer que no existe cantidad mayor en un infinito potencial.

Al igual que los ultimos pensadores, en el siglo X111 Ricardo de Middleton esgrimi6 el primer argumento de que el universo
puede expandirse sin limite sin que esto implique la existencia del infinito actual.

De lo anterior y con la construccion de la cosmologia moderna se generaron las ideas trasgresoras de los pensamientos
aristotélicos debido a que, en la cosmologia moderna se usaban el infinito y las cantidades infinitesimales en las
demostraciones geométricas y aritméticas.

Por otro lado y en la misma época Tomas de Aquino esgrimia argumentos en contra del infinito actual negandolo puesto
que él argiiia que si se pudiesen concebir todos los elementos de un supuesto conjunto de manera que formasen una totalidad
actualmente definida, dichos elementos podrian ser contados uno a uno con lo que inevitablemente el conjunto seria finito
lo cual es una contradiccion aunque, adjudico el infinito a la omnipresencia de dios expresando que “dios es infinito, y
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eterno, e incircunscribible” conduciéndolo a postular dos acepciones de infinito, la primera remisible a la idea de forma y
el otro a la idea de materia por tanto para Aquino el infinito del que se encargan los matematicos corresponde al infinito
potencial o a la idea de materia que no es atribuible a dios.

Aquino pensaba que el asociar el nimero con el concepto de medida, casi Platbnicamente entendida como criterio de
organizacion demidrgica del mundo, indujo a éste a concebir el nimero infinito como nocién contradictoria, carente de
sentido, indtil y desorientadora para quienquiera que pretendiese captar en la perfeccion de la forma limitada la insondable
perfeccion de dios.

Otros argumentos en contra del infinito actual pero que diferian de las de la época eran los de Bacon quien afirmaba que el
infinito matematico no era posible con la Idgica ya que era antieuclidiano y por tanto antiaristotélico, asi mismo, Guillermo
de Occam expresaba que No es incompatible que la parte sea igual o no sea menor que el todo; esto es lo que ocurre siempre
que una parte del todo sea infinita. Esto se puede comprobar en cualquier cantidad discreta o en cualquier multiplicidad
cuya parte tenga unidades que no sean menores que aquellas contenidas en el todo. Asi, el principio de que el todo es mayor
que sus partes es valido sélo para cosas compuestas de partes enteras finitas. Otro de los pensadores escolasticos que se
diferenci6 del resto es Duns Scotus que aceptaba la doble naturaleza del infinito en sus acepciones actual y potencial, la
construccién con la cual llego a concluir lo expresado fue a través de un conjunto de circunferencias concéntricas en donde
vislumbré que a mayor longitud del radio més parecida era la circunferencia con una linea recta si sélo se vislumbra los
arcos sucesivos de éstas, bajo el mismo pensamiento Nicolas de Cusa sugeria como el infinito actual no podia ser percibido
de manera directa en la realidad.

Aungue muchos pensadores de la edad media planteaban ciertas criticas a los pensamientos de Aristoteles y aceptaron en
ocasiones el infinito actual y el potencial, en el siglo XV fue donde la influencia aristotélica recobrd su estatus de absoluto.

2.3.3. Renacimiento

Seguido de lo anterior en el renacimiento se pudo vislumbrar cémo se ampli6é el espectro del uso de las cantidades
infinitesimales para las artes y la geometria algunos representantes de estas proezas son Piero della Francesca, Girolamo
Cardano, Leonardo, Luca Valerio, Galileo Galilei, Paul Guldin, Bonaventura Cavalieri y Evangelista Torricelli.

De los anteriores cabe resaltar que Galilei fue uno de los cosmélogos y pensadores que reconocieron que dos segmentos de
magnitud desigual una mayor que la otra podian hacerse corresponde biunivocamente y a su vez utilizo este criterio para
establecer que los nimeros naturales y los cuadrados perfectos de éstos tenian la misma multiplicidad o cantidad de
elementos plasmado en el dialogo de Simplicio y Salviati, a pesar de sus deducciones neg6 el infinito aunque usara la
continuidad de un segmento y los infinitesimales en sus construcciones y demostraciones.

Un paso importante en la actualizacién del objeto matematico de infinito que llevé a la siguiente etapa del desarrollo
cientifico fue la construccion del algebra geométrica, gracias a los aportes de Fermat y Descartes entre otros que dentro de
la relacion algebra-geometria utilizaban implicitamente el concepto de continuidad y la asignacion de una cantidad de
magnitud a cada punto que conllevaba al desarrollo de sucesiones infinitas debido a que no todas las magnitudes pueden
ser medidas como lo vislumbraron en la edad antigua los pitagoricos. Para Descartes el infinito tiene dos acepciones, infinito
como atributo de dios e indefinido como magnitudes indefinidas en cantidad o en posibilidad.
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Contrario a Descartes, Pascal parecia defender el infinito actual aseverando que, la unidad afiadida al infinito no lo hace
mayor; lo finito es aniquilado por lo infinito y se convierte en pura nada; se sabe que existe un infinito pero se ignora su
naturaleza. Conocemos la existencia y naturaleza de lo finito porque nosotros mismos somos extensos y finitos pero el
infinito tiene extensidn como nosotros pero no tiene fronteras por eso no conocemos ni la existencia ni la naturaleza de
Dios. A su vez, es relevante resaltar que en esta época es donde se pone en discusion el concepto de conjunto infinito, en
ese sentido Descartes aunque sugiere cierta oposicion al concepto de conjunto infinito y del infinito actual, en realidad lo
que trataba de expresar es que la naturaleza del infinito es contradictoria por esta razén es que las operaciones con conjuntos
finitos no son las mismas que las de los conjuntos infinitos.

2.3.4. Edad
moderna

Dentro de los grandes pensadores influyentes de la época se encuentra Cauchy, quien postulé que para que existiera el
infinito actual, necesariamente éste debia ser finito. En esta época se pudo evidenciar una vinculacion del infinito pero
restringido a la operatividad o célculo debido a que, con la invencién del andlisis infinitesimal se hacia uso implicito del
objeto matematico de infinito para dar sentido a las relaciones y operaciones que en esta rama se proponian y que dieron
paso a los conceptos de deriva a e integral.

Conforme a lo anterior, se puede expresar que el siglo XV1I representd un siglo de grandes avances en la ciencia de la cual
la ciencia moderna es fruto, es por esta razén que a este siglo se le otorga el titulo de la revolucidn cientifica, que paso de
observar la matematica desde un contexto discreto a una concepcion infinita con la aparicion de calculo infinitesimal que
al igual que siglos anteriores sustent6 posturas divergentes llevando a enfrentamientos a algunos fisicos y matematicos
como Newton y Leibniz.

Por otro lado en el siglo XI1X, Kant al igual que Aristételes rechazaba el infinito actual ya que desde una postura finitista
intuitiva, este tipo de infinito es imperceptible desde la experiencia lo que implica que nunca se puede llegar a alcanzarlo,
a su vez Gauss también rechazo el infinito actual arguyendo:

“Protesto contra el uso de una cantidad infinita como una entidad actual; ésta nunca se puede permitir en matemadticas.
El infinito es s6lo una forma de hablar, cuando en realidad deberiamos hablar de limites a los cuales ciertas razones
pueden aproximarse tanto como se desee, mientras otras son permitidas crecer ilimitadamente.” (p.63)

Como ya se expres0, otro matematico en oposicion a la idea de infinito actual fue Cauchy, quien al igual que Galileo no
aceptaba la idea de una coleccion de objetos infinita referenciada en la biyeccién entre dos segmentos de recta de magnitud
desigual, ya que como consecuencia de esto se rechaza el postulado de Euclides de que el todo es mayor que la parte.

En contraposicion Bernhard Bolzano tedlogo y matematico checo, fue el primero en tratar de fundamentar el infinito actual
arguyendo que no rayaba con la matematica el considerar la equivalencia entre un conjunto y un subconjunto propio, por
esta razon defendi al infinito actual de cuya teoria Dedekind y Cantor hicieron uso para aseverar sus resultados, asi mismo
es memorable mencionar que a Bolzano se le atribuye el hecho de presentar las bases para la teoria de conjuntos.

A finales del siglo X1X Georg Cantor desarrollo una teoria formal sobre el infinito actual, manifestando que los argumentos
dados en contra de dicho infinito han sido insensatos, ya que, consideran a los nimeros infinitos como una extensién de los
numeros finitos, omitiendo el hecho de que los numeros infinitos pueden responder a una aritmética distinta, puesto que
segun expresa en su obra Grundlagen, los conjuntos infinitos se comportan de forma distinta a como se comportan los
conjuntos finitos lo que no implica que los conjuntos sean inconsistentes.
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Dentro de las demostraciones que propuso se encuentra una en contra de la aniquilacion de los nameros finitos por los
infinitos, es asi como establece la distincion entre o y o+1 llegando a establecer que los nimeros finitos pueden ser sumados
a los infinitos sin ser absorbidos por éstos ultimos, rechazando ademas otra paradoja de las presentadas por Aristoteles que
distinguia entre infinito actual e infinito potencial, llegando a argiir Cantor que no era posible concebir a los nimeros
infinitos sin los finitos, estos es, todo infinito potencial supone la existencia de un infinito actual.

Como se menciono anteriormente Cantor tom6 como base las ideas expuestas por Bolzano para construir su teoria de los
cardinales transfinitos, la principal idea que tuvo relevancia fue la de biyeccion entre conjuntos, debido a que si se podian
hacer corresponder biunivocamente dos conjuntos esto implica que tales conjuntos son equipolentes o que tienen la misma
potencia en consecuencia, esta idea de potencia de un conjunto conjugo la idea de numero cardinal de un conjunto.

Para vislumbrar esta relacion entre Bolzano y Cantor se tiene que el primero propuso:

Un conjunto no vacio (A) es finito si para algin entero positivo n, (A) es equipolente a {0,1,2,3,...,n}; de otra forma (A)
es infinito. Un conjunto (A) es infinito si existe un subconjunto propio B de (A) equipolente a (A); en cualquier otro caso
(A) es finito.

Por otro lado Cantor y Dedekind tomando esta idea propusieron:

Canto (1878): Un conjunto finito es uno cuya potencia es un entero positivo. Para tal conjunto todo subconjunto propio
tiene una potencia menor, mientras que un conjunto infinito A tiene la misma potencia que algin subconjunto propio de A.
(Implicitamente dio estas propiedades cuando demostré que R y R”n tenian la misma potencia).

Cantor (1882): Por un conjunto finito entendemos un conjunto (M), el cual surge a partir de un elemento original a través
de la adicién sucesiva de nuevos elementos de tal forma que el elemento original puede ser obtenido a partir de (M)
eliminando sucesivamente los elementos afiadidos en el orden reverso. (Esta es la primera definicion explicita de un
conjunto finito dada por Cantor).

Cantor (1883, Grundlagen): Mientras que un conjunto finito siempre retiene el mismo nimero ordinal, independientemente
de la forma en gue estén ordenados sus elementos, un conjunto infinito puede ser reordenado de tal forma que tenga mas de
un ordinal.

Dedekind (1882): Un conjunto (A) es Dedekind-infinito si algin subconjunto propio (B) de (A) es equipolente a (A); en
cualquier otro caso (A) es Dedekind-finito. (Carta de Dedekind a Cantor, 1882).

Cabe aclarar que aunque Cantor y Dedekind consensuaban en algunas ideas, diferian al considerar la correspondencia
biyectiva entre conjuntos infinitos, debido a que Dedekind argumentaba que no era suficiente dicha correspondencia para
aducir que dos conjuntos infinitos eran equipolentes con respecto a la multiplicidad de sus miembros, en contraste Cantor
argumentaba lo contrario, es decir:

“La razdn por la cual la definicién de Cantor y sus consecuencias han sido aceptadas no es porque estén, ciertamente, mas
cerca del uso coman sino mas bien porque son mas utiles para la matematica. Aun hoy en dia tendemos a pensar que
existen mas numeros naturales que numeros pares.” (Wang, p. 70). (p. 67)
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2.4.Perspectiva formal y estructural

Esta perspectiva hace referencia al caracter formal de los conceptos matematicos
aceptados tanto por la comunidad matemética como por la sociedad laica, en otras palabras,
hace referencia al saber sabio de donde se extraen parte de estos conceptos para ser vinculados
a un curriculo o saber a ensefiar. Dado lo vasto de los diversos desarrollos tedricos,
metodoldgicos, estructurales y filosoficos que se pueden encontrar en libros de texto ya sea para
acompafiamiento del aprendizaje universitario o escolar, es necesario acotar la gama de libros
de los cuales se extraeran las definiciones de los conceptos seleccionados para esta empresa; a
su vez, se tendrén en cuenta los contextos seleccionados para desarrollar esta perspectiva.

2.4.1. Comparaciony equivalencia de conjuntos discretos y continuos

Para iniciar con la estructuracion de este fendmeno desde lo formal en matematicas, es
necesario presentar una introduccion a la teoria de conjuntos ya que es comun en la bibliografia
cientifica representar el desde el registro semi6tico de la teoria de conjuntos haciendo uso del
concepto de funciéon como operador que permite comparar dos conjuntos ya sean discretos o
continuos para determinar su numerabilidad o cardinal.

Segun Lipschutz (s.f) El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de las
matematicas. Intuitivamente un conjunto es una lista, coleccién o clases de objetos bien
definidos, dichos objetos pueden ser cualesquiera tales como nimeros, personas, letras etc.
Conforme a lo anterior, a continuacion se presentaran algunos de los conceptos basicos y la
notacion de la teoria de conjuntos asi como también una definicion particular del concepto de

funcién, a saber:
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Tabla 2 Aspectos importantes de la teoria de conjuntos

2.4.1.1. Notaciéon

Es usual denotar los conjuntos por letras mayusculas 4, B, C, D, ..., Z, los elementos de un conjunto se suelen
representar con letras minusculas a, b, ¢, d, ... , z. Al definir un conjunto por la efectiva enumeracién de sus
elementos se puede utilizar la forma tabular en la cual se escriben los elementos del conjunto tal como P =
{2,4,6,8,10,12,...} 0 una caracteristica comun que describa dichos elementos entre tal como
{x|x es un numero par}.

Ahorabien si un objeto x esta contenido en un conjunto A, esto es, si A contiene x como uno de sus elementos
se escribe x € A donde € se lee “pertenece” entonces para este caso particular x € A = x pertenece a A,
por el contrario, Si un objeto x no pertenece a A se escribe & que se lee “no pertenece”, esto es x € A =
X no pertenece a A.

2.4.1.2. lgualdad entre conjuntos

Un conjunto A es igual a un conjunto B si ambos tienen los mismos elementos es decir, si cada elemento
que pertenece a A también pertenece a B y viceversa, se denota la igualdad de dos conjuntos con A = B.

2.4.1.3. Conjunto vacio

El conjunto vacio es aquel que carece de elementos, a este conjunto también suele sombrarsele como
conjunto nulo ademas, suele representarse con simbolo @.

2.4.1.4. Conjunto potencia

La familia de todos los subconjuntos de un conjunto S se llama conjunto potencia de S. A este conjuntos de
le designa por 25. Si un conjunto S es finito, digamos que S tiene n elementos, entonces el conjunto potencia
tendra 2™ elementos, es por esta razon que se denomina al conjunto potencia de S la clase de los subconjuntos
de S.
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2.4.1.5. Leyes de las operaciones con LEYES DE OPERACIONES CON CONJUNTOS
conjuntos A, s
12 @ = U ag) U=0 /'\\ LR
(3 A—A =¢, A-@G =A, A—-B = AnDB o SSW S
5 Y
(4 Avo = 4 4y ArU = A D
(a3 AulU =U 15) An@g =9 3 -
- - |
(16 Aud = A 16). AnaA =AY Fy.c
A% Auvar=U A7) AndA =@
Leyes asociativas
(18) (AUB)uUC = AUBRUC) (18) AnBInC = ANn(BNC)
Leyes conmutativas
(19 AuB =BuAd 19) AnB = BnA
Leyes distributivas
(1.10) AU (BNC) = (AuB)n(AuQ) (L10Y) A n(BuC) = (AnBYu (AnC)
Leyes de De Morgan
(.11) (AuB)y = A'n A (LI AnB)Y = A'UB’ (Ayres’
(L12) A—(BuC) = (A-Bin(d=0) (12 A-(Bn0) = A-BUMU-0) 2003, p. 5)

Ahora bien, aunque los anteriores conceptos y operaciones permiten operar conjuntos no son suficientes para la construccién del concepto
de infinito ya que, para la comparacion de conjuntos y la determinacion de cardinales es necesario el concepto de funcion que se definira a
continuacion:

Tabla 3 Concepto de funcion

2.4.1.6. Definicion de funcion Si a cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder de algin modo un elemento Gnico de un
conjunto B, se dice que esta correspondencia es una funcion. Denotando esta correspondencia por f, se
escribe f: A - B.

Que se lee “f es una funcion de A en B”. El conjunto A se llama dominio de definicion de la funcion f, y el
conjunto B se llama codominio de f. Por otra parte, si a € A4, el elemento de B que le corresponde a a se
Ilama imagen de a y se denota por f(a), que se lee “f de a”.

2.4.1.7. Funciones inyectivas Sea f una aplicacion de A en B. Entonces f se dice inyectiva si elementos distintos de B corresponde a
elementos distintos de A, es decir, si dos elementos distintos de A tienen imagenes distintas. Dicho
brevemente, f: A - B es inyectiva si f(a) = f(a") implicaa = a’, o lo que es lo mismo, si a # a’ implica

f@) # f(a).
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2.4.1.8. Funciones sobreyectivas

Sea f una aplicacion de A en B. El dominio de imagenes f(A) de f es un subconjunto de B, esto es, f(4) c
B. Si f(A) = B, esto es, si todo elemento de B es imagen de al menos un elemento de A, se dice entonces
que “f es una funcion sobreyectiva de A en B” o que f es una funcion de A sobre B.

2.4.1.9. Funcion biyectiva

Si una funcion f de A en B es simultdneamente inyectiva y sobreyectiva entonces se dice que la funcién
biyectiva.

Establecido el concepto de funcidn y sus clases, a continuacién se expondra la equipotencia de conjuntos discretos y continuos en cuyo

proceso se vislumbra el concepto de infinito y el de cardinal de conjuntos, a saber:

Tabla 4 Conjuntos numerables y no numerables

2.4.1.10.

Conjuntos equipotentes

Parece natural preguntarse si dos conjuntos cualesquiera tienen o no el mismo nimero de elementos. Para
el caso de los conjuntos finitos, basta contar el nimero de elementos de cada conjunto. Pero cuando se trata
de conjuntos infinitos, la respuesta depende de los que se entienda por conjuntos con el mismo nimero de
elementos o, como se dira en adelante, por conjuntos equipotentes. Antes se pensaba que todos los conjuntos
infinitos eran equipotentes, pero la siguiente definicion, atribuida al mateméatico aleman Georg Cantor
(1845-1918), revolucion6 por completo la teoria de conjuntos.

24.1.11.

Definicion 1

El conjunto A es equipotente al conjunto B, lo que se denota por A ~ B si existe una funcion f:A - B
inyectiva y sobreyectiva, esto es, biyectiva. La funcién f define entonces lo que se llama una
correspondencia biunivoca entre los conjuntos A y B. De acuerdo a esta definicion, no es dificil comprender
que, en general, dos conjuntos finitos son equipotentes si contienen el mismo nimero de elementos, y solo
entonces. Asi, pues, para los conjuntos finitos la Definicion 1 corresponde al significado usual de tener dos
conjuntos el mismo nimero de elementos.

24.1.12.

Definicion 2

Un conjunto A es infinito si es equivalente a uno de sus subconjuntos propios. En caso contrario es finito.

2.4.1.13.

Teorema 1

La relacién entre conjuntos definida por A~B es una relacion de equivalencia. En efecto:
(1) A~A para todo conjunto, (2) Si A~B entonces B~AYy (3) Si A~By B~C, entonces A~C

24.1.14.

Conjuntos enumerables

Sobre la base ya conocida de los nimeros naturales, N = {1,2,3, ..., n}

2.4.1.15.

Definicion 3

Si un conjunto D es equipotente al conjunto N de los nimeros naturales, se llama enumerable y se dice que
tiene cardinal X, (alef cero).
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2.4.1.16. Definicién 4 Si un conjunto es finito también se dice enumerable por ser equipotente a un subconjunto de N. Si un
subconjunto es infinito y no es equipotente a N se dice no enumerable.

2.4.1.17. Teorema 2 Todo conjunto infinito contiene algin subconjunto enumerable.

2.4.1.18. Teorema3 Un subconjunto de un conjunto enumerable, o bien es enumerable, o bien es finito, y entonces, por extension,
se dice también enumerable (se pueden contar sus elementos, esto es, enumerarlos).

24.1.19. Teorema4 Sea Ay, A;, As, ... una familia enumerable de conjuntos enumerables disjuntos dos a dos. La union de los
conjuntos U;cy A; es enumerable.

2.4.1.20. El continuo No todo conjunto infinito es enumerable. El siguiente teorema presenta un ejemplo particular de extrema
importancia.

2.4.1.21. Teoremab El intervalo unidad [0,1] No es enumerable.

2.4.1.22. Definicién 5 Sea un conjunto A equipotente al intervalo [0,1]. Se dice que A tiene la potencia del continuo y su cardinal

esc.
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Para vislumbrar y profundizar el uso de la teoria de conjuntos para representar y
comprender el infinito se recomienda remitirse al ANEXO 1.

2.4.2. Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores

Para desarrollar este contexto, se debe advertir que como el titulo lo indica se debe
definir la divisibilidad infinita o indefinida, la iteracién y la influencia de cotas, sin embargo,
no existe en la bibliografia formal de la matematica un contenido que se denomine divisibilidad
indefinida, no obstante, si se tienen ejemplificaciones dentro de la matematica que dan pie al
concepto de divisibilidad indefinida y es por esta razon que para acercarnos a este concepto se
presentaran dos ejemplos que lo clarificaran.

A su vez es valido retomar lo expresado por Belmonte (2009) sobre la divisibilidad
indefinida, ya que para este autor existen dentro de las investigaciones recopiladas y analizadas
por él dos contextos comunes para este concepto que son el geométrico, el numérico y su
combinacion, por tanto, se retomara esta concepcidn para expresar lo que aqui se pretende. Lo
primero que se presentara es una definicion de lo que para esta empresa significara reiteracion,
a saber:

2.4.2.1. Iteracion

Segun Brafia (s.f) en un documento online de la Universidad Nacional de Colombia
denominado resumen del curso “introduccién a la geometria fractal “expone que, una iteracion
es repetir y volver sobre si mismo una cierta cantidad de veces, en el caso de los fractales, se
iteran formulas matematicas, estas iteraciones se realizan mediante el uso de algoritmos. Por
otro lado, segun Hott y Gutiérrez (2004) una iteracion es la repeticion de algo una cantidad
infinita de veces, en consecuencia los fractales se generan mediante la iteracion de un patron

geomeétrico establecido como fijo. Las anteriores definiciones conllevan al siguiente concepto:
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2.4.2.2. Autosimilaridad

Segln Mandelbrot citado en Salazar (2012) se dice que un objeto es autosimilar o
autosemejante si sus partes tienen la misma forma o estructura que el todo, aunque puede
presentarse a diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas. Teniendo en cuenta lo
anterior, a continuacion se expondra el concepto de divisibilidad indefinida a través de dos
registros semioticos que son, el geométrico y el numérico.
2.4.2.3.Divisibilidad indefinida contexto geométrico

Retomando algo de la historia de las matematicas se debe mencionar que fue Zendn uno
de los primeros pensadores que puso en evidencia la divisibilidad indefinida o infinita a través
de sus paradojas, lo que conllevo a una época de rechazo absoluto al infinito actual, el cual
puede ser comprendido a través del siguiente ejemplo:
e Dado un segmento cualquiera AB con distancia a, se puede dividir éste a una razon dada

indefinidamente:

Figura 4 Divisibilidad indefinida, iteracion y autosemejanza

Representacion grafica que encapsula el proceso de divisibilidad indefinida, iteracion y
autosemejanza.

= Sea AB un segmento de recta cualquiera
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= Con centro en A y radio AB trazar una circunferencia t
= Con centro en B y radio BA trazar una circunferencia m
= Lladmese L y N a las intersecciones de las circunferencias t y m respectivamente y tracese

el segmento LN que interseca a AB en el punto C.

Proposicion: El punto € ha dividido el segmento AB en dos segmentos iguales.
Demostracion:
= Por la [pro 1, libro 1] de Euclides constriyase un triangulo equilatero AALB en
consecuencia Al = LB = AB y como los triangulos AALB = AANB son congruentes
por construccion se tiene que los lados Al = LB = AB = AN = BN son a su vez
congruentes.
= Luego por la [pro 4, libro 1] de Euclides se tiene que como AL = LB y LC es comdn
sumado a que los angulos ALC = CLB son iguales y los angulos LAC = CBL son a su
vez iguales entonces, las bases AC = CB son iguales y por tanto los tridngulos AALC =
ACLB entonces el punto C ha dividido a AB en dos partes iguales como se queria
demostrar.
Lo previo, sumado a la definicion de iteracion ya expuesta, permite inferir que si se
sigue el proceso indefinidamente tomando como centro el punto C y radio AC = AB, v,
posteriormente se toma el punto D como centro y se itera el proceso ya expuesto se puede
dividir el segmento AB en un namero infinito de segmentos a una misma razén como se observa

en la imagen a continuacion:
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Figura 5 Representacion grafica de la division de un segmento a una razén dada

Representacion grafica que encapsula el proceso de divisibilidad indefinida.

Para una ejemplificacion que puede aclarar lo aqui expuesto remitase al ANEXO 2.

Habiendo presentado el concepto de divisibilidad indefinida o infinita desde un registro
semiotico geométrico, a continuacion se presentara tal concepto desde un contexto numérico a
través de dos conceptos que son faccién continua finita y fraccion continua infinita, a saber:
2.4.2.4.Fraccion continua finita

Una fraccion continua es una expresion de la forma siguiente

b
b,

bs
a4 + “ee

a, +
a, +
as +

Si b; = 1 paratodo i > 1, la fraccion continua se denomina fraccion continua simple y
si hay altimo término, se llama fraccion continua simple finita, de lo contrario es una fraccién
continua simple infinita.

24.2.4.1. Teoremab6

Todo numero racional puede ser expresado mediante una fraccion continua finita
simple. Para una mayor comprension y clarificacion de este teorema remitase al ANEXO 3.
2.4.2.5.Fraccion continua infinita

De acuerdo a la construccion expuesta en el ANEXO 3 se tiene que la fraccion continua

infinita respectiva de /2 es:
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Lo anterior como consecuencia del algoritmo de Euclides, puesto que el proceso para
expresar un nimero en fraccion continua exige que se divida dividendo y residuo hasta obtener
un residuo cero, no obstante, en el caso de un nimero inconmensurable como /2 y conforme a
lo expuesto en el ANEXO 3 se tiene que el segmento AF cabe enteramente 1 vez en el segmento
AD = /2, luego su resto es FD = v/2 — 1, éste a su vez cabe enteramente 2 veces en AF = AC
cuyo residuo es el segmento AH = IK = JE = LC, este segmento LC a su vez cabe dos veces

en CE y de acuerdo a la definicion de iteracion expuesta este proceso se realiza indefinidamente.
Otra forma de generar la fraccion continua de v/2 es la siguiente:

V2 =1+ (V2 — 1) ahora dividiendo el divisor 1 entre (V2 — 1)
1
——=V2+1=2+(V2-1

Lo anterior es extrafio debido a que, segun el algoritmo de Euclides se espera que los
sucesivos residuos sean cada vez menores hasta obtener el residuo cero.

Ahora bien el resultado obtenido también se puede representar de la siguiente forma:

1
(2+(vV2-1))

V2-1=

Y como el segundo sumando del denominador de la expresion a la derecha de la igualdad

se puede sustituir en un proceso indefinido se tiene:

1

A

Luego sustituyendo
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1
2+ il

2+
2+ 1

2+ !
2+(V2-1)..

En conclusién, como la fraccion continua que representa a v/2 es infinita y no tiene
elemento maximo, éste, no puede ser expresado como un numero racional, esto, se puede
complementar con lo que se presenta en el ANEXO 4.

Ademas de lo expuesto, es necesario incluir y definir otro concepto o mas bien

propiedad de los nimeros reales para que los nimeros irracionales que no se pueden expresar

de la forma s conp,q € Qyq # 0 sean incluidos en R y se genere un dominio continuo, esto

es:
2.4.2.6.Axiomas de completez
Sea A un conjunto de nameros reales, se dice que:

a) Unnamero real b es una cota superior de A, si para todo x en 4, se tiene que x < b.
b) Un ndmero real ¢ es una cota inferior de A, si para todo x en A, se tiene que ¢ < x.

¢) Un conjunto de nmeros reales es acotado superiormente si tiene por lo menos una cota superior

y es acotado inferiormente si tiene por o menos una cota inferior.

d) Se llama extremo superior 0 supremo de un conjunto no vacio de nimero reales a la minima cota

superior de dicho conjunto, en caso de existir, el supremo de un conjunto A4, esto es, Sup A = x.

e) Se llama extremo inferior o infimo de un conjunto no vacio de nimeros reales a la maxima cota

inferior, en caso de existir, el infimo de un conjunto A, esto es, Inf A = x.
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f) Siy = Sup Atal que y € A, entonces y se denomina el maximode A.Sit = Inf Atal que t €

A, entonces t se denomina el minimo de A.

Estas propiedades sumadas al concepto de divisibilidad indefinida permiten desarrollar
el concepto de numero real y estan estrechamente relacionadas debido a que se hace uso de
sucesiones Yy series para definir y diferenciar un nimero racional de un ndmero irracional, un

ejemplo de ello se presenta a continuacion:

Figura 6 Representacion grafica que define a v2

rg N
// b
\ P
e ,__'_,J = — I‘\ _
{ 2 . z I\
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— i | 3 | AT {/
Bl iy 0 1 Tz g
\ /,'
\ /
N /
\ S
~ A

Imagen que expresa como V2 es un nimero construible con regla y compés.

Constrayase una recta racional L, esto es, una recta en la que a cada elemento no nulo
de @ se le asigna un punto a una distancia correspondiente de un origen 0, para lo péstumo
Ilamese punto racional a todo punto al que se le haya asignado un nimero de @, de acuerdo a
lo que se ha expuesto se sabe que no todo punto en la linea recta es racional, puesto que si P es
una de las intersecciones del circulo de centro en 0 y radio 2 unidades con la paralelaa L a una
unidad por encima de ésta, tracese por P la perpendicular a L que corta en el punto T, entonces

como se ha mencionado T no es un punto racional, pues T? = 22 — 12 = 4 — 1 = 3 extrayendo
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la raiz T = ++/3, conforme a lo anterior se tiene que el punto T divide a la recta L en dos
conjuntos, lo cual presenta dos posibilidades:

a) El punto T que divide a L en dos conjuntos no es racional. Entonces, todo punto

racional esta en una de las dos partes, pero no en ambas.

b) El punto T que divide a L en dos conjuntos es racional. Entonces, con excepcion de

T cualquier otro punto racional esta en una de las dos partes, pero no, en ambas.
Aunque por conveniencia se tiende a ubicar el punto T en el conjunto a la derecha
de este punto.

Lo expuesto, da paso al concepto de cortadura de Dedekind que es otra forma de
expresar un numero irracional a partir de sucesiones de nimeros racionales, a saber:

Por cortadura C en Q entiéndase un subconjunto no vacio de nimeros racionales con las
propiedades siguientes:

1) SiceCya€eQcona <c,entoncesa € C.

2) Paratodo c € C existe b € C tal que b > c.

Estas propiedades en especifico permiten diferenciar entre una cortadura racional que
tiene un maximo o un minimo pero no ambos a la vez, pero, cuando la cortadura no es racional,
entonces ésta no puede tener elemento maximo ni minimo ya que si tiene alguno de los dos
seria racional.

2.4.2.7.Sucesion

Una sucesion es un arreglo ordenado de nimeros reales, uno para cada entero positivo.
En téerminos formales una sucesion infinita es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los
enteros positivos Z* y cuyo rango o conjunto de imégenes de la funcién es un conjunto de

nameros reales, se puede indicar una sucesién como a,, a,, as, ... 0 oMo {a, }n=, 6 mas simple

42



{a,}. A suvez, se puede extender el concepto tomando en el dominio un nimero mayor o igual
a un nuamero prefijado.

Existen dos formas de generar una sucesion infinita, una primera seria listar los primeros
términos de una sucesion y hallar un patron con el cual generar una expresion general para n-
ésimo término de ésta a lo que se le denomina formula explicita para el n-ésimo término, ademas
de la anterior, también se puede generar una sucesion por medio de una formula de recurrencia,
por ejemplo:

a,=1,a,=a,1+3paran =2

Una de las propiedades mas importantes de las sucesiones es la convergencia, esto
implica en términos coloquiales, que si una sucesion tiende a un nimero x entonces todos los
términos de una sucesion son cada vez mas préximos a x conforme n € Z* toma valores cada
vez mayores, es decir, conforme n toma valores cada vez mayores la proximidad de la sucesion
respecto a x es cada vez menor por tanto:

2.4.2.8.Definicion de convergencia

La sucesion {a,} converge a un nimero L, esto es, el lim a,, = L si para cada nimero
n—oo

positivo € existe un numero positivo correspondiente N tal que n = N — |a,, — L| < &, si no
hay un numero finito al que converja una sucesion, se dice que ésta diverge o que es divergente,
esto es, conforme n toma valores mayores o iguales a N se genera un entorno para el conjuntos
de iméagenes de la funcidn sucesion, a saber:

Por propiedades del valor absoluto |a, — L| < ¢ se tiene que
—e<a,—L<c¢
Luego—e¢ < a,—L ya, —L <edesarrollando cada desigualdad

sumando en ambos lados de la primera desigualdad € entonces
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—&+ & < a, — L+ ereorganizando términos
e —&e<ay+¢e—Lrealizando las operaciones

0 < a, + ¢ — Lrestando — a,, en ambos lados se tiene

—-a, <a,—a,+¢&—L luego
—a, < ¢ — L multiplicando en ambos lados por — 1
(=Day > (=D(e - L)
a, > —¢& + L reorganizando los términos
a,>L—¢
Para la segunda desigualdad se realiza el mismo procedimiento, a saber:

a, — L < e sumando a ambos lados L se tiene

a, — L+ L <e&+ Loperando y reorganiando términos

a, <L+ ¢luego

El entorno que encierra a la sucesion a,, es (L — &, L + €) en consecuencia todo valor
de la sucesidon se encuentra en dicho intervalo. Un ejemplo de lo expuesto se presenta

seguidamente:

)

Sealasucesion a, =1,

N |-
I

1 1 . . 1 .
,=, ,— luego lim a,, = lim — = 0 pues cuando n tiende
8 2n n—-oo n-ooo 2"
ainfinito, esto es, cuando n — oo los valores de la funcién sucesién tienden a 0, en consecuencia
el n-ésimo término de la sucesion es 0.

Conforme a lo anterior es relevante mencionar que todos los teoremas que se aplican a

los limites de funciones de variable real también se pueden aplicar a las sucesiones, esto es:
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Figura 7 Teorema A

Teorema A Propiedades de los limites de sucesiones
Sean (a,} y {b,} sucesiones convergentes y k una constante. Entonces:
1 lim k = k; '
n—scc
2. lim ka, = k lim a,;
n—oa n—roa
Aiaue T s, £ (00 0
flmlay ) = Mg den g

lim a,
n n=>00

R

5 nl—ﬂ;%o.l; Iim b,

n—oo

siempre que ,.li.'& b, # 0.

Propiedades de los limites para sucesiones.
Fuente: (Purcell et al, 2001, p. 431)

Otra caracteristica importante de las sucesiones es su monotonia, debido a que la
sucesiones puede hacer alguna de dos cosas, la primera es que conforme n toma valores
mayores en N, la sucesion {a,} tiende a infinito y la segunda es que tenga una cota, por tanto
tienda hacia un nimero fijo, para esclarecer:

Figura 8 Teorema D

Teorema D Teorema de la sucesion monétona

Si U es una cota superior para una sucesién no decreciente {a,}, entonces la suce-
sién converge a un Ymite A que es menor o igual a U. De manera andloga, si L es
una cota inferior para una sucesion no creciente {b,}, entonces la sucesién {b,} con-
verge a un limite que es mayor o igual a L.
Este teorema expone el concepto de convergencia de una sucesion a partir del concepto de
cota superior e inferior.
Fuente: (Purcell et al, 2001, p. 431)

El anterior teorema se asemeja al teorema de completez de los nimeros reales, el cual
establece que la recta real es continua y que por tanto no existen huecos en ella, contrario a la
recta racional que aunque densa contiene multiples huecos, a su vez se debe mencionar que no
es necesario prestar atencion a los primeros términos de una sucesion para determinar si esta es

monotona o no, sino hay que prestar atencién a los términos para cuando n > K o para cuando
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n es grande, ya que la convergencia o divergencia de una sucesion no depende del caracter de
los términos iniciales. Para clarificar lo expuesto remitirse al ANEXO 5.

Teniendo en cuenta los conceptos anteriores, ahora es posible definir el significado de
serie en matematicas, a saber:

Una serie es la suma de una sucesion infinita que se puede expresar como

1)
a1+a2+a3+a4+"'+an+'“:Zan

n=1
Pero como no tiene sentido hablar de la suma de términos infinitos se hace uso de las
sucesiones, donde cada término de la sucesion S,, es una suma parcial de los términos de una

sucesion a,,, en ese sentido:

Sl=a1
52:a1+a2
S3=a1+a2+a3

n
Sn=a1+a2+a3+"'+an=z al’
i=1
Como se puede observar esta nueva sucesion S,, puede o no tener limite, en ese sentido,

si el lim S, = S existe como numero finito entonces se le da el nombre de suma de la serie

n-oo
infinita ), a,,. Para complementar lo expuesto remitirse al ANEXO 6.
2.5.Perspectiva representacional

De acuerdo con las investigaciones teodricas de Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011),
los registros semidticos que comunmente se utilizan para representar el objeto matematico de
infinito son el numerico, el algebraico y el geométrico, pero, conforme a la perspectiva anterior
se debe incluir a su vez el registro semiotico de la teoria de conjuntos y del concepto de funcién
desde la notacion de Euler, puesto que una constante que se vislumbra en los contextos y

conceptos expuestos es que en su mayoria hacen uso del concepto y la notacion de funcion para
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explicar y modelar el infinito en matematicas, lo cual se conecta de forma acertada con lo
propuesto en los referentes educativos curriculares colombianos debido a que, un concepto que
se vuelve fundamental desde el grado noveno hasta el undécimo que hace parte del corpus
seleccionado para el péstumo anélisis de contenido es el de funcion, en donde se vinculan todos
los conceptos Y registros expuestos en la perspectiva anterior, para especificar se tiene que los
registros recurrentes y coherentes a las escogencias de esta monografia son:

v" Numérico: Hace referencia al registro semidtico utilizado para cada uno de los conjuntos
numéricos convencionales N, Z, Q y R. Desde la propuesta del MEN (2006) Alude a las
actividades centradas en el uso y significados de los nimeros y la numeracion, la
comprension y significado de las operaciones y relaciones entre los niameros sumado al
desarrollo de diferentes técnicas de calculo y estimacion.

v' Geomeétrico: Desde la propuesta del MEN (2006) es el conjunto de procesos cognitivos
mediante los cuales se manipulan y construyen las representaciones de los objetos mentales
del espacio, sus relaciones, transformaciones y sus traducciones materiales. Los sistemas
geomeétricos contemplan tres aspectos, los elementos de que constan, las operaciones y las
transformaciones con las que se combinan, y, por ultimo, las relaciones o nexos entre éstos;
los puntos, las lineas rectas y curvas, regiones planas, curvas limitadas e ilimitadas, cuerpos
solidos, huecos limitados e ilimitados son elementos de complicados sistemas de figuras,
transformaciones y relaciones espaciales.

v Algebraico: Desde lo propuesto por el MEN (2006) tiene que ver con el reconocimiento,
la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes
contextos que se puede representar a través de sistemas simbolicos, verbales, iconicos,

graficos o algebraicos, cabe resaltar, este pensamiento tiene la particularidad de que
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conjuga en el proceso de ensefianza-aprendizaje los distintos pensamientos y sus sistemas.
Uno de los propositos de promover este pensamiento en la educacion basica alude a la
construccién de diversos caminos y abordajes significativos para el entendimiento sumado
al uso de las funciones y sus sistemas analiticos contribuyendo a dotarlas de sentido para
una comprension postuma en la educacién Media del calculo diferencial e integral.

v Semiotica de la funcién desde la escritura de Euler: Como se expresé anteriormente para
la equivalencia y comparacion de conjuntos discretos y continuos un concepto fundamental
es el de funcidn, en ese sentido se escogié la notacion de Euler porque permite reconocer
desde semiotica identificar la relacion entre dos conjuntos ya sea discretos o continuos.

v/ Semidtica de la teoria de conjuntos: Segun lo expuesto por Arrieche & Godino (s.f)
expresan que aunque no hay diversos estudios que aseguren la prioridad e importancia de
la ensefianza de la teoria de conjuntos entre tanto si expresan que tiene una funcionalidad
importante para acceder a objetos mateméaticos mas complejos que en este caso particular
seria el objeto matematico de infinito.

v Semidtica del calculo diferencial en particular desde la teoria de limites: Como lo expresa
Neira (2012) en el célculo intervienen diferentes registros semidticos, los cuales,
obstaculizan o facilitan la comprensién de algun concepto de célculo y de alli surge la
importancia por la reificacion de los conceptos o de asociarle variedad de registros a un
concepto para complementar. En ese sentido, para este caso especifico del limite se tiene
que se pueden usar tanto tablas de doble entrada como registros semidticos geométricos y
numéricos sumado al algebraico que ya se definieron.

Habiendo presentado lo necesario para este marco teorico, lo que se realizara a

continuacion es el desarrollo de la metodologia que esta compuesta de cuatro fases encaminadas
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a la realizacion del andlisis de contenido con el objetivo de brindar una posible respuesta a la

pregunta de investigacion coherente a los resultados obtenidos al final del mismo.
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3. METODOLOGIA

A fin de obtener informacion pertinente, fiable y necesaria para la adecuada
aproximacion al problema de investigacion aqui planteado, se ha decidido acogerse a la mirada
investigativa del analisis de contenido, supuesto este, como un tipo de analisis propio del
analisis didactico.

Desde lo que expresa Rico (2013) el anélisis de contenido es:

“... un método para el procesamiento y revision de las dimensiones cuantitativas

(médium) y cualitativas (mediador) de los contenidos de la comunicacion. Su origen y

antecedentes proceden del trabajo de censores y del estudio hermenéutico de textos

(Fernandez-Cano, 2010). La técnica del anélisis de contenido esta destinada a

formular, a partir de ciertos datos, inferencias plausibles y véalidas que puedan

aplicarse a su contexto (Krippendorff, 1990).” (p. 6).

Por su parte para Gémez (2001):

“En este analisis el profesor busca producir una descripcion estructurada y sistematica

del contenido matematico desde la perspectiva didactica. Para ello, él debe construir

la estructura conceptual de este contenido, en la que sea posible identificar los

conceptos y procedimientos involucrados, junto con los sistemas de representacion que

permiten referirse a esos conceptos y procedimientos. Adicionalmente, el profesor debe

realizar un analisis fenomenoldgico que le permite identificar los fendmenos naturales,

sociales y matematicos que pueden ser modelizados por sub estructuras matematicas

contenidos en la estructura anterior.” (p. 2)

Su meétodo consiste en técnicas cuyo propdésito es analizar la naturaleza del mensaje-

discurso, cuyo el objetivo central, es develar su estructura interna a partir de estudiar su
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contenido seméntico. En educacion matematica, se utiliza para establecer y estudiar la
diversidad de significados de los conceptos y procedimientos de las matematicas que aparecen
en el contexto educativo, como lo pueden ser el curriculo de matematicas, libros de texto, el
discurso del profesor o estudiante etc.

Con base en las anteriores consideraciones, una variante de este método se centra en
establecer y estudiar la especificidad de los significados de los conceptos y procesos basados
en la reflexion curricular y en un sistema establecido de categorias didacticas centradas en los
contenidos matematicos escolares, esto es:

“Esta modalidad del analisis de contenido en educacién matematica se propone aportar

al profesor conocimientos y capacidades para disefiar y evaluar textos de matematicas,

asi como criterios para su ajuste a un sistema propio de categorias. Su finalidad es
proporcionar principios para atender a la estructura interna de la matemética escolar
en los textos, que se elaboran para su implementacion durante los procesos de
ensefianza y aprendizaje, y también para evaluar las producciones recogidas en
términos de las expectativas enunciadas (Rico, Marin, Lupiafiez y Gémez, 2008). Estos
documentos muestran distintas organizaciones de los contenidos matematicos

escolares.” (Rico, 2013, p. 9).

El analisis de contenido segin Rico (2013) trabaja con la dimensién regresiva y la
dimensién reductora, debido a que trata de descomponer el contenido en sus unidades mas
simples utilizando de modo sistematico la determinacion de temas y la identificacion de
categorias. Este método aplicado a la investigacion educativa contribuye a descubrir patrones

en el discurso, contrastar una hipotesis previa e inferir significados interpretativos en un texto.
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Conforme a lo anterior, a continuacion se presentardn cuatro fases que servirdn de

directriz para el desarrollo del analisis de contenido coherente con las dimensiones regresiva y

reductora expuestas anteriormente que permitiran, la obtencion de resultados para dar una

posible respuesta a la pregunta planteada en esta pesquisa investigativa, a saber:

% Fase 1: Construccion del momento l6gico y marco investigativo

Delimitar un corpus de contenido a analizar.

En esta primera fase se concretaran los documentos que se analizaran, presentados
en el continuo comportamental del movimiento curricular gestado desde 1998 en
Colombia, tomando aquellos textos que, por solidez y accion de uso y frecuencia

seran tomados para el analisis.

% Fase 2: Descripcion de las variables y fenomenos

Concretar la unidad de andlisis.

Se busca establecer cuéles son las variables que se proponen en el objeto
matematico infinito desde los referentes legales y como se presentan los elementos
constitutivos del mismo, desde la formalizacion alli propuesta.

Localizar o inferir en el texto las unidades de analisis.

En esta segunda fase se seleccionara y ubicara las unidades de andlisis en el corpus
del contenido, concretado en el punto anterior. Se pretende en este punto localizar
los aspectos puntuales que emergen de los referentes y formalizar las hipotesis de
accion que se contrastaran con las formalizaciones encontradas. Asimismo en este
apartado la investigacion debe desechar y puntualizar en los apartes que presentan

grados de significacion relevantes para el problema de investigacion.
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% Fase 3: Construccion de marcos conceptuales de referencia
e Denominar, definir e interpretar las categorias consideradas.
e Caodificar y cuantificar
Mediante frecuencias o rangos, las unidades de analisis previamente adscritas al
sistema de categorias predeterminado de forma deductiva o inductiva. Cada unidad
pertenecerd, de forma exclusiva, a una categoria. En esta fase se determinaran las
categorias de analisis de acuerdo al marco teorico.
% Andlisis del Corpus y Resultados
e Relacionar entre si e interpretar las categorias establecidas considerando sus unidades
de analisis adscritas.
e Relacionar el proceso de andlisis de contenido con la cuestion que se indaga y con los
agentes intervinientes.
En esta fase de acuerdo al marco tedrico y las categorias de andlisis que se establecen a
través de éste, se espera que los resultados del analisis de contenido permitan reconocer
e identificar el grado de explicitacién, tipologias y fendmenos asociados al objeto
matematico infinito, toda vez que se tiene el entramaje requerido tanto conceptual como
metodoldgicamente.
3.1. Desarrollo metodoldgico
3.1.1. Fase 1: Construccion del momento Iégico y marco investigativo
3.1.1.1. Delimitar un corpus de contenido a analizar
Como se ha expresado en el planteamiento del problema, esta monografia se inserta en
el transito del saber a ensefiar en saber didactizado, esto suscita una relacion docente-curriculo

que en términos del quehacer del docente implica como lo menciona Rico (1997), un primer
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momento en la construccién de planeaciones de clase, esto es, el docente se remite a los
referentes educativos curriculares para conjugar coherencia entre el saber sabio, el saber a
ensefiar y el saber didactizado que se evoca en una planeacion adaptada a un grupo de
aprendizaje para ser desarrollada posteriormente en un aula de clases.

Debido a la gama de documentos educativos curriculares colombianos existentes, se
hace necesario acotar y especificar aquellos que fueron seleccionados para esta empresa que
seran el corpus para el pdstumo anélisis de contenido, a saber:

e Estandares basicos de competencias para el area de matematicas (EBCM) (2006)
e Derechos basicos de aprendizaje para el area de matematicas (DBAM) (2015)

Conforme a esta escogencia, es valido resaltar que en términos de coherencia, los
referentes curriculares educativos colombianos seleccionados mencionan que su construccion
se baso en los lineamientos curriculares para el &rea de matematicas que vieron la luz en 1998,
en consecuencia, se infiere tedricamente que al realizar el analisis de contenido del corpus
seleccionado a su vez se estan analizando algunos aspectos de los lineamientos curriculares
para el &rea de matematicas.

En conformidad al desarrollo, a continuacion se realizara una presentacion del corpus
seleccionado con el objetivo de presentar su propoésito y estructura. De acuerdo a lo que sugiere
Gobmez (2014), en la educacion colombiana se ha dilucidado una basqueda por unos referentes
educativos curriculares que apunten a la concrecion del saber a ensefiar en las escuelas, uno de
los primeros documentos educativos que marcaron el cambio educativo, fueron los lineamientos
curriculares para el area de matematicas, cuyo objetivo se centra en la vinculacion de una

naturaleza de las matematicas diferente a la tradicional vinculando su caracter social y
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epistemoldgico, pues su proposito central es generar reflexion a partir de la inclusion de
procesos generales, de desarrollos de pensamientos y sistemas asociados, para esclarecer:

“Los lineamientos buscan fomentar el estudio de la fundamentacion pedagogica de las

disciplinas, el intercambio de experiencias en el contexto de los Proyectos Educativos

Institucionales. Los mejores lineamientos serén aquellos que propicien la creatividad,

el trabajo solidario en los microcentros o grupos de estudio, el incremento de la

autonomia y fomenten en la escuela la investigacion, la innovacion y la mejor formacion

de los colombianos.” (MEN, 1998, p. 3).

Sin embargo, aunque estos lineamientos representaron un avance para el mejoramiento
de la educacién colombiana, no tienen un caracter explicito en la designacion de saberes
escolares a ser ensefiados, en consecuencia, fue necesario un aterrizaje de tales procesos y de
tales pensamientos a objetos susceptibles de ser ensefiados-aprendidos en un estudio que
involucrara realidades escolares como los grados, los ciclos y el esquema contemporaneo en el
que se movilizaban los docentes.

A su vez, otro antecedente que influyd en la construccién de tal aterrizaje fueron los
resultados insuficientes y divergentes de las evaluaciones internacionales aunado a lo declarado
en La Comision Internacional sobre Educacion, Equidad y Competitividad Econémica en
América Latina y el Caribe que dio como resultado los estandares bésicos de competencias para
las areas de matematicas, lengua castellana, ciencias naturales y educacion ambiental en un
primer momento, ya que postumamente se normalizo para las diferentes areas del conocimiento
ALTABLERO (2002).

Estos estandares basicos de competencias para el area de matemaéticas (EBCM) indican

unos minimos que deben saber y saber hacer los estudiantes, es decir, son metas a alcanzar en
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cada ciclo escolar al finalizar éste, lo descrito se sustenta en uno de los propoésitos de este
documento el cual es:

“... dar mayor concrecion a los lineamientos expedidos, de manera que las instituciones

escolares cuenten con una informacién comun para formular sus planes de estudio,

respetando su autonomia.” (ALTABLERO, 2002).

Para especificar surge la siguiente pregunta:
3.1.1.1.1. ¢Qué son los estandares?

Segin ALTABLERO (2002) un estandar en educacion determina lo minimo que el
estudiante debe saber y ser capaz de hacer para el ejercicio de la ciudadania, el trabajo y la
realizacion personal. El estdndar es una meta y una medida, es una descripcion de lo que el
estudiante debe lograr en una determinada area, grado o nivel, también expresa lo que debe
hacerse y lo bien que debe hacerse, para esclarecer:

« Son formulaciones claras, precisas y breves, expresadas en una estructura comin a todas
las disciplinas o areas, de manera que todos los integrantes de la comunidad educativa los
entiendan.

« Son formulaciones que describen conocimientos y habilidades que los estudiantes deben
lograr.

o Deben ser elaborados de manera rigurosa, con formulaciones universales y estar a la par
con los mejores estandares internacionales.

o Deben ser observables, evaluables y medibles e ir de la mano con los procesos de
evaluacion.

3.1.1.1.2. ¢Para qué los estandares?

Seglin (ALTABLERO, 2002) los (EBCM):
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« Son el punto de partida para que las instituciones escolares, los municipios, las localidades
y regiones definan su propio marco de trabajo curricular.

e Aseguran que todas las escuelas ofrezcan educacion similar y de alta calidad, lo que
permite la igualdad de oportunidades educativas para todos los estudiantes.

« Permiten especificar requisitos para la promocion a grados y niveles siguientes, asi como
para la graduacion a la finalizacion de la educacion bésica o media.

« Contribuyen al disefio de pruebas de logros académicos estandarizadas y comparables.

« Son la base para disefar estrategias y programas de formacion y capacitacion de docentes,
a partir de criterios y expectativas compartidas.

3.1.1.1.3. ¢Por que los estandares?

ALTABLERO (2002) manifiesta que para:

o EI mejoramiento de la calidad de la educacion debe partir del supuesto de que todos los
nifios y las nifias pueden aprender con niveles muy altos de logros o resultados. El solo
hecho de elevar las expectativas de aprendizaje, puede mejorar el desempefio de los
estudiantes.

o La necesidad de garantizar la equidad. Los estandares son el marco a partir del cual las
instituciones escolares, las autoridades educativas locales o regionales y el nivel central,
representado por el Ministerio o las Secretarias de Educacion, deben organizar y definir
sus planes, programas y actividades en funcion de lograr que todos los estudiantes aprendan
lo que tienen que aprender, con alto nivel de calidad.

La democratizacion de la educacion, pues el contar con estandares claros, precisos,

transparentes y conocidos por docentes, directivos, decisores de politica, padres de familia y
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estudiantes, permite que sepan hacia donde deben dirigir sus esfuerzos y facilita el proceso de
rendicion de cuentas sobre los resultados alcanzados.
3.1.1.1.4. Sobre la estructura de los (EBCM)

Los estdndares de competencias para el &rea de matematicas tienen en cuenta los
procesos generales y los tipos de pensamiento matematico para tal organizacion, en ese sentido,
la coherencia horizontal alude a la relacion entre los tipos de pensamiento matematico y sus
diferentes sistemas, en otras palabras, relaciona a un estdndar con los otros estandares de los
diferentes tipos de pensamiento matematico dentro del mismo conjunto de grados.

En coherencia se presentan cinco columnas para cada uno de los cinco ciclos, esto es,
primero a tercero, cuarto a quinto, sexto a séptimo, octavo a noveno, décimo a undécimo, cabe
aclarar, en conformidad a estos ciclos, los estandares de competencia no pueden entenderse
como absolutos, fijos e individuales, pues sobre cada estandar no se debe desarrollar una clase,
al contrario, varios estandares deben ser vinculados a una situacion problema donde también se
combinen diferentes tipos de pensamiento matematicos y sus particulares sistemas, por esta
razén es necesario entender al estandar no como una meta a lograrse en un tiempo determinado
sino que, debe entenderse como un identificador de nivel de avance en procesos graduales que
incluso no terminan en el conjunto de ciclos a los que van dirigidos.

Por otro lado, la coherencia vertical alude al nivel de complejidad que van adquiriendo
los estandares en un tipo de pensamiento matematico conforme a los ciclos en procesos
graduales de avance, en otras palabras es la relacion de un estandar con los otros estandares del
mismo pensamiento en los otros conjuntos de grados.

Respecto al aumento de complejidad en los estandares, se tiene que:
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“A medida que los estudiantes avanzan en la Educacion Basica y Media, la complejidad
conceptual de sus conocimientos no se evidencia sélo en los aspectos formales de la
disciplina que ellos pueden expresar verbalmente o por escrito, sino también en el tipo
de procesos generales de la actividad matematica que pueden realizar con solvencia,
eficacia y actitud positiva. A medida que los estudiantes vayan disponiendo de mejores
comprensiones conceptuales, van a poder desarrollar procesos de mayor complejidad
y estaran en capacidad de enfrentar el tratamiento de situaciones de mayor nivel de
abstraccion. Asi, los contextos y situaciones dentro de los cuales los estudiantes pueden
desplegar su actividad matemética pueden y deben involucrar mayores niveles de
complejidad y ofrecerles desafios cada vez més retadores, para darles oportunidad de
avanzar en los niveles de competencia matematica sefialados en los estandares del
conjunto de grados respectivo y, ojald, para superarlos ampliamente.” (MEN, 2006, p.
78).

Ademas:

“Se trata, entonces, de comprender que la organizacion curricular de cada institucion,
en coherencia con su PEI, debe buscar el desarrollo de un trabajo integrado en los
distintos pensamientos, mas que el progreso en cada uno de ellos independientemente
de los demas. Esto se logra si el desarrollo del trabajo en el aula se piensa desde las
situaciones de aprendizaje —y en particular desde las situaciones problema— mas que
desde los contenidos, para aprovechar de esta forma en cada situacion las posibilidades
de relacionar los distintos estandares y los diferentes tipos de pensamiento
matematico.” (MEN, 2006, p. 77).

La forma como estan construidos los estandares es:
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Figura 9 Sobre la composicion de los EBCM

Procesos : ; Conceptos

L » Contextos
generales y procedimientos matematicos

Esta imagen da cuenta sobre como estan construidos los estandares basicos de competencias
para el rea de matematicas.
Fuente: (MEN, 2006, p. 77)
“Esta propuesta requiere reconocer que si bien el aprendizaje de las matematicas se
inicia en las matematicas informales de los estudiantes en contextos del mundo real y
cotidiano escolar y extraescolar, se requiere entretejer los hilos de aprendizaje para
construir contextos y situaciones que permitan avanzar hacia las matematicas formales.
El tejido de estos hilos requiere aceptar, tal como se ha descrito en cada pensamiento,
que un concepto matemdtico admite diversas aproximaciones” (MEN, 2006, p. 78).
Aunque los (EBCM) trataron de hacer concrecion sobre algunos aspectos de los
lineamientos curriculares, también contemplaron para los docentes algunas ambigliedades,
debido a que no hubo una evidente claridad sobre el saber a ensefiar en las aulas, lo anterior se
puede evidenciar en este proceso de concrecion sobre los saberes matematicos a ser ensefiados
ya que en la actualidad se sigue presentando, es asi como se hizo necesario y se gestiond desde
el Ministerio de Educacion Nacional la realizacion y determinacion de un nuevo referente
educativo curricular denominado Derechos Basicos de Aprendizaje (DBAM), a saber:
“Los derechos basicos de aprendizaje se estructuran guardando coherencia con los
Lineamientos Curriculares y los Estandares Basicos de Competencias (EBC). Su
importancia radica en que plantean elementos para construir rutas de aprendizaje afio
a afio para que, como resultado de un proceso los estudiantes alcancen los (EBC)

propuestos por cada grupo de grados. Sin embargo, es importante tener en cuenta que
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los (DBA) por si solos no constituyen una propuesta curricular y estos deben ser

articulados con los enfoques, metodologias, estrategias y contextos establecidos en

cada establecimiento educativo, en el marco de los proyectos educativos institucionales

materializados en los planes de area 'y de aula” (MEN, 2015, p. 2).

3.1.1.1.5. Pero ¢qué son los DBA?

Son un conjunto de saberes y habilidades acerca de lo fundamental que cada estudiante
debe aprender al finalizar un grado en un area especifica del conocimiento, en este caso de las
matematicas, para esclarecer los (DBAM):

e Son una propuesta articulada de aprendizajes para alcanzar al finalizar cada grado.

e Dan cuenta del desarrollo progresivo de algunos conceptos a lo largo de los grados

e Son referentes para la planeacion de la clase. De esta manera, las actividades en el aula
pueden e idealmente deben, involucrar varios DBA de un grado, para que estos se alcancen
gradualmente a lo largo del afio.

e Cada DBA NO corresponde a una actividad ni a una clase.

e Varias actividades permiten el desarrollo de los diferentes DBA.

e Aunque tengan una numeracion, los DBA no estan organizados en un orden particular. No
necesariamente el estudiante debe desarrollar el nimero 3 antes del nimero 4. Es decir que
no son secuenciales. (MEN, 2015, pag. 2-3).

Para sustentar lo aducido, es relevante exponer el parrafo ultimo sobre ¢Qué son los
DBA? del documento, con el propdsito de hacer énfasis en este proceso de concrecion de los

saberes para el area de matematicas que sigue generando discusiones:
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“Por lo anterior, los DBA son un paso adelante en el desarrollo de referentes claros,
concretos y especificos que apoyen los procesos de planeacion, ensefianza y gestion de
aula en general” (MEN, 2015, p. 3).
3.1.1.1.6. Sobre la estructura de los (DBAM)
Segun el MEN (2015), cada derecho bésico de aprendizaje para el &rea de matematicas
esta estructurado de la siguiente forma:
a) Un enunciado enumerado del DBA que se espera alcance el estudiante. Este se
escribe en un color caracteristico.
b) Unas ideas secundarias o palabras relevantes que dan significado al DBA y que se
resaltan en negrilla.
c) El ejemplo del DBA busca ampliar la comprension del enunciado. Estos NO se
plantean como actividades que los docentes deben realizar en sus aulas de clase.
Figura 10 Explicacion grafica de un derecho basico de aprendizaje

é DEA de matematicas, grado sexto. N 1

T "@ L 0 s
] DBA de lenguaje, grado segundo. DBA

y

Representacion grafica que clarifica como se debe leer un DBA vy cuales son las partes que
lo componen.
Fuente: (MEN, 2015, p. 4)
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3.1.1.1.7. Sobre la relacién entre los (EBCM) y los (DBAM)

Como ya se habia mencionado apartados atras, los estdndares proponen un horizonte
que responde a las necesidades formativas que las escuelas deben suplir en los estudiantes al
finalizar cada grupo de grados para alcanzar el nivel de calidad esperado en el mismo, en ese
sentido, los estandares son una expectativa de aprendizaje para desarrollarse en un lapso largo
de tiempo de dos a tres afios aproximadamente, por lo cual deben guardar cierta generalidad
impidiendo referir de forma concreta un saber especifico, en consecuencia, los docentes han
decidido los contenidos que deben aprender los estudiantes, dichos contenidos varian
dependiendo de la formacién del docente y por tanto no responden a los mismos estandares.

Como respuesta a lo anterior, los (DBAM) complementan a los (EBCM) debido a que
son unos referentes concretos que permiten identificar una ruta de aprendizaje que avanza en
nivel de complejidad creciente durante cada afio que compone el ciclo escolar para que al final
de éste se alcancen los estandares propuestos, aunque cabe aclarar, varios (DBAM) pueden
apuntar al mismo estandar y a su vez estos no agotan los contenidos implicitos en los (EBCM).
3.1.2. Fase 2: Descripcion de las variables y fendmenos
3.1.2.1.Concretar la unidad de analisis

Como se expresé en la (Fase 1) el corpus que se escogio fueron los (DBAM) y los
(EBCM), en éstos a su vez, se selecciond la unidad de analisis ciclo décimo-undécimo
atendiendo a las recomendaciones didacticas e inferencias recurrentes de las investigaciones
sobre la enseflanza-aprendizaje del objeto matematico infinito recopiladas en las
investigaciones de Belmonte (2009) y Arrigo et al (1997), donde se exhiben argumentos que
muestran como con el avanzar de la edad y del desarrollo cognitivo existe mayor posibilidad

de comprender el objeto infinito matematico.
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En coherencia a lo descrito, es valido expresar que tanto Belmonte (2009) como Arrigo
et al (2001) presentan teorias y argumentos que dan a conocer la imposibilidad de vincular el
objeto infinito en la matemética escolar, uno de ellos hace referencia a la independencia de la
comprension del objeto respecto de la edad, del grado de escolaridad y de la intervencion en la
ensefianza ya que, las intuiciones primarias que se evocan al razonar sobre cuestiones sobre el
infinito matematico no permiten la adquisicion de éste, por su parte Arrigo et al (2011), asevera
que independientemente de la intervencion en la ensefianza la adquisicion del infinito
matematico sélo la logran pequefios grupos de personas.

En contraposicion a estos argumentos de Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011) se
presentan argumentos, de otros autores, que enaltecen la validez de vincular en la matemaética
escolar el infinito y algunos que sustentan el porqué de la unidad de analisis que se escogio, a
saber:

Tabla 5 Argumentos para la vinculacién del infinito en la educacién basica y media

AUTOR ARGUMENTO ESGRIMIDO

Manifiestan que para superar un obstaculo se requiere de un nuevo
aprendizaje, pero esto no sucede con frecuencia en la formacion
Arrigo y D’ Amore (1999) escolar ni tampoco se favorece en la formacién superior. En esta
investigacién a su vez se expone que las dificultades para adquirir
el objeto de infinito en matematicas no solo dependen de los
obstaculos epistemoldgicos sino también de los obstaculos
didacticos.

Investiga la problemética de la subdivision cada vez menor en
magnitud del recorrido de Aquiles con estudiante de 8-14 afios, de
lo cual se pudo evidenciar que la similaridad de las respuestas es
una sefial de que la comprension del objeto no cambia con la edad
ni con las competencias escolares de los grados respectivos a cada
edad, a su vez da cabida a aseverar que el objeto infinito ejerce
poca influencia en el aprendizaje de la matematica si éste no es
especifico.

Nufez (1991)
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La ampliacion de conocimientos en la ensefianza mediante
procesos de generalizacion siempre ha supuesto el origen de no
pocos problemas en este caso especifico respecto a la
generalizacion de comparar conjuntos finitos a conjuntos infinitos.

Resaltan que un 70% de los estudiantes se hizo consciente de sus
propios conflictos intuitivos relacionados con el objeto
matematico infinito actual gracias a la instruccion realizada donde
aprendieron nociones basicas de la teoria de conjuntos y
procedimientos adecuados para establecer la equivalencia de
conjuntos infinitos.

Las autoras expresan que hay evidencia de que el enfoque de un
estudiante sobre el infinito difiere segin el contexto en el que se
exprese, en consecuencia no se puede aseverar que las
comprension de los estudiantes es incorrecta, esto implica que los
estudiantes se encuentran en un cierto estadio de desarrollo y que
por tanto se debe pensar en qué otras actividades se deberian
propiciar para que la red cognitiva de estos estudiantes alcance
mayor calidad

Cree muy improbable que estudiantes sin entrenamiento en estos
topicos puedan tener imagenes conceptuales de niameros infinitos
que se correspondan con las relaciones inherentes al analisis no
estandar.

Expresa que el infinito matematico es, en general, un objeto
desconocido, tanto en su sentido epistemolégico como cognitivo,
que solo se manipula mediante la intuicion y que normalmente se
reduce a una extensién banal de lo finito. Esto puede ser debido
tanto a los obstaculos epistemoldgicos propios de esta nocién
como a una formacion sesgada sobre este topico. Todo ello
conduce a la creacién de modelos intuitivos que desembocaran en
las ideas falsas que se transmiten.

Expresa que la matematica escolar por lo comin incentiva el
pensamiento légico, esto es, los esquemas finitistas de la forma
natural del pensamiento, en consecuencia las respuestas finitistas
surgen y prevalecen en situaciones conflictivas a problemas no
estandar sobre conjuntos infinitos por ausencia o exceso de
conocimiento matematico desde lo finitista.
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3.1.2.2. Localizar o inferir en el texto las unidades de analisis.

En esta segunda fase se ubicaran las unidades de andlisis en el corpus del contenido
concretado en el punto anterior. Se pretende en este punto localizar los aspectos puntuales que
emergen de los referentes y formalizar las hipdtesis de accion que se contrastaran con las
formalizaciones encontradas. Asimismo, en este apartado la investigacion debe desechar y
puntualizar en los apartes que presentan grados de significacion relevantes para el problema de
investigacion.

Habiendo establecido que la unidad de analisis de los (EBCM) son los estandares para
el ciclo décimo-undécimo, se debe mencionar que éstos se encuentran ubicados en las paginas
(88-89) del documento propuesto por la MEN (2006). En esta unidad de analisis se tendra en
cuenta los cinco tipos de pensamiento matematico y los cinco procesos generales expuestos en
la (Fase 1) debido a que con la p6stuma definicion de categorias de analisis en la (Fase 3) se
realizara el proceso de regresion y reduccion que expone Rico (2013) propio del anélisis de
contenido, sin embargo, no se tendra en cuenta la coherencia vertical ni horizontal ya que, el
proposito de esta monografia es develar la presencia del objeto matematico infinito en los
referentes curriculares méas no es la coherencia que se guarda de este objeto en los mismos.

Conforme lo anterior, el otro elemento del corpus o (DBAM) tiene como unidad de
andlisis los DBA del grado décimo y undécimo que se encuentran ubicados en las paginas (85-
94) del documento propuesto por el MEN (2015). De esta unidad de andlisis cabe resaltar no se
tendran en cuenta las ideas secundarias ni los ejemplos, puesto que el enunciado debe encerrar
aambos, en consecuencia, solo se tendran en cuenta los enunciados para el proceso de regresion

y reduccion del posterior andlisis de contenido.
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3.1.3. Fase 3: Construccion de marcos conceptuales de referencia
3.1.3.1. Denominar, definir e interpretar las categorias consideradas.

Para esta primera parte de esta (Fase 3), se tendra en cuenta lo expuesto en el marco
tedrico respecto a las recomendaciones didacticas frente a la ensefianza-aprendizaje del objeto
matematico infinito asi como también las escogencias respecto a los contextos con los cuales
comunmente se ensefia-aprende el objeto de infinito desde la matematica escolar, para
rememorar, tales contextos son la comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y
continuos y, divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas inferiores y superiores que
como ya se habia mencionado haran las veces de categorias generales de analisis sobre las
cuales se impondran niveles, cadigos y objetivos posibles de referencia.

Para la construccion de niveles para cada categoria (contexto), una lectura de los
referentes curriculares colombianos permitié vislumbrar que tanto los (EBCM) como los
(DBAM) responden a objetivos minimos para la educacion basica y media que deben alcanzar
los estudiantes en la clase de matemaéticas a lo largo del afio escolar, es por esta razon que para
el planteamiento y definicion de categorias de analisis es prudente realizar una caracterizacion
de los objetivos por niveles a través de la apuesta tedrica de Penalva & Llinares (2011) quienes
presentan una caracterizacion de las tareas matematicas conforme a su demanda cognitiva.

Aunque la apuesta tedrica de estos autores no estad encaminada principalmente hacia los
objetivos de aprendizaje, por lo pronto, exponen la significativa relacionan entre las tareas,
actividades y los objetivos de aprendizaje ya que, para Penalva & Llinares (2011) al igual que
para Gémez (2001) uno de los elementos méas importantes de las planeaciones de clase y de las
tareas son los objetivos ya que, es a partir de estos que las tareas se encaminan hacia el

aprendizaje de algin concepto, objeto o algoritmo, para esclarecer, no todos los objetivos
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apuntan a las mismas actividades y mucho menos invocan el mismo tipo de procedimientos y
aprendizajes, esto, es a lo que los autores mencionados denominan demanda cognitiva.
3.1.3.1.1. Lademanda cognitiva de una tarea

Conforme a lo expresado, se debe resaltar que los objetivos de aprendizaje aunque no
limitan la variedad de procedimientos para resolver una tarea por parte del resolutor, no
obstante, si guian tales procedimientos hacia lo que el objetivo pretende por tanto, dependiendo
del objetivo propuesto para una tarea, se generan cierto tipo de procedimientos que estimulan
particulares actividades cognitivas, en consecuencia, se entiende por demanda cognitiva el nivel
de los procedimientos y acciones cognitivas que su resolucion exige al resolutor, para aclarar
lo manifestado se retomara un ejemplo expuesto por Penalva & Llinares (2011):

v" Si el objetivo es aumentar la habilidad y eficacia de los educandos en rememorar hechos
bésicos, definiciones y reglas (recuperarlos de la memoria), entonces tareas apropiadas
pueden ser actividades que estén centradas en la memorizacion.

Si el objetivo es aumentar la rapidez y la exactitud de los estudiantes en resolver
problemas rutinarios, entonces pueden ser apropiadas actividades centradas en el uso de
procedimientos sin necesidad de poseer un (sentido conceptual) de los mismos.

v Si el objetivo es que los estudiantes se impliquen en formas de razonamiento mas
complejas y desarrollar estrategias de comunicacion, es necesario proponer otro tipo de
tareas. (p. 31).

Como se puede observar en el ejemplo, no todos los objetivos producen el mismo tipo
de procedimientos y acciones cognitivas, de esta manera se hace necesario clasificar la demanda
cognitiva por niveles de creciente complejidad, un exponente de este tipo de clasificacion es el

propuesto por la (OCDE, 2003) citada en Penalva & Llinares (2011) que cabe resaltar sera la
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directriz para la construccion de niveles que den cuenta de los posibles objetivos de referencia

que deben desarrollar los estudiantes para el aprendizaje del infinito y subvenciona directrices

para analizar el corpus de contenido ya mencionado en la Fase 2, los niveles propuestos por la

OCDE (2013) son:

Primer nivel: Reproducciones y procedimientos rutinarios. Hacen referencia a
gjercicios relativamente familiares que requieren la reiteracion de los conocimientos
practicados (recuerdos de propiedades, uso de procedimientos rutinarios, aplicacion de
algoritmos, realizacion de operaciones sencillas etc).

Segundo nivel: Conexidn e integracion para resolver problemas estandar. Plantean
mayores exigencias para su interpretacion y requieren establecer relaciones entre
distintas representaciones de una misma situacion.

Tercer nivel: Razonamiento, argumentacion, intuicion y generalizacion para resolver
problemas originales (reflexién). Los items requieren cierta comprension y reflexion,
creatividad para identificar conceptos o enlazar conocimientos. Exige generalizacion y
explicacion o justificacion de resultados. (Penalva & Llinares, 2011, p. 33).

Teniendo en cuenta estos niveles de demanda cognitiva y habiendo seleccionado

categorias de analisis, a continuacion se definirdn y presentaran tales categorias y niveles a

través de tablas compuestas, la cuales estan compuestas por cinco columnas denominadas

categoria de analisis (1, 2) respectivamente, nivel OCDE, cddigo, interpretacion del nivel y

objetivos posibles de referencia respecto al nivel.

En especifico, en la columna denominada categoria de analisis (1, 2) respectivamente

corresponde a los contextos seleccionados como categoria general de analisis con los cuales
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segun lo expuesto cominmente se puede desde la matematica escolar construir y desarrollar el
objeto infinito matematico, en particular en la educacion media.

La segunda columna denominada (nivel OCDE) corresponde a los niveles de demanda
cognitiva propuestos por esta organizacion respecto al contexto o categoria de andlisis; la
tercera columna denominada (codigo), asigna un distintivo para cada nivel de demanda
cognitiva con el objetivo de identificarla en el momento del analisis; en la cuarta columna
denominada (interpretacion del nivel) se presenta una pequefia explicacion de lo que se puede
encontrar en el nivel y por Gltimo, la quinta columna denominada (objetivos posibles de
referencia respecto al nivel) se enuncian los objetivos posibles conforme todo el proceso
investigativo plasmado en el marco teorico para cada nivel. Conforme a la descripcion anterior

dicha tabla se presenta a continuacion:
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3.1.3.1.2. Interpretacion asociada a la categoria 1 comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos.

Para esta categoria se debe aclarar que el infinito se vislumbra desde la concepcion conjuntista que, en términos de la matematica escolar de los

grados décimo-undécimo los contextos en los que se vincula algunos aspectos de la teoria de conjuntos es desde el concepto de funcién polinémica en

cuanto a la descripcion, graficacion e interpretacion de éstas, puesto que al manipularse desigualdades, algunas técnica de graficacion y la descripcién

de dominios y rangos de funciones polinémicas en diferentes contextos matematicos puede trabajarse tanto el infinito actual como el potencial en

términos de conjuntos discretos y continuos.

Tabla 6 Denominar, definir e interpretar las categorias de analisis para la categoria 1

> Utiliza desigualdades para expresar subconjuntos o intervalos de los conjuntos
O »n numéricos N, Z, Q y R.
82
>z 8 _ ) o Realiza operaciones con conjuntos para expresar la solucién de una desigualdad.
E -z = Segln lo establecido para este nivel, los objetivos
o % < Al | corresponden a destrezas mnemotécnicas que serviran de | Ubica los puntos solucion de funciones polindmicas en el plano cartesiano.
W é apoyo a la comprensidn del infinito matematico.
E 8 ) Utiliza tablas para observar el comportamiento de funciones polinémicas.
04
o
';J ; Hace uso de desigualdades para expresar el dominio, codominio y rango de una funcién
> polindmica definida con anterioridad.
gl De acuerdo a lo que exige este nivel, estas tareas | Determina el dominio, codominio y rango de funciones polinomicas.
< Wog den a la solucion d b And
w «d A2 | corresponden a la solucion de problemas estandar que - - — — —
w 'y
pd - . . Restringe variables de acuerdo al dominio, codominio y rango de una funcién
> % O E % contribuyen a comprender el infinito, por esta razon, en oIinén?ica definida con anterioridad y rang
zO0 = este nivel no es s6lo necesario que el estudiante halle el P '
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dominio, codominio y rango de una funcién polinémica
sino que haga conexion entre la expresion analitica de los
intervalos y la grafica para que pueda describir el
comportamiento de éstas, lo cual implica que el
estudiante deje de pensar en puntos particulares de una
funcion y pase a pensar en la funcién como una totalidad
conllevando a una concepcién intuitiva de continuidad
que contribuye a diferenciar conjuntos discretos de
conjuntos continuos.

Grafica funciones polinémicas punto a punto de acuerdo al dominio, codominio y
rango.

Identifica cuando una funcion polindmica es creciente o decreciente en ciertos
intervalos para analizar con precisidn su comportamiento.

Reconoce cuando una funcién polinémica es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.

Identifica una funcion polindmica desde diversas representaciones ( grafica, analitica y
tablas)

Utiliza las propiedades de orden de los diferentes conjuntos numéricos N, Z, Q y R para
desarrollar y solucionar problemas.

Las tareas correspondientes a este nivel respecto al
infinito hacen referencia a utilizar los conocimientos y
procedimientos de los niveles anteriores para
comprender, razonar y conjeturar parcialmente axiomas
y propiedades Unicas de los conjuntos numéricos
infinitos y enumerables, esto, debido a que es posible a
través del concepto de funcidn y de algunos conceptos de
la teoria de conjuntos comprender el infinito potencial y
actual, reconociendo cuando un conjunto es infinito a
partir del concepto biyeccién y asi mismo reconocer que
el conjunto de los racionales aunque es denso es discreto
dando paso a la idea de nlmero real.

NIVEL 3
ARGUMENTACION, INTUICION Y

A3

RAZONAMIENTO,
GENERALIZACION

Diferencia un conjunto numérico discreto de un conjunto numérico continuo de manera
gréfica y analitica.

Determina a través del concepto de biyeccién la enumerabilidad o equipotencia de dos
conjuntos numéricos discretos.

Establece la infinitud de un conjunto numérico enumerable.

Entiende el concepto de densidad del conjunto numérico Q.

3.1.3.1.3. Interpretacion asociada a la categoria 2 divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores

Considerando el hecho de que los documentos educativos curriculares por su generalidad no pueden cobijar todos los contenidos y contextos
asociados al infinito, se selecciond este contextos de divisibilidad indefinida puesto que vincula varios contenidos importantes como lo son la
inconmensurabilidad, las sucesiones, el concepto de limite y el namero real entre otros sumado al hecho de que, una sucesion de nimeros puede
interpretarse como una funcién cuyo dominio son los Z* o N, su codominio es R y su rango es un subconjunto de R esto contribuye a reforzar la

diferencia entre conjunto discreto de conjunto continuo asi como también permite comprender la doble acepcién del infinito en problemas donde los
72



valores del dominio crezcan mientras los valores del rango disminuyen, ademas de lo anterior, también se debe mencionar que una de las formas de

generar una sucesion es a través de la division sucesiva e indefinida ya sea en un contexto geométrico o un contexto numerico.

Tabla 7 Denominar, definir e interpretar las categorias de andlisis para la categoria 2

NIVEL 1

REPORDUCCION Y

PROCEDIMIENTOS

RUTINARIOS

Al

Las tareas de este nivel respecto a esta categoria hacen
referencia a procedimientos algoritmicos rutinarios en lo
que respecta al concepto de sucesién como apoyo para
diferenciar un ndmero racional de un irracional.

Genera sucesiones haciendo uso del concepto de divisibilidad en contextos
geométricos y numéricos por iteracion de una condicion preestablecida.

Establece el dominio, codominio y rango de la funcién sucesion.

Hace uso de las propiedades de los limites para hallar el limite de una sucesion.

Utiliza el proceso de fraccion continua para representar nimeros.

NIVEL 2 CONEXION E

INTEGRACION

A2

Los objetivos correspondientes a este nivel hacen énfasis
en las propiedades y caracteristicas de las sucesiones
para comprender el comportamiento de algunas de éstas,
un ejemplo de ello es la convergencia o divergencia de
una sucesion con las cuales poder generar los primeros
insumos para diferenciar un ndmero racional de un
irracional, asi como también contribuye a entender la
inconmensurabilidad.

Entiende el limite de una sucesiébn como punto de identificacién de
convergencia.

Diferencia un conjunto acotado de un conjunto no acotado.

Determina el maximo y el minimo de una sucesion si existen.

Halla la expresion general del n-ésimo término de la sucesion ya sea
explicitamente o por recursion.

Identifica cuando una fraccion continua representa un namero racional y
cuando un irracional.
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NIVEL 3 RAZONAMIENTO,
ARGUMENTACION, INTUICION Y

GENERALIZACION

Estas tareas segun lo establecido por la OCDE hacen
referencia a procesos de pensamiento avanzado por esta
razén, en este nivel el estudiante comprendera que no
todos los nimeros pueden expresar como una razon entre
enteros dando pie al concepto de nimero real y por ende
al de infinito actual.

A3

Entiende que todo nimero racional puede ser expresado como un cociente de
enteros a/b con b # 0.

Utiliza el concepto de cota superior e inferior para establecer la diferencia entre
namero racional e irracional.

Habiendo presentado la estructura que permitira el analisis de contenido del corpus respecto a la unidad de analisis seleccionada, se debe aclarar

que en lo que se presenta a continuacion se hace uso de un codigo de colores para identificar en qué tipo de pensamiento matematico propuestos por el

MEN (2006) se puede ubicar cada elemento de la unidad de analisis de cada elemento del corpus, a saber:

vV V Vv VvV V

Azul: Pensamiento espacial
Rojo: Pensamiento métrico
Amarillo: Pensamiento numérico
Gris: Pensamiento variacional

Verde claro: Pensamiento aleatorio
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3.1.3.2. Codificar y cuantificar
En la siguiente tabla se presenta la codificacion del elemento del corpus (EBCM) para las dos categorias de analisis respectivamente las cuales,
se identificaran por colores que son, naranja para la comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos, y, verde oscuro para la categoria
divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores.
A su vez, se debe aclarar que la tabla siguiente conserva la misma estructura que las presentadas con anterioridad solo que, se agrega una
columna denominada estandares asociados, en donde se ubican los elementos de los (EBCM) conforme a la unidad de analisis que guardan coherencia

con los objetivos posibles de referencia respecto al nivel para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos.

Tabla 8 Codificacion de la unidad de analisis (EBCM) ciclo décimo-undécimo para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.
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Al igual que la anterior, en la siguiente tabla se agrega una columna denominada estdndares asociados, en donde se ubican los elementos de los
(EBCM) conforme a la unidad de analisis que guardan coherencia con los objetivos posibles de referencia respecto al nivel para la categoria divisibilidad

indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores.

Tabla 9 Codificacion de la unidad de analisis (EBCM) ciclo décimo-undécimo para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e
influencia de cotas superiores e inferiores
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A3

NIVEL 3
RAZONAMIENTO,

ARGUMENTACION, INTUICION Y
GENERALIZACION

Entiende que todo numero racional

puede ser

expresado como un

cociente de enteros a/b con b # 0.

Utiliza el concepto de cota superior e

inferior para establecer la diferencia
entre nUmero racional e irracional.

Analizo representaciones decimales de los nimeros reales para diferenciar
entre racionales e irracionales.

Al igual que las anteriores, las siguientes tablas conservan la misma estructura sélo que, en este caso, cambia el elemento del corpus, esto es, ya

no son los (EBCM) que se hacen corresponder sino que, son los (DBAM) los que se analizan lo cual implica agregar una sexta columna que se denomina

DBAM asociado.

En coherencia a lo anterior, la siguiente tabla conserva la misma estructura que las presentadas con anterioridad solo que, se agrega una columna

denominada estandares DBAM asociado, donde se ubican los elementos de los (DBAM) conforme a la unidad de andlisis que guardan coherencia con

los objetivos posibles de referencia respecto al nivel para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos.
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La siguiente tabla al igual que la coetaneamente precedente, tiene una sexta columna denominada DBAM asociados, donde se ubican los
elementos de los (DBAM) conforme a la unidad de andlisis que guardan coherencia con los objetivos posibles de referencia respecto al nivel para la

categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores.

Tabla 11 Codificacién de la unidad de andlisis DBAM grados décimo-undécimo para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e
influencia de cotas superiores e inferiores
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CAPITULO 4. RESULTADOS DEL ANALISIS DE LAS UNIDADES

4.1.Cuantificacion del corpus estandares basicos de competencias para el area de matematicas ciclo décimo-undécimo

En lo subsiguiente se presentan dos tablas que asignan una frecuencia a la cantidad de elementos asociados de los corpus asociados en coherencia
con la unidad de analisis y el nivel.

Esta primera tabla muestra las frecuencias numéricas obtenidas del paso anterior para ambas categorias que tienen su propio cédigo de color
respecto a un solo elemento del corpus que es (EBCM), no obstante, es necesario aclarar que esta tabla tiene una estructura diferente a las anteriores,
ya que esta compuesta primero por dos filas, donde la primera expresa el elemento de corpus que se esta cuantificando y la segunda expresa la categoria
a la que pertenecen dichas frecuencias. En la tercera fila, esta dividida en siete columnas que son, nivel OCDE, Codigo, Pensamiento numérico,
Pensamiento espacial, Pensamiento métrico, Pensamiento aleatorio y Pensamiento algebraico-analitico cada uno coherente con el cddigo de colores ya
expuesto. De esta manera se relacionan los cinco tipos de pensamiento con los niveles OCDE para cada una de las categorias respecto a los (EBCM).

Tabla 12 Frecuencias para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos EBCM

PENSAMIENTO
NUMERICO

NIVEL 1
REPORDUCCION Y
PROCEDIMIENTOS

RUTINARIOS

Al 0 1 0 0 0
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NIVEL 2
CONEXION E
INTEGRACION

A2

NIVEL 3
RAZONAMIENTO,
ARGUMENTACION,
INTUICION Y

GENERALIZACION

A3

Esta segunda tabla expone las frecuencias obtenidas para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e

inferiores teniendo en cuenta estructura de la tabla anterior, donde se relacionan los cinco tipos de pensamiento matematico con los niveles OCDE.

Tabla 13 Frecuencias para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores EBCM

NIVEL 1
REPORDUCCION Y
PROCEDIMIENTOS

RUTINARIOS

Al

PENSAMIENTO
NUMERICO

PENSAMIENTO
VARIACIONAL

NIVEL 2
CONEXION E
INTEGRACION

A2

NIVEL 3
RAZONAMIENTO,
ARGUMENTACION,
INTUICION Y
GENERALIZACION

A3
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4.2.Cuantificacion de la unidad de analisis derechos basicos de aprendizaje para el area de matematicas grados décimo y undécimo

Al igual que las anteriores dos tablas, las que se exponen a continuacién guardan la misma estructura solamente cambia el elemento del corpus
que se cuantifica, es decir, la siguiente tabla muestra las frecuencias obtenidas para la categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y
continuos para los (DBAM).

Tabla 14 Frecuencias para la categoria comparacién y equivalencia de conjuntos discretos y continuos DBAM

PENSAMIENTO
NUMERICO

NIVEL 1
REPORDUCCION Y
PROCEDIMIENTOS

RUTINARIOS

Al 0 1 0 0 3

NIVEL 2
CONEXION E A2 0 1 0 0 2

INTEGRACION

NIVEL
RAZONAMIENTO,
ARGUMENTACION A3 1 0 0 0 0
, INTUICION Y
GENERALIZACION

La siguiente tabla expone las frecuencias obtenidas para la categoria divisibilidad indefinida del elemento del corpus (DBAM), teniendo en

cuenta los cinco tipos de pensamiento matematico y los niveles OCDE.

Tabla 15 Frecuencias para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores DBAM
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NIVEL 1
REPORDUCCION Y
PROCEDIMIENTOS

RUTINARIOS

Al

PENSAMIENTO
NUMERICO

NIVEL 2
CONEXION E
INTEGRACION

A2

NIVEL 3
RAZONAMIENTO,
ARGUMENTACION,
INTUICION Y
GENERALIZACION

A3
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4.3.Fase 4: Anélisis del corpus y resultados

4.3.1. Relacionar entre si e interpretar las categorias establecidas considerando sus unidades de

analisis adscritas

Para empezar con la descripcién de resultados, lo primero que se expondré es un analisis

de contenido realizado por Albadan et al (2016) respecto a los verbos con los cuales se expresan

los estadndares y enunciados de los derechos bésicos de aprendizaje contrastando las unidades

de anélisis EBCM y los DBAM en los grados décimo-undécimo considerando los cinco tipos

de pensamiento matematico; sin embargo, el documento concedido por el mismo autor y

director de esta monografia contiene todo el extenso proceso de cuantificacion, por tanto, aqui

solo se presentara el resultado final y las gréficas de tal cuantificacion, a saber:

Tabla 16 Frecuencias de verbos y acciones asociadas a los EBC y DBA

VEFEGE GRAN SSZAL DE | GRAN EsgAL DE PEIISOATQ:-EZE os
Reconoce 9 2 1
Comprende 6 0 6
Soluciona 2 0 2
Utiliza 6 2 8
Analiza 1 2 3
Razona 1 0 !
Conoce 4 0 4
Estima 1 0 !
Interpreta 2 2 4
Calcula 2 0 2
Determina 1 0 !
Compara 1 2 3
Contrasta 0 1 !
Establece 0 1 !
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Identifica 0 2 2
Resuelve 0 3 3
Usa 0 2 2
Describe 0 3 3
Modela 0 2 2
Disefia 0 2 2
Formula 0 1 1
Justifica 0 2 2
Plantea 0 1 1
Propone 0 1 1
Refuta 0 1 1

De este conteo surgen las siguientes representaciones graficas:

Figura 11 Conteo de verbos y acciones asociadas en los EBC y los DBAM.

Total estandares y DBA
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En esta grafica se encapsula el conteo de verbos y acciones asociadas a los EBC y a los DBA.

Fuente: Albadan et al, (2016), documento de trabajo, revisién ministerial de los DBAM
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Figura 12 Contraste de Frecuencias entre verbos y acciones de EBC con DBAM

Comparacion Estandares - DBA
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Gréafico que expone el contraste de frecuencias entre los DBA y EBC respecto a los verbos y
acciones asociados.
Fuente: Albadan et al, (2016), documento de trabajo, revision ministerial de los DBAM

Una primera inferencia que surge al observar el Grafico 1 es que, conforme avanzan los
verbos en complejidad la cantidad de EBCM y de DBAM disminuyen, esto, se sustenta con lo
expresado en ALTABLERO (2002), quienes aseveran que los EBCM son objetivos que apuntan
a lo basico que se debe desarrollar para el area de matematicas en la educacién basica y media
por esta razdn, se vislumbra que las frecuencias de los primeros verbos son mayores que las de

los siguientes de izquierda a derecha, ya que representan lo basico que debe desarrollar el

estudiante durante el proceso escolar.

Otra inferencia que surge al analizar el Grafico 2 es que, se vislumbra una minima
interconexion entre los EBCM y los DBAM, debido a que, los valores que dan cuenta de la
presencia de algun objetivo no se mantienen equilibrados al comparar los dos documentos, en
consecuencia, esta evidencia cuantitativa pone en duda lo argiiido por el MEN (2015) respecto

de los DBAM, es decir, que estos estan construidos con base los estandares béasicos de
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competencias para el area de matemaéticas y los lineamientos curriculares para el area de

matematicas.

Lo cual implica, de existir tal relacion, considerar la coherencia vertical, horizontal y
los tipos de pensamiento matematico expuestos en los documentos curriculares colombianos ya
mencionados ya que, deberian encontrarse enunciados en los DBAM que respondieran a tal
complejidad creciente que como se manifestd no existe, puesto que desde el verbo (contrasta)
no hay enunciados asociados, de lo anterior, se puede aseverar que los EBCM contrario a los
DBAM para el grado décimo-undécimo apuntan a objetivos mas complejos, lo cual, estd en
coherencia con lo propuesto por Belmonte (2009), quien asevera vincular objetivos de mayor

complejidad en los grados décimo-undécimo.

Continuando con el proceso de descripcidn de resultados para esta fase, a continuacion
se exponen dos tablas que comparan las frecuencias obtenidas de los dos elementos del corpus
teniendo en cuenta la unidad de analisis, la categoria, los tipos de pensamientos matematicos y

el nivel, a saber:
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Tabla 17 Comparacién de frecuencias de la unidades de analisis para la categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y
continuos

PENSAMIENTO

PENSAMIENTO

NUMERICO VARIACIONAL
NIVEL 1 0 1 0 0 0
NIVEL 2 A2 0 1 0 1 1
NIVEL 3 A3 3 0 0 0 0
NIVEL 1 Al 0 1 0 0 3
NIVEL 2 A2 0 1 0 0 2
NIVEL 3 A3 1 0 0 0 0

Tabla 18 Comparacién de frecuencias de las unidades de andlisis para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas

superiores e inferiores

PENSAMIENTO

PENSAMIENTO

NUMERICO VARIACIONAL
NIVEL 1 0 0 0 0 1
NIVEL 2 B2 1 0 2 0 0
NIVEL 3 B3 1 0 0 0 0
NIVEL 1 B1 0 0 0 0 0
NIVEL 2 B2 0 0 0 0 1
NIVEL 3 B3 1 0 0 0 0
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De las tablas anteriores que corresponden respectivamente a las categorias de analisis
comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos, y, divisibilidad indefinida,
iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores surgen las siguientes graficas que facilitan
el anlisis e interpretacion de los resultados obtenidos y de lo que se expresa posteriormente en

este capitulo, a saber:

Figura 13 Contraste de las frecuencias de los elementos del corpus categoria 1

Comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos

(¥ ]

(28]

[

OII II ] ]

PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO
NUMERICO ESPACIAL METRICO ALEATORIO VARIACIONAL

EEBCM mDBAM

En esta figura se expone un comparativo entre las frecuencias de los elementos corpus
respecto a la categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos.
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Figura 14 Contraste de las frecuencias de los elementos del corpus categoria 2
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En esta figura se expone un comparativo entre las frecuencias de los elementos corpus
respecto a la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e
inferiores.

4.3.2. Cuantificacion de los resultados del analisis de cada corpus con respecto a la totalidad

Una vez se realizo el anlisis del corpus tomando como base la unidad de andlisis (ciclo
V —grado décimo y undécimo-) se encuentran los siguientes resultados generales, en los que no
se enuncia el desarrollo por niveles de las dos categorias asociadas, aspecto que sera

desarrollado posteriormente.

4.3.2.1.Para los (EBCM)

Se tiene que la cantidad total de estandares en la unidad de analisis son 27, por otro lado
el analisis realizado muestra que hay 13 estandares que pueden ser asociados al infinito en este
corpus, estos 13 estandares respecto a la totalidad representan aproximadamente el 48,15%,
esto permite inferir que, casi la mitad de los objetivos de la unidad de andlisis pueden ser

encaminados hacia potenciar el aprendizaje del infinito matematico.
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4.3.2.2.Para los (DBAM)

Para este elemento del corpus, se tiene que la totalidad de enunciados es 34, mientras
que el analisis de contenido muestra que tan solo 10 de los enunciados se pueden asociar al

infinito matematico, esto, en términos de porcentajes representa un 29,4%.

Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene que al comparar los dos
porcentajes de cada elemento del corpus se evidencia un desequilibrio entre los documentos, lo
que reitera, la minima relacion que existe entre los EBCM y los DBAM. A su vez, de esta

cuantificacién surgen las siguientes graficas.

4.3.3. Frecuencias asociadas a cada pensamiento matematico respectos a la totalidad de

elementos categorizados

Del proceso de anélisis de contenido se tiene que los elementos categorizados para
ambos elementos del corpus respecto a la unidad de analisis son 22 en total, en este apartado,
se describird cuantitativamente el porcentaje que representa la cantidad de elementos
vinculados a cada tipo de pensamiento matematico con respecto a estos 22 elementos, para un

apoyo visual a lo que se argumenta a continuacion se hara uso de una gréfica, a saber:
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Figura 15 Cantidad total de elementos caracterizados para cada tipo de pensamiento
matematico.

Cantidad de elementos asociados a cada
pensamiento respecto a la totalidad de los
caracterizados

PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO PENSAMIENTO
NUMERICO ESPACIAL METRICO ALEATORIO VARIACIONAL

E=N

[ L)

Esta figura representa la cantidad total de elementos caracterizados para cada tipo de
pensamiento matematico.

4.3.3.1.Para el pensamiento numérico

El porcentaje que representa la cantidad de estandares y enunciados categorizados en

este pensamiento es aproximadamente el 31,82%.
4.3.3.2.Para el pensamiento espacial

El porcentaje que representa la cantidad de estandares y enunciados categorizados en

este pensamiento es aproximadamente el 18,18%.

4.3.3.3.Para el pensamiento métrico

El porcentaje que representa la cantidad de estandares y enunciados categorizados en

este pensamiento es aproximadamente el 9,09%.
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4.3.3.4.Para el pensamiento aleatorio

El porcentaje que representan la cantidad de estandares y enunciados categorizados en

este pensamiento es aproximadamente el 4,54%.

4.3.3.5.Para el pensamiento variacional

El porcentaje que representa la cantidad de estandares y enunciados categorizados en

este pensamiento es aproximadamente 36,36%.

Esto sugiere que los registros semioticos a los que mas se les asocié estandares y
enunciados fueron el variacional, el numérico y el espacial en este orden respectivamente,
aunque cabe aclarar, en los pensamientos aleatorio y métrico se asociaron solo estandares lo

cual indica equilibrio en la secuencialidad de los EBCM.

4.3.4. Cuantificacion de cada elemento del corpus respecto a cada pensamiento matematico

4.3.4.1.Para los (EBCM)

4.3.4.1.1. Pensamiento numérico y sistemas numéricos

En este pensamiento respecto a la unidad de anélisis se tiene que, de los cinco estandares
existentes, los cinco pueden ser encaminados hacia el aprendizaje del infinito matematico, esto,
en términos de porcentajes representa un 100%. El siguiente cuadro muestra tales estandares y

a qué categoria pertenecen:
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Tabla 19 Caracterizacion particular de estdndares del pensamiento numérico

ESTANDARES PENSAMIENTO NUMERICO

CATEGORIZACION

Comparo y contrasto las propiedades de los nlimeros
(naturales, enteros, racionales y reales) y las de sus
relaciones y operaciones para construir, manejar y
utilizar apropiadamente los distintos sistemas
NUMEricos.

Comparacion 'y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

Utilizo argumentos de la teoria de numeros para
justificar relaciones que involucran ndmeros
naturales.

Comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

Reconozco la densidad e incompletitud de los
nameros racionales a través de métodos numericos,
geomeétricos y algebraicos.

Comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

Establezco relaciones y diferencias entre diferentes
notaciones de nimeros reales para decidir sobre su
uso en una situacion dada.

Divisibilidad indefinida, iteracién e influencia de
cotas superiores e inferiores.

Analizo representaciones decimales de los nimeros
reales para diferenciar entre racionales e irracionales.

Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de
cotas superiores e inferiores.

4.3.4.1.2. Pensamiento espacial y sistemas geométricos

En este pensamiento se tienen seis estandares y segun el analisis los categorizados son
dos estandares, lo cual en términos de porcentajes presenta un 33,4%. Este porcentaje indica
que aproximadamente la tercera parte de la cantidad de estandares de este pensamiento respecto
a la unidad pueden ser encaminados hacia el aprendizaje del objeto matematico infinito seguin
los objetivos de referencia propuesto para la categorizacion. Los elementos caracterizados se

muestran a continuacion:
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Tabla 20 Caracterizacion particular de estandares para el pensamiento espacial

Comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

Comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

4.3.4.1.3. Pensamiento métrico y sistemas de medidas

En este pensamiento se tienen tres estandares para la unidad de analisis y en la
categorizacion sélo se encontr6 uno que puede ser guiado hacia el aprendizaje del infinito
matematico, lo anterior en términos de porcentajes representa 33,4%, permitiendo inferir que
este pensamiento, donde se puede trabajar desde la escuela el infinito potencial y el actual,
desde el concepto de magnitud y comparacion de magnitudes discretas y continuas no es
utilizado para generar las primeras nociones sobre el objeto matematico infinito. A continuacion
se exponen los elementos categorizados con respecto a la cantidad de estandares para la unidad

de andlisis en este pensamiento, a saber:
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Tabla 21 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento métrico

Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de
cotas superiores e inferiores.

Divisibilidad indefinida, iteracién e influencia de
cotas superiores e inferiores.

4.3.4.1.4. Pensamiento aleatorio y sistemas de datos

Los estandares de este pensamiento respecto la unidad de analisis son nueve en total y
segun lo analizado, solo se caracterizd un estandar que puede ser guiado hacia el aprendizaje
del infinito matematico, lo cual representa en términos de porcentajes un 11,2%. Este
porcentaje es una evidencia cuantitativa que permite inferir el poco uso que se le da a este
pensamiento en el cual se trabajan conjuntos de variables relacionadas y conceptos basicos de
la teoria de conjuntos entre otros, que contribuirian a la comprensién del concepto de funcién
y de comparacion de conjuntos numéricos discretos importantes para la péstuma aproximacion
del objeto matematico infinito. A continuacion se presenta este comparativo entre la cantidad

total de estandares en este pensamiento respecto a los categorizados, a saber:
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Tabla 22 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento aleatorio

Comparacion 'y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

4.3.4.1.5. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos

La totalidad de estandares de este pensamiento respecto a la unidad de analisis son
cuatro y de los cuantificados en este andlisis se tienen solo dos, esto, en términos de porcentajes

representa un 50%, lo que indica que la mitad de los estandares pueden ser guiados hacia el
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aprendizaje del infinito matematico. Una representacion de esta relacion se puede observar a

continuacion:

Tabla 23 Caracterizacion particular de estandares del pensamiento variacional

Divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de
cotas superiores e inferiores.

Comparacion 'y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos.

4.3.5. Descripcion cualitativa de resultados para el elemento del corpus (DBAM)

Para este analisis se debe tener en cuenta que en los DBAM no hay una separacion de
los enunciados por cada tipo pensamiento matematico propuestos por el MEN (1998) como si
ocurre en los EBCM, y aunque se haya realizado este tipo de separacion para la categorizacion;
en el proceso, se seleccionaron los enunciados que podian ser encaminados hacia el aprendizaje
del objeto matematico infinito desde lo preestablecido y ya seleccionados, se les clasifico en un
tipo de pensamiento, no obstante, en el documento no hay tal clasificacion por tanto, no se
puede realizar este analisis porcentual por cada tipo de pensamiento para este elemento del

corpus.
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4.3.6. Interpretacion cualitativa de resultados comparando las frecuencias de los elementos del
corpus respecto a la unidad de andlisis de acuerdo a la categoria y nivel, a saber:

4.3.6.1.Categoria comparacion y equivalencia de conjuntos discretos y continuos

4.3.6.1.1. Nivel 1 (A1)

Como se puede observar en las frecuencias anteriores, en los EBCM existe un estandar
perteneciente al pensamiento geométrico y sistemas geométricos que implica procedimientos
algoritmicos o mnemotecnias que puede ser utilizado para la comprensiéon del infinito
matematico desde un contexto geométrico, mientras que en los DBAM se puede observar en el
pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos que existen tres enunciados que
hacen alusién a procesos algoritmicos con los cuales poder manipular ciertos registros
semioticos para comprender y vincular algunos conceptos con los cuales abordar el objeto
matematico infinito desde una concepcién conjuntista a través del concepto de funcién, asi
mismo, existe otro enunciado en los DBAM perteneciente al pensamiento espacial y sistemas
geomeétricos que hace alusién al proceso de reificacion del concepto de funcién importante

como lo expresa Neira (2012) a la hora de hacer el transito del algebra al calculo.

Un argumento para sustentar la falta de estandares en este nivel puede deberse como lo
argumenta el MEN (2006) a que, los EBCM han sido secuenciados de acuerdo a la coherencia
vertical y horizontal, esto es, avanza en complejidad tanto vertical sobre un mismo pensamiento
como también aumenta la complejidad de un estandar horizontalmente por cada pensamiento
por tanto, este tipo de procesos algoritmicos que implican solo reproduccion que ademas se
encasillan segun la OCDE (2003) citada en Penalva & Llinares (2011) en un nivel 1 se pueden

encontrar en grados anteriores al décimo-undécimo.
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Por el contrario en los DBAM los enunciados categorizado en este nivel hacen
especifico la solucion de inecuaciones de forma geométrica y analitica con las cuales se pueden
vincular conceptos de la teoria de conjuntos como la idea de conjunto solucion, interseccion,
unién y su notacién entre otros que son necesarios a la hora de construir el objeto matematico
infinito desde una concepcion conjuntista en la matematica escolar encaminado a la
comparacion de conjuntos numerables. A su vez, se encuentra otro enunciado que hace alusion
a reconocer cuando una funcion tiene asociada una funcion inversa, lo cual vincula el concepto
de biyeccion importante para determinar el cardinal y la numerabilidad de un conjunto infinito
discreto; ademas de los anteriores, existen dos enunciados que hacen alusion a reificacion del
concepto de funcion en este caso polindmica ya que, le pide al estudiante que a partir de los
cambios generados en la expresion analitica de una funcion polindmica reconozca los cambios
en su representacion geomeétrica, esto, como lo arguye Neira (2012) es de suma importancia
para el aprendizaje del calculo porque se deja de concebir las funciones como concepto para
visualizarlas como objetos de estudio, asi mismo, Duval (1990) manifiesta que un concepto se
enriquece en la cognicién cundo el sujeto manipula y traslada un concepto a diferentes registros

semioticos.

4.3.6.1.2. Nivel 2 (A2)

Respecto a este nivel se puede observar que en los EBCM en el pensamiento espacial y
sistemas geomeétricos hay dos estandares que hacen referencia objetivos con las cuales variando
ciertas caracteristicas se puede introducir el infinito matematico, puesto que estos objetivos
implican la descripcion y graficacion de funciones en este caso particular polinémicas donde
las técnicas de graficacion y descripcién de funciones se asocia con la determinacion de

dominios, codominios y rangos, como también se puede asociar el proceso de discretizacion en
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la graficacion de funciones y como éste sélo determina unos cuantos puntos mientras que al
graficar la funcion se realiza un trazo continuo permitiendo generar una idea intuitiva de
continuidad ademaés de esto, puede posibilitar la diferenciacion de un conjunto infinito discreto
de puntos de un conjunto continuo de puntos desde un contexto geométrico o numérico, ya que
no es lo mismo determinar soluciones especificar de una funcion que hallar las infinitas

soluciones reales de una funcién.

A su vez, los EBCM tienen otro estandar perteneciente al pensamiento métrico y
sistemas de medidas que puede encaminarse a estudiar conjuntos de puntos para generar una
expresion analitica del comportamiento de conjuntos con variables relacionadas; por otro lado,
existe un estandar perteneciente al pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos
que hace referencia a analizar las relaciones y propiedades de las funciones polinémicas y
racionales desde un contexto analitico y geométrico, con este estandar puede vincularse el
concepto de limite importante al momento de trabajar con sucesiones de numeros racionales
para comprender la naturaleza del Gltimo término de la sucesion lo cual implica vislumbrar la

doble concepcion del infinito matemaético, esto es, en potencia y acto.

Conforme a lo anterior, se puede evidenciar una coherencia entre lo que expresa
Belmonte (2009) con respecto a los contextos mas utilizados para representar y adquirir el
infinito matematico y lo propuesto en las unidades de analisis seleccionadas, a su vez se puede
evidenciar que hay un mayor nimero de estandares y enunciados en este nivel que en el nivel
anterior debido a que, dichos estandares al pertenecer al grado décimo-undécimo suponen un

mayor grado de complejidad.

Otro aspecto que se evidencia en la comparacion de este corpus de contenido con
respecto a la unidad de analisis en esta categoria y nivel es que, en los EBCM existe un estandar
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perteneciente al pensamiento aleatorio y sistemas de datos que puede vincular los conceptos de
funcidn, biyeccion y variable importantes también a la hora de abordar el infinito matematico
desde una perspectiva conjuntista a través del concepto de biyeccién mientras que, en los
DBAM son nulos los enunciados en este tipo de pensamiento matematico que hagan referencia
a posibles objetivos que contribuyan a comprender el infinito desde la perspectiva ya

mencionada en los grados décimo-undécimo.

Por otro lado en esta categoria y para este nivel en el pensamiento variacional y sistemas
algebraicos analiticos en los DBAM, se pueden encontrar tres enunciados que se pueden guiar
hacia la comprension del infinito matematico desde una concepcion conjuntista al indicarle al
estudiante que grafique funciones a trozos que implica trabajar con subconjuntos de puntos de
Ry ademas implica dividir la recta segun la funcién polinémica a trozos que se defina, sumado
a esto, dentro de los tres enunciados categorizados en este nivel, existe uno que le indica al
estudiante analizar funciones racionales algebraicamente y hallar sus asintotas lo cual puede
dar paso al concepto de limite que contribuye para la segunda categoria aqui seleccionada
conceptos importantes como el de limite y las propiedades de éste para operar sucesiones y
construir conceptos importantes como el de convergencia asi como también, se puede hacer
énfasis en el concepto de continuidad y la naturaleza del ultimo elemento de una sucesién ya
gue como se puede deducir de las apuestas tedricas de Belmonte (2009) y Arrigo et al (2011)
al estudiarse la naturaleza del ultimo término de una sucesion se puede sustituir la idea intuitiva

de proceso indefinido que conlleva al fendmeno de aplastamiento y la dualidad proceso-objeto.

Ademas del anterior enunciado, hay presencia de otro que hace referencia en términos
de Duval (1999) a transformaciones de conversién que implica transitar de un registro semidtico

a otro al indicarle al estudiante que relacione la grafica de una funcién polinémica con su
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expresion algebraica a la cual le debe realizar ciertos cambios que hacen que la grafica cambie
su forma o posicion, aunque no es especifica en cuanto al infinito matematico, es importante
para el proceso de reificacion de un concepto segun Neira (2012) puesto que la funcion deja de
Ser un proceso a ser un objeto de andlisis lo cual es importante para el transito algebra-calculo.
Por el contrario en los EBCM so6lo se tiene un estdndar que engloba el andlisis de funciones
desde lo analitico y gréafico semejante a algunos enunciados de los DBAM ya analizados. Sobre
este pensamiento se puede observar una coherencia entre los EBCM y los DBAM debido a que
los enunciados y estandares de este nivel apuntan a los mismos objetivos y contenidos ya que

aparte de que las frecuencias son iguales también lo son sus objetivos.

4.3.6.1.3. Nivel 3 (A3)

En este nivel se puede vislumbrar segun las frecuencias ya expuestas un predominio del
pensamiento numérico y sistemas numeéricos puesto que, en los EBCM se pueden observar tres
estandares que son parcialmente especificos respecto al infinito matematico, por ejemplo hay
dos estandares que hacen alusion a comparar las propiedades de los conjuntos numéricos
N,Z,Qy R lo que implica comprender que los Q son densos ya que es una de sus propiedades
mas importantes y no menos importante, también implica comprender que aunque en el
conjunto de los numeros naturales existe un elemento minimo pero no existe elemento maximo
generandose cimientos para la interpretacion del infinito como una entidad potencial, ademas,
esta acepcion sobre el infinito en potencia puede ser puesta en tela de juicio al compararla con
los raciones y de ahi partir hacia los irracionales para establecer las bases para construir el
concepto de nimero real como también se puede establecer la infinitud de un conjunto numérico
enumerable a través de la idea de biyeccion donde puede ser generado el concepto de

equipotencia de conjuntos discretos a nivel de colegio.
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El tercer estandar perteneciente al pensamiento numérico aunque se le caracterizé en
dicho pensamiento también se le puede ubicar en el pensamiento espacial y el pensamiento
variacional debido a que exige que la propiedad de densidad de @ se reconozca a partir de
diferentes métodos numéricos, geométricos y algebraicos, este estdndar es uno de los que dentro
de todo el ciclo décimo-undécimo muestra una pequefia especificidad respecto al infinito
matematico ya que de él pueden desprenderse los conceptos de divisibilidad indefinida y la
medicion de nimeros para hallar una medida comln, ademas de esto, también podria ser
configurado hacia la reafirmacion del concepto de conjunto numérico infinito discreto y

continuo de forma intuitiva a partir del concepto de biyeccion.

Por otro lado, en los DBAM se puede vislumbrar que solo hay un enunciado que hace
referencia hacia la infinitud de un intervalo en los reales que puede ser guiado hacia la
comprension de la propiedad de densidad de los @ no obstante, es valido aclarar que el
enunciado de este nivel establece que el estudiante reconoce gque entre dos numeros reales
cualesquiera existen infinitos numeros, esto implica desde su sintaxis que el estudiante ya ha
construido el concepto de nimero real y que diferencia éstos de los racionales puesto que la
densidad es una propiedad que en términos epistemoldgicos permitid la construccién de los
naumeros irracionales para dar paso a los reales y no a la inversa, aparte, una de las maneras o
formas de visualizar la densidad de los racionales es a través del concepto de divisibilidad

indefinida lo cual relaciona las dos categorias aqui seleccionadas.
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4.3.6.2.Categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores

4.3.6.2.1. Nivel 1 (B1)

De las frecuencias de este nivel para esta categoria se vislumbra que en los EBCM existe
un estandar perteneciente al pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos que hace
alusion a utilizar técnicas de aproximacion para procesos infinitos numéricos, una de esas
técnicas esté relaciona con la posibilidad de divisibilidad, lo que puede implicar que se genere
un proceso finito o infinito que permite diferenciar un nimero racional de un irracional al haber
nameros que no tienen una medida comdn conllevando a la representacion como fraccion
continua de un nimero racional o irracional, ademas de lo anterior, es valido expresar que este
estandar es uno de los mas especificos respecto al infinito matematico aunque le falta claridad
pues no especifica qué tipo de infinito esté tratando en dicho proceso si el potencial o el actual.
Por otro lado en los DBAM no existen enunciados que hagan alusion a procesos algoritmos o

de reproduccion respecto a esta categoria.

4.3.6.2.2. Nivel 2 (B2)

Respecto a este nivel en esta categoria en los EBCM se puede vislumbrar que existe un
estandar perteneciente al pensamiento numérico y sistemas numéricos que se refiere a
establecer relaciones y diferencias entre distintas representaciones de un namero real, esto
permite comprender que un ndmero irracional puede ser expresado en forma decimal infinita
no periddica que surge de un proceso de divisibilidad o medicion indefinida entre dos numeros
uno irracional y otro racional ademas de lo anterior, también genera reconocer la igualdad entre
la representacion de un nimero irracional como fraccion continua y su representacion decimal

en cuyo proceso de representacion se puede vislumbrar la doble acepcion del infinito
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matematico, esto es, potencial y actual, cabe aclarar que cuando se exige comprender la

igualdad entre las distintas representaciones de un nimero real el estudiante debe tener claro el

infinito actual puesto que no es lo mismo por ejemplo V2 que 1,41... ya que la primera
representacion es netamente infinito actual mientras que la segunda representacion puede
interpretarse como un proceso indefinido o una aproximacion que puede interpretarse como
infinito en potencia. Por otro lado en los DBAM no se encontraron enunciados que hicieran

alusion a este tipo de tareas y conceptos.

Sumado al anterior pensamiento en los EBCM existen dos estandares pertenecientes al
pensamiento métrico y sistemas de medidas que hacen alusién a justificar procesos de
aproximacion sucesiva, rangos de variacion y limites en situaciones de medicion ademas de
exigirle al estudiante el disefio de estrategias para tal justificacion; estos estandares pueden
vincular la comprensidon del infinito actual y potencial con el uso de representaciones numéricas
y geométricas tales como los puntos suspensivos en la expansion decimal de un niamero que
hace referencia a un proceso potencialmente infinito o la barra sobre el periodo de la expansion
decimal de un nimero racional que hace referencia al infinito actual, a su vez, también vincula
conceptos como el de limite desde una interpretacion intuitiva como proceso de aproximacion
o el cual debe llevar a la naturaleza del dltimo elemento de la sucesion de tales aproximaciones
que conlleve a la comprension del infinito actual. Contrario a lo que se vislumbra en los
estandares, en los DBA no existen enunciados que den cuenta de proceso de medicion que

implican tanto lo finito como el infinito potencial y actual respecto al pensamiento métrico.

Opuesto a lo que se ha manifestado en los anteriores parrafos, en los EBCM frente al
pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos no se encontrd ningun estandar para

esta categoria, sin embargo, en los DBAM se encontrd un enunciado que hace explicito el
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proceso de limite de una sucesion, esto conlleva a pensar que dicho enunciado puede ser guiado
hacia comprender la diferencia entre nimero real y nimero irracional, esto es, entender la doble
acepcion de infinito debido a que una forma de comprender lo mencionado es a través de
sucesiones cuyos dominios sean los enteros positivos y cuyos rangos sean subconjuntos de los
reales puestos en biyeccidn reforzando el concepto de conjunto infinito discreto, a su vez este
estandar respecto al infinito implica un entendimiento por parte del estudiante respecto al
infinito actual puesto que el proceso de limite debe llevarlo a comprender la naturaleza del

altimo elemento de una sucesion.

4.3.6.2.3. Nivel 3 (B3)

Dentro de los estandares y enunciados expuestos hasta el momento y al igual que en el
nivel 3 de la categoria anterior, se vislumbra que en este nivel y para esta categoria dichos
estandares y enunciados son mas explicitos respecto a conceptos que hacen alusion al infinito
matematico, en ese sentido, en los EBCM se puede evidenciar para este nivel y categoria un
estandar perteneciente al pensamiento numérico y sistemas numéricos que hace referencia a
analizar representaciones decimales de numeros reales para diferenciar entre racionales e
irracionales, esto, acarrea comprender que un nimero racional tiene expansion decimal finita o
infinita periddica en cuyo proceso se puede evidenciar una concepcion actual del infinito y a su
vez comprender que un nimero irracional tiene una expansion decimal infinita no periddica en
cuyo proceso para determinar la expansion decimal se vincula la posibilidad de divisibilidad
definida o indefinida y a su vez se relacionan dos expresiones distintas de namero real como

fraccion continua y como expansion decimal.

Ademas de lo anterior, se puede vincular la idea de sucesion al obtener cada reducta de

la fraccion continua conforme se realiza el proceso infinito de division. Por otro lado, en los
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DBAM se pueden vislumbrar un enunciado perteneciente al pensamiento numérico y sistemas
numeéricos que alude a reconocer que no todos los nimeros son racionales, esto es, no todos los
nameros se puede expresar como un cociente de enteros, esto compromete reconocer el
concepto de inconmensurabilidad y por tanto a preguntarse por la naturaleza del Gltimo
elemento al que se aproxima cada division sucesiva. Como se puede analizar existe una
coherencia en cuanto al pensamiento y el objetivo del enunciado y estdndar entre los EBCM y

los DBAM para este nivel.

4.4.Relacionar el proceso de andlisis de contenido con la cuestion que se indaga y con los

agentes intervinientes

En este apartado de acuerdo al marco tedrico y las categorias de analisis que se
establecen a través de éste, se espera que los resultados del anélisis de contenido permitan
reconocer e identificar el grado de explicitacion, tipologias y fendmenos asociados al infinito

matematico, toda vez que se tiene el entramaje requerido tanto conceptual como metodologico.

4.4.1. Respecto al grado de explicitacion

Conforme al analisis de contenido realizado y a los resultados obtenidos, se deduce que
en los referentes educativos colombianos en especifico, en los EBCM y DBAM para la unidad
de analisis décimo-undécimo, no se encuentran alusiones explicitas al objeto matematico
infinito ya que para ello, se requiere de argumentar la importancia de este objeto en la
ensefianza-aprendizaje de la matematica y en especifico del célculo la cual, en los documentos
analizados no se vislumbra esclarecida, no obstante, algunos documentos actuales como el de
Artigue (1995), el de Neira (2012) y el de Belmonte (2009) entre otros, sugieren que bastantes

argumentos se han develado a través de la investigacion en didactica del calculo para que se le
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otorgue importancia al infinito matematico tanto en la educacion béasica y medica como en la

educacion superior.

Conforme a lo anterior, es valido mencionar que en los lineamientos curriculares para
el area de matematicas se vislumbra elementos que contribuyen a realizar un comparativo
respecto a la explicitacion del objeto matematico infinito ya que, desde las premisas de los

EBCM y de los DBAM se argumenta la interconexion de estos tres documentos.

El Ministerio de educacion nacional en los lineamientos curriculares para el area de
matematicas (1998), expresa en su breve presentacion sobre la historia de la variacion que, uno
de los elementos mas importantes en la variacion son los procesos infinitos que yacen de ésta,
a su vez manifiesta que el uso de tablas para representar el comportamiento de una funcion
contribuye a que el estudiante comprenda aparte de la correspondencia entre dos conjuntos de
valores desde una interpretacion del infinito potencial que, los valores de reemplazo de una
funcidn son infinitos. Ademas de lo anterior, en los lineamientos curriculares propuestos por el
MEN (1998) se da claridad e indicacion al docente sobre los registros semiéticos mas propicios
para el proceso de ensefianza-aprendizaje del continuo numeérico los cuales son, el numérico y

el geométrico.

Aunado a lo expresado en tal referente curricular colombiano se puede entrever una
clara intencionalidad respecto a la construccion del objeto matematico infinito ya que, indica
que los estudiantes desde muy temprana edad tienen contacto con éste, en el hecho de que al
contar la secuencia del conjunto de los niumeros naturales puede reconocer que tal conteo no
tiene un elemento maximo aparte, también sugiere que los procesos infinitos deben ser
introducidos en el registro geométrico para que no se tengan dificultades respecto a la
continuidad que permite la divisibilidad, dejando entrever estos argumentos un atisbo de
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importancia del objeto matematico infinito en la matematica escolar que no se vislumbra en los

EBCM y en los DBAM.

En coherencia a lo anterior, otro elemento importante para la explicitacion de este objeto
matematico tiene que ver con la particularizacion del infinito, esto es, diferenciar pero a su vez
relacionar tanto el infinito potencial como el actual lo cual, dentro de los resultados obtenido
tampoco se vislumbra clarificado. A pesar de la no explicitacion de estandares y enunciados en
los documentos analizados, por lo pronto, si se encuentran elementos a los que se les puede
asociar el objeto matematico infinito. Dentro de los objetivos encontrados en el corpus los méas

explicitos son:

e Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos. (EBCM)

e Analizo representaciones decimales de los nimeros reales para diferenciar entre racionales
e irracionales. (EBCM)

e Comprende que entre cualesquiera dos numeros reales hay infinitos nimeros reales.
(DBAM)

e Establezco relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de nimeros reales para

decidir sobre su uso en una situacion dada. (EBCM)

En coherencia a lo expuesto con anterioridad se tiene, que la explicitacion de estos
objetivos es nula puesto que, segun lo investigado el objeto matematico infinito tiene al igual
que otros objetos del calculo diversos registros, procedimientos algoritmicos y conceptos
asociados que no son clarificados en la sintaxis de estos objetivos, esto es, cuales son lo que
aluden al infinito en potencia y cuales al infinito actual, a su vez, se puede inferir conforme a

lo investigado especificamente en lo que respecta a la perspectiva epistemoldgica, que no se
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tiene una particularizacién clara del infinito potencial y del actual, aunque, desde una
interpretacion mucho mas aguda de la secuencia de estandares y derechos basicos de
aprendizaje categorizados en el analisis de contenido, se puede reconocer, que tales objetivos
lo que pretenden en su trasfondo es que el estudiante pase de un dominio discreto a un dominio

continuo en registros semidticos numéricos, geometricos y algebraicos-analiticos.

Asi mismo, se puede vislumbrar una coherencia del lugar que ocupan estos objetivos
frente a lo que se estableci6 con anterioridad respecto a que en la unidad de analisis seleccionada
es posible vincular el objeto matematico infinito ya que, la mayoria de estos objetivos casi
explicitos respecto al infinito matematico se caracterizaron en el nivel 2 y nivel 3 que implican
maés alla de la reproduccién de procedimientos de objetos asociados al infinito matemaético

comprender el comportamiento del infinito en matematicas.

4.4.2. Respecto a las tipologias

Aunque en el apartado anterior se mencion6 que no se expone en los EBCM vy en los
DBAM una particularizacién clara del infinito actual y del infinito potencial, por lo pronto si
se puede inferir que se enfatiza mucho mas en el infinito potencial que en el actual ya que, si se
repasan los estandares y los derechos basicos para el area de matematicas en su totalidad existen
mas objetos asociados al infinito potencial que al infinito actual, para esclarecer y teniendo en
cuenta las categorias de analisis seleccionadas, la categoria comparacién y equivalencia de
conjuntos discretos y continuos, lo que se buscaba al seleccionarla era encontrar estandares y
enunciados que llevaran del infinito discreto al infinito continuo, mientras que con la categoria
divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores se buscaba era

encontrar estandares y enunciados en el corpus respecto a la unidad de analisis que trabajaran
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el concepto de infinitesimal, nimero real y en general encontrar elementos que llevaran a pensar

en el infinito actual.

De lo anterior, y teniendo en cuenta las frecuencias para cada una de las categorias se
puede inferir que, la tipologia del infinito que promueven los EBCM y los DBAM es la
potencial ya que, las frecuencias para la categoria comparacion y equivalencia de conjuntos
discretos y continuos son mucho mayores que las encontradas en la categoria divisibilidad
indefinida, iteracién e influencia de cotas superiores e inferiores, ya que los objetivos y
enunciados para la primera categoria de las nombradas buscan que el estudiante comprenda el
concepto de densidad del conjunto de los Q que se traslada a los R, lo anterior invita a trabajar
s6lo con conjuntos numerables, no obstante, le sigue faltando profundidad al concepto de
completez de los R en los referentes curriculares analizados ya que, los bajos valores de las
frecuencias para la categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores

e inferiores asi los corroboran.

4.4.3. Respecto a los fendmenos asociados

Dentro de lo que se pudo deducir del proceso de andlisis de contenido, se tiene que la
seleccién de las categorias de analisis fue acertada ya que, en los EBCM y en los DBAM se
tienen objetivos y conceptos asociados a éstas. Para la categoria 1 comparacién y equivalencia
de conjuntos discretos y continuos, se pudo vislumbrar que se realiza un énfasis importante en
estos documentos curriculares al concepto de funcion que como ya se ha expresado, es de suma
importancia para vincular algunos conceptos y registros propios de la teoria de conjuntos como
también para la comprension del concepto de biyeccidn entre dos conjuntos ya sea de puntos o

de nimeros.
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Para la categoria 2, la cual retine varios conceptos como el de inconmensurabilidad,
namero real, sucesion entre otros, se pudo vislumbrar en los EBCM y en los DBAM objetivos
que hacian alusion a tales objetos y conceptos matematicos, por ejemplo, se tienen la
comparacion de nameros, comprender la densidad del conjunto de los numeros racionales y la
representacion de un ndmero real en distintos registros semioticos, lo cual implica
comprenderlo e interpretarlo como fraccion continua que contribuye a entender la naturaleza y
particularidad del numero real, no obstante, no contribuye a entender el infinito actual ya que
para ello requiere de comprender la naturaleza del ultimo elemento de la sucesién a la que no
se le pueden asignar las mismas propiedades de los elementos que componen la sucesion, esto,
supone comprender el concepto de limite que conlleve al infinito actual para comprender entre
otras cosas que 0,9 = 1 como asevera Belmonte (2009) y Salat (2010) vy, se reinterprete la
acepcion del infinito como un proceso indefinido aunque sea en principio una interpretacion

provisional del mismo.

En consecuencia de lo anterior, se tiene que los fendbmenos en los que puede verse
implicado el objeto matemaético infinito en los referentes curriculares colombianos analizados
son, el de funcion y el de medida de nimeros, aunque, contradictoriamente en los DBAM a
diferencia de los EBCM no se encuentran enunciados explicitos o particularizados que puedan

ser propios del pensamiento métrico y sistemas de medida.

Sumado a lo anterior, se puede deducir de los resultados obtenidos, que los registros
semidticos mas usados en los referentes educativos curriculares analizados, esto es, lo registros
semidticos o de representacion en los que se pueden encontrar objetivos y enunciados
relacionados con el infinito matematico son el numérico, el geométrico y el algebraico-analitico

que corresponden al pensamiento numérico, pensamiento espacial y pensamiento variacional
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respectivamente, sin embargo, en los EBCM se pudo encontrar objetivos pertenecientes a los
pensamientos aleatorio y métricos donde se puede vincular el objeto matematico infinito en
comparacion con los DBAM, donde no se encontraron enunciados que se pudieran encasillar
en tales pensamientos, a su vez, segun los resultados obtenidos en el andlisis de contenido se
tiene que, el registro semidtico mas usado para representar el objeto matematico infinito es el
variacional contrario a las recomendaciones propuestas por los lineamientos curriculares MEN
(1998) en donde se indica introducir los procesos infinitos a través del registro semiotico

geomeétrico.

Como consecuencia de lo expuesto, una deduccién mas que se puede vislumbrar
conforme a lo que se ha mencionado de lo encontrado en los lineamientos curriculares para el
area de matematicas es que, ni los EBCM ni los DBAM tienen en cuenta en su totalidad las
recomendaciones respecto a los proceso infinitos indicadas por el MEN (1998) ya que, como
se puede observar en las primeras gréficas expuestas con anterioridad, que las frecuencias del
pensamiento espacial son pocas respecto a las encontradas en el pensamiento numérico y
variacional, lo cual indica una disociacion entre los documentos respecto al objeto matematico
infinito.

Asi mismo, al observar las mismas gréaficas se puede inferir que los EBCM tienen
mayores frecuencias en el pensamiento numérico contrario a los DBAM que tienen mayores
frecuencias en el pensamiento variacional, lo cual indica que, estos dos documentos no estan
equilibrados frente a los objetivos y contenidos que pueden ser asociados al infinito matematico,
ademas de lo descrito, también se puede aseverar que los EBCM estan mas equilibrados frente
a lo propuesto en los lineamientos curriculares para el area de matematicos respecto del infinito

matematico que los DBAM, a los cuales, se les visualiza una clara intension de priorizar los
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procesos infinitos a traveés del pensamiento variacional y sus sistemas asociados, esto,
contradice los argumentos propuestos en cada uno de los elementos del corpus seleccionado ya
que, segun los resultados aqui obtenidos se evidencia poca relacion y coherencia entre los

lineamientos curriculares, los EBCM y los DBAM.
5. CONCLUSIONES

Para finalizar este proceso investigativo, en este apartado se presentaran las
apreciaciones generales respecto a los objetivos planteados, asi como también se describira en
términos generales la posible respuesta a la pregunta planteada que ha encaminado esta

monografia y por Gltimo se daran a conocer algunas recomendaciones y alcances de la misma.

Conforme a lo descrito, lo primero que se abordara seran los objetivos especificos, a

saber:

e Construir un marco tedrico referencial para describir y caracterizar el objeto matematico
infinito que permita a su vez definir categorias y objetivos de referencia para el analisis

de contenido de los EBCM y DBAM en el ciclo V (décimo-undécimo).

Como se puede observar desde el capitulo segundo al tercero, se realiz6 un proceso
riguroso que permitiera establecer unos minimos recurrentes respecto a la ensefianza-
aprendizaje del objeto matematico infinito, estos minimos a su vez generaron la seleccion y
establecimiento de las categorias de analisis que como se puede observar en los resultados
obtenidos, las categorias seleccionadas estan en coherencia con lo propuesto en lineamientos
curriculares para el area de matematicas MEN (1998) respecto a los registros semioticos mas

utilizados para la ensefianza-aprendizaje del infinito matematico y respecto a los fenGmenos
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que contribuyen a introducirlo en la educacion media correspondiente a la unidad de andlisis

especificada para el anlisis de contenido realizado.

Asi mismo, este marco tedrico permitié la clarificacion conceptual necesaria para
reconocer y establecer algunos aspectos prioritarios que dan cuenta de la explicitacion del
objeto matematico infinito en el corpus de documentos curriculares colombianos seleccionados,
esto es, contemplar diversos argumentos que expresan la importancia de vincular desde la
educacion béasica y media dicho objeto, y a su vez permiti¢ identificar, la importancia que tiene
mantener ese equilibrio entre la particularizacion del infinito matematico en su doble acepcion

con su indisociable interconexion para la construccién conceptual del infinito actual.

Sumado a lo anterior, este marco tedrico también permitio abrir el campo de
conocimientos que se tenian previamente respecto al objeto matematico infinito y la ensefianza-
aprendizaje del mismo ya que, en el transcurso de su construccion se reconocieron distintas
interpretaciones, dificultades y problematicas que acarrea el estudio del infinito matematico en
los escolares tanto en la educacion basica como en la educacion superior, pero sin lugar a dudas,
el aspecto méas importante que se visualiz6 en este marco teorico es la latente influencia que
tiene el infinito matematico en la ensefianza-aprendizaje del calculo, ya que al ser su cimiento
debe ser un elemento clave sobre el que se debe hacer énfasis para realizar un tratamiento o por
lo menos establecer el choque cognitivo y contraintuitivo de corte epistemolédgico que
obstaculiza una mejor comprension de los procesos infinitos propios del célculo relacionados

en su mayoria con el concepto de limite.

En coherencia al orden propuesto, el siguiente objetivo especifico es:
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e Realizar un andlisis de contenido a los EBCM y DBAM en la unidad de analisis ciclo

V (décimo-undécimo) desde la apuesta teorica de Rico (2013).

Como se puede evidenciar en el capitulo tres, este objetivo fue desarrollado en su
totalidad de acuerdo a las dimensiones regresiva y reductora segun Rico (2013) propias del
andlisis de contenido, esto, se puede sustentar en todo el proceso que se realizo para la seleccion
de categorias, establecimiento de niveles y objetivos posibles de referencia ya que, esto permitid
desmenuzar el corpus de contenido respecto a la unidad de anélisis en elementos méas simples
que permitieran identificar la explicitacion del objeto matemaético infinito en los EBCM y

DBAM.

De lo expuesto cabe aclarar, que considerando lo propuesto por Rico (1997) respecto a
que los documentos curriculares al ser generales no pueden cobijar todos los saberes a ser
ensefiados en las aulas, esto, fue un detonante en el proceso de andlisis de contenido ya que las
primeras categorias y objetivos de referencia de estas categorias respecto a la unidad de analisis
tenian un caracter discreto que no permitia identificar los matices de la explicitacion del infinito
en los referentes ya mencionados, en consecuencia, se replantearon en el proceso de
construccién de esta monografia las categorias de analisis segun las recomendaciones didacticas
de diversos autores ya explicitados en el marco tedrico y a su vez se replantearon los objetivos
de referencia por elementos asequibles y posibles de encontrar como minimo en la matematica

escolar, lo cual, genero el analisis de contenido ya expuesto.

El tercer objetivo especifico de esta monografia se refiere a:
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% Identificar los registros semidticos del objeto matematico infinito de acuerdo a los
resultados del analisis de contenido en los EBCM y DBAM para el ciclo V (décimo-
undécimo).

Como se puede dilucidar en el capitulo cuatro, el analisis de contenido permitid
identificar que los EBCM y los DBAM promueven en su mayoria el infinito en potencia, lo
cual se puede sustentar al comparar las frecuencias obtenidas para la categoria comparacion y
equivalencia de conjuntos discretos y continuos con respecto a las frecuencias asociadas a la
categoria divisibilidad indefinida, iteracion e influencia de cotas superiores e inferiores siendo

las de la primera canteria mencionada mayores que las de la segunda.

A su vez, se pudo encontrar que en los EBCM los registros semiéticos predominantes
para representar el infinito matematico son el numérico y el geométrico, no obstante, en este
elemento del corpus respecto a la unidad de analisis se pudo evidenciar que existen estandares
de los pensamientos métrico, variacional y aleatorio que se pueden asociar al objeto matematico
infinito, mientras que en los DBAM se pudo evidenciar un predominio por registros semioticos
del pensamiento variacional para representar el infinito, esto sugiere que, existe un desequilibrio
tanto en los registros semioticos para representar el infinito como en la cantidad de elementos
de cada corpus que pueden asociarse al mismo por tanto, no se presenta una relacién estrecha

entre los DBAM y los EBCM.

Por ultimo el cuarto objetivo especifico expresa:

% Determinar si existe relacion entre los EBCM y DBAM respecto a los tipos de

representacion del objeto matematico infinito.
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De los resultados obtenidos a través del analisis de contenido se pudo determinar que,
las representaciones mas utilizadas en los EBCM son las numéricas y las geométricas siguiendo
las recomendaciones didacticas propuestas por el MEN (1998) en los lineamientos curriculares
para el area de matemaéticas, asi mismo y aunque no con la misma frecuencia, se vislumbran

representaciones algebraicas-analiticas.

En contraste, en los DBAM se observa un predominio por las representaciones
algebraicas-analiticas y geométricas, esto, sugiere como se puede constatar en el capitulo cuatro
que los EBCM y los DBAM no estan equilibrados respecto a los registros semioticos para
representar el objeto matematico infinito ni tampoco llegan a un acuerdo respecto a lo que se
pretende que aprenda el estudiantes frente al infinito matematico ya que, como lo evoca Neira
(2012) el exceso del registro algebraico-analitico en el proceso de ensefianza del infinito y del

calculo obstaculiza una mejor comprensién de los objetos matematicos asociados al calculo.

A su vez, estos resultados permiten deducir que respecto del objeto matematico infinito
en la unidad de analisis seleccionada se vislumbran pocos puntos de concordancia entre los
LCM, los EBCM y los DBAM ya que, la apuesta de ensefianza-aprendizaje de los LCM busca
que el estudiante tenga contacto con el objeto matematico infinito desde registros que permitan
vincular la intuicion como detonante para la comprension de dicho objeto matematico tal y
como se manifiesta en la apuesta tedrica de Belmonte (2009), que pasa de representaciones

geomeétricas a las numéricas para por ultimo llegar a las algebraicas-analiticas.

En coherencia, se puede concluir que tanto los EBCM como los DBAM contradicen su
apuesta que asevera estar en concordancia con lo propuesto en los LCM, en consecuencia,
pensar una relacion transitiva entre los LCM, EBCM y DBAM es equivoco respecto al objeto
matematico infinito, sin embargo, se debe mencionar que los EBCM tienen mayor relacion con
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LCM vya que existen estdndares en el pensamiento numérico y espacial que sugieren que los
EBCM consideran lo propuesto en los LCM; a su vez, otro argumento que contribuye a resaltar
esta relacion entre los LCM y EBC se vislumbra en los estandares de los pensamientos métrico,
aleatorio y variacional que se caracterizaron en el analisis de contenido, mientras que en los
DBAM el predominio por los registros algebraicos-analiticos nubla toda relacion con los LCM
y EBCM, por tanto, los estandares basicos de competencias para el area de matematicas en la
unidad de analisis seleccionada frente al infinito matematico estan mas equilibrados que los

DBAM con respecto a los LCM.

Otro elemento que refuerza la poca relacién entre los EBCM y los DBAM es que, estos
ualtimos no tienen en cuenta en su estructura la coherencia vertical y horizontal que tiene la
estructura de los EBCM, esto, es tal vez la causa de divergencia de los propositos entre los
estandares y enunciados respecto al objeto matemaético infinito en la unidad de analisis

seleccionada.

Habiendo expuesto las conclusiones frente a los objetivos especificos establecidos en
esta monografia, a continuacion se presentaran conclusiones respecto al objetivo general para

continuar de manera inductiva el desarrollo de este capitulo final, a saber:

% Develar la existencia de especificidad del objeto matematico “infinito” y su tipologia en
los EBCM y DBAM respecto a la unidad de analisis ciclo V (décimo-undécimo) conforme

a los resultados del andlisis de contenido realizado.

Desde el mismo momento en que se empezd a pensar y construir este trabajo de grado,
se fueron reconociendo tres aspectos fundamentales para la condicion de especificidad del

objeto matematico infinito en los referentes educativos curriculares colombianos seleccionados
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para el analisis de contenido que son, la particularizacion del objeto matematico infinito y la
importancia de su papel en el proceso de ensefianza-aprendizaje no solo del mismo sino para el
calculo en la educacién bésica y media, y por ultimo, las recomendaciones didacticas para su

ensefianza-aprendizaje.

Para esclarecer precedente, respecto a la particularizacion del objeto matematico infinito
segun lo analizado en el marco teorico y en el analisis de contenido realizado es importante
distinguir el infinito potencial del infinito actual, no obstante, segun lo investigado, para una
comprension del infinito actual se hace necesario considerar ambos simultdneamente sin que
esta doble acepcion cause choques cognitivos y desequilibrios ya que esta es la naturaleza del
infinito en matematicas, aunque cabe aclarar, su proceso de ensefianza-aprendizaje parte de lo

intuitivo y lo contraintuitivo.

Respecto al segundo aspecto, es decir, respecto a la importancia de su papel en el
proceso de ensefianza-aprendizaje del mismo y para el calculo se tiene que segun lo investigado,
al ser el infinito un obstaculo epistemoldgico y base del célculo, es necesario dedicar parte del
proceso escolar al tratamiento de tal obstaculo, con el proposito de gestar las bases para una
mejor comprension de los objetos matematicos del calculo y tratar de evitar las practicas de

ensefianza gue reducen tales objetos matematicos a lo algebraico al menos tedricamente.

Por ultimo, respecto a las recomendaciones didacticas para la ensefianza-aprendizaje del
objeto matematico infinito segun lo investigado se tiene que, es importante partir de la intuicion
para llegar a contradecirla, lo cual, es un detonante para el aprendizaje, a su vez, es necesario
reconocer que cada uno de los registros semioticos para representar el objeto matematico
infinito y del calculo acarrean sus propias dificultades y contradicciones que no son excusa para
eliminar del curriculo colombiano el infinito en la educacion basica y media. Asi mismo,
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identificar que los registros semidticos numéricos y geométricos son fundamentales para

introducir el objeto matematico infinito.

Entendiendo y conjugando estos tres aspectos es posible vincular en la matematica
escolar el objeto matematico infinito ya que, permiten generar rutas de ensefianza-aprendizaje
para la construccién del infinito matematico y mitigar como lo expresaria Neira (2012), la
desercidn escolar en la educacion superior y los problemas de incomprension tanto en la basica-

media como en la educacion superior.

En relacion a lo descrito se tiene que, respecto a la particularizacién del objeto
matematico infinito segun los resultados obtenidos a través del analisis de contenido realizado,
en los EBCMy en los DBAM no se vislumbra una diferenciacion explicita del infinito potencial
y del infinito actual, ya que los estdndares y enunciados caracterizados en el andlisis de
contenido no guardan un equilibrio respecto a los pensamientos a los que se les vincul6 ni a los
propdsitos en si mismos, un ejemplo de ello se vislumbra, en el estdndar que se expresa como
(Reconozco la densidad e incompletitud de los numeros racionales a través de métodos
numéricos, geométricos y algebraicos) en comparacién con el enunciado que dice (Comprende
que entre cualesquiera dos numeros reales hay infinitos nameros reales.), claramente en los
estandares se busca la comprension del concepto de densidad y a su vez sugiere identificar la
enumerabilidad del conjunto de los @ (infinito potencial) mientras que en los derechos basicos
de aprendizaje se asume que el nimero real ya ha sido construido y a su vez sugiere que se ha

comprendido el concepto de completez del conjunto de los R (infinito actual).

Respecto a la importancia de su papel el en proceso de ensefianza-aprendizaje, se
vislumbra segun los resultados que ni en los EBCM ni en los DBAM se explicita la importancia

de dicho objeto matematico en la ensefianza-aprendizaje del célculo y la variacion. Respecto a
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las recomendaciones didacticas, en ninguno de los corpus de contenido seleccionados se
expresan alusiones a los registros semidticos a utilizar en la ensefianza-aprendizaje del infinito
matematico ni tampoco las dificultades que acarrean cada registro y la intuicion en el proceso

de aprendizaje.

En consecuencia, se puede dar una posible respuesta a la pregunta que encamind esta
pesquisa investigativa, esto es, que en la unidad de andlisis seleccionada respecto al objeto
matematico infinito en los EBCM y en los DBAM, no se encuentran alusiones explicitas y
claras que permitan el transito del saber a ensefiar en saber didactizado para la comprension del
infinito matematico como elemento importante en la construccion de un puente entre el algebra
y el célculo, esto indica, que al igual que en los objetos matematicos del célculo, el objeto
matematico infinito se observa como una caracteristica de los conceptos del céalculo més no
como un objeto propio que al igual que la mayoria de los objetos del célculo se ensefia-aprende

a través de otros registros y conceptos como el de funcién, conjuntos etc.

Lo anterior sugiere, en términos de la relacion docente-curriculo respecto al objeto
matematico infinito que, la responsabilidad de vincular o no este objeto al curriculo colombiano
recae en los docentes, quienes deben realizar una lectura critica y aguda de los referentes
educativos curriculares para vislumbrar lo que éstos no explicitan ya que, aunque no sea
evidente el objeto matematico infinito en tales referentes, entre tanto, si existen elementos que
pueden ser guiados hacia la comprension del infinito matematico y que desde lo propuesto en
esta monografia es necesario realizar, ya que como lo expresa Artigue (1995), tratar de evitar
las dificultades y obstaculos que conlleva el aprendizaje de los conceptos del calculo y entre

estos el infinito matematico a través de su algebrizacion, contrario a tratarlos los refuerza.
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En consecuencia, es imperativo, desde las instituciones de educacidn superior que
ofrecen programas de pregrado para la formacion de docentes de matematicas, realizar reformas
en las que se vincule el estudio critico del curriculo de matematicas colombiano, donde se
reconozca su generalidad y lo que implica para los futuros docentes de matematicas realizar
una lectura critica del curriculo para configurar unidades didacticas y mallas curriculares
conexas en cuanto a los saberes a ser ensefiados en los ciclos escolares y grados especificos que

permitan mitigar los desarrollos lineales del curriculo como lo sugiere Bertoni (2009).

A su vez, es importante para el mejoramiento de la educacion matematica y en especifico
para la ensefianza-aprendizaje del célculo la vinculacion de cursos para los futuros docentes
donde se expongan las dificultades, obstaculos, los registros semidticos etc. Incluir apuntes de
cémo el objeto matematico infinito, puede ser uno de esos elementos importantes a la hora de

comprender los conceptos propios del calculo.

Con lo expuesto hasta el momento se ha logrado identificar que, entre los referentes
educativos curriculares colombianos respecto al objeto matematico infinito no muestran una
estrecha relacion, asi mismo, se pudo identificar que la falta de equilibrio entre los EBCM y
DBAM puede ser porque, los derechos basicos de aprendizaje para el area de matematicas no
tienen en cuenta la coherencia vertical y horizontal de la estructura de los estandares basicos de
competencias para el area de matematicas, como tampoco tienen en cuenta los cinco tipos de
pensamiento matematico propuestos en los lineamientos curriculares para el area de

matematicas establecidos por el (MEN, 1998).

Con base en los resultados de esta monografia, se comprende que debe promoverse una
reforma de los referentes educativos curriculares actuales para que la falta de interconexion
entre los mismos, no obstaculice los procesos de transposicion didactica, en especifico, para la
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transformacion del saber a ensefiar en saber didactizado. Considerando que cada uno de los
referentes educativos curriculares colombianos analizados busca que el profesor a traves de su
saber profesional proponga desarrollos curriculares no lineales que tengan como base lo
propuesto en los mismos, pero, como ya se expreso, esta inferencia debe estar acompafada de

reformas tanto en las licenciaturas como en los referentes curriculares.

Para finalizar, se debe expresar que esta monografia ha permitido reconocer campos
poco abordados en la investigacion en educacién matematica como los son, el mirar,
comprender y profundizar en el campo de la educacion matematica en Colombia, desde el
analisis de los referentes educativos curriculares colombianos y los minimos didacticos
establecidos para el transito aritmética-algebra y el importante papel de la historia en los

Mmismos.
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ANEXOS
Anexo 1

Ejemplo historico expuesto por Galileo Galilei, a saber:
Sea f(n) = 2n con n € N, esta funcion asi definida es una aplicacion de N —» P, donde
P = {conjunto de los nimeros pares} y P c N, ahora bien, segun la definicion de funcion
biyectiva presentada con anterioridad se tiene que a cada n del dominio N le corresponde un f(n)
en el codominio P por tanto y a su vez cada f(n) del codominio es imagen de un elemento n de

dominio N por tanto cumple la condicidn de biyectividad para esclarecer:

f) =2n f()

£ = 2(1) = ,
F(2) =2(2) = "
F(3) =203) = 6
fh)=200= 2k

flk+1) =2k+1) 2k+1
Teniendo en cuenta lo anterior y por la definicion 9-1 el conjunto P~N en consecuencia
por la definicion 2 el conjunto N es infinito ya que P ¢ N y como cada elemento n € N tiene
una imagen f(n) € P entonces por la definicion 9-3 P es enumerable y tiene mismo cardinal
N, del conjunto N.
Por otro lado supdngase que el intervalo [0,1] es numerable, al ser numerable cada uno
de los nimeros comprendidos entre el 0 y el 1 se pueden poner correspondencia biunivoca con

los N por tanto [0,1]~N entonces:



(1 0,11011235...
0,24103678 ...
0,30147885 ...
0,41596088 ...
0,56882011 ...
0,67301265 ...
0,71101188 ...
\8 0,85012677 ...

NOULAWN

Ahora tomense cada digito de la diagonal y simesele 1 a cada uno respectivamente y
formese el niUmero x entonces:

(1 0,11011235...
0,24103678 ...
0,30147885 ...
0,41596088 ...
0,56882011 ...
0,67301265 ...
0,71101188 ...
\8 0,85012677 ...

NOULHAWN

x = 0,25203398 ...

Ahora bien el nimero x debe estar dentro del intervalo [0,1] la cuestion es en qué
posicion de la lista, si x estuviera en el n-ésimo lugar no seria cierto debido a que éste seria por
definicidn distinto, pues es una unidad mayor que el n-ésimo lo cual implica que x no ha sido
contemplado en el listado por tanto se llega a una contradiccion puesto que se rechaza la

hipotesis de que [0,1]~N ya que x no esta en [0,1] en consecuencia, [0,1] no es numerable.

Anexo 2

En el mismo contexto geométrico se puede analizar un ejemplo de division indefinida
sobre un segmento inconmensurable producido por la diagonal de un cuadrado de lado unidad
donde la diagonal tiene magnitud /2.

v Constrayase un cuadrado ABDC de lado 1, estoes, AB = BD = DC = CA =1,

luego tracese el segmento AD que es la diagonal del cuadrado ABDC.



v" Seguido por la relacion pitagdrica se tiene que ¢? = a? + b? sustituyendo
a=1,b=1yc = AD entonces
(AD)? = 1% + 12
Luego (AD)?=1+1
Por tanto (AD)? = 2
Luego AD =2
Ahora bien qué es v/2, una primera aproximacion a los nimeros reales es tratar de medir
a través del algoritmo de Euclides el ndmero irracional /2, el proceso geométrico respectivo

para la medicion de este segmento de magnitud inconmensurable /2 es:

= Por la [pro 2, libro 1] de Euclides trasladese el segmento AC sobre AD intersecando en
un punto F, luego AD = AF + FD.

= Assuvez por la[pro 2, libro 1] trasladese el segmento AD sobre la prolongacion hacia la
derecha de AC intersecando en un punto E, luego AD = AC + CE.

= Por construccion se tiene que AB = BD = DC = CA = AF y AD = AE por ser radios
de la misma circunferencia luego AF + FD = AC + CE en consecuencia FD = CE y
por la [pro 4, libro 1] se concluye que los triangulos AACD = AAFE son iguales e
isdsceles asi mismo tracese FE = AB =BD =DC =CA=AF vy llamese I la

interseccion entre DC y FE.

= Seguidamente por el algoritmo de Euclides se tiene que % = AF + % posteriormente

por el mismo algoritmo y teniendo en cuenta que FD = CE se tiene que % = % =

CG +GH + 22
CE



= Seguido por la definicion de iteracion que se presentd con anterioridad se repite el
proceso se repite el mismo proceso inmediatamente anterior en una escala con menor
magnitud, esto es, teniendo en cuenta que por la [pro 5, libro I] FI =IC y DI = IE
respectivamente yasuvez FD = FI = IC = CE = CG = GH.

= Luego por la [pro 2, libro 1] trasladese el segmento FI sobre el segmento FE = AC por
construccion intersecando en el punto J entonces FD = FI = IC = CE = CG = GH =
I] en consecuencia AC =CG + GH + AH es igual a FE=FI+1]+]JE por
construccidn, en razon a lo anterior AH = JE pero al ser CE = I] por la trasladese CE
sobre IE que interseca en un punto K, en consecuencia AG = GH + HA; IE = 1] + JE
y IE = EK + KI son iguales, estoes, AG = IEyasuvezGH + HA=1] + JE = EK +
KI son iguales respectivamente y por tanto HA = JE = KI.

= Seguidamente, por la [pro 2, libro 1] trasladese IE sobre AE intersecando en un punto

L, en consecuencia, IE = KE + KI esigual a LE = CE + LC luego KI = LC y por el
. . . CE NE
algoritmo de Euclides se tiene que i CM + MN + o

= Conforme a lo anterior y de acuerdo a la definicion de iteracion (autosemejanza) ya
expuesta este proceso se puede realizar indefinidamente con el mismo patron de
construccién y medicién llevandonos a obtener siempre un resto con magnitud cada vez

menor, en particular desde esta construccion los restos sucesivos son FD, AH, NE.

Anexo 3

Demostracion del teorema 6

Supdngase que se tiene el namero racional %, con d # 0. Por el algoritmo de Euclides

existen nimeros naturales a, Y r; tales que:



c=da,+1r, con0<nr <d
Donde a, es el cociente y r; es el residuo de dividir ¢ entre b.
Si r; es diferente de cero, se reitera el proceso tomando como dividendo el divisor y
como divisor el residuo de la anterior division, de esta manera se tiene sucesivamente:
d=na,+r, con0l<nr<n
n=raz+r; con 0<rz<n

T, =130, +1,c0n0<1,<713

Tpegz =Tp_2Qp_1 + T con0 <1, <Ty,_s
Tpep = Tp_1ap +1, con0=r,
Para obtener la fraccion continua correspondiente a la fraccion g, se divide la primera

igualdad entre d:

c +r1
—=aqa p—
d- 1t da

E iterando el proceso anterior las demas igualdades se dividen entre ry, 15,13, ..., T—2 Y

T,—1 respectivamente obteniéndose:

d T
L] L]
T3
rn=az+—
T
L
T'z - a4_ + -
T3
Tn-3 Th-1
=0an-1 +




= an
Th-1

Ahora se debe conseguir que el numerador de cada fraccion sea 1y se logra si se divide
su numerador y denominador entre el numerador, esto es:

c o
E—a1+g—a1+z

n

Finalmente sustituyendo cada fraccion parcial por su equivalente se obtiene:

c + 1
_=a1
1
d a, +
az +—a;
1
an

Que era lo que se queria demostrar, a su vez el proceso inverso es cierto, esto es, toda

fraccion continua finita simple representa un nimero racional, en particular para la fraccion:

a; +
b,

az + —b

23

as + a,

Se realizan las operaciones correspondientes de forma parcializada obteniéndose:

by _ a;[az(azay + bs3) + bya,] + by(azay + b3)
_ by a(azay + b3) + bya,

Anexo 4

Supéngase que AD =2 = s entonces, esto es, existe un nimero racional §taI que su

2
cuadrado es igual a 2, es decir, (AD)? =2 = Z_Z’ asi mismo se debe supone que p y g no tienen

factores en comdn, pues de tenerlos podrian ser cancelados desde el primer momento, luego



multiplicando a ambos lados de la igualdad por g2 se tiene que 2q% = p? por lo cual p? es par
en consecuencia p a su vez debe ser par, hagase p = 2r, sustituyendo en la ecuacion p por 2r
se obtiene 2¢% = (2r)? por tanto 2q? = 4r, dividiendo a ambos lados por 2 se obtiene g2 =
27 en consecuencia g2 es par y asi mismo g debe ser también par, lo cual es una contradiccion,
puesto que si p y q son pares tienen factores comunes y en consecuencia existiria un racional

con expresion como fraccion continua finita tal que su cuadrado sea igual a 2 lo cual no es

cierto, por tanto no existe ningln s cuyo cuadrado sea 2.
Anexo 5

., .. ., n? L.
Sea la sucesion definida por la expresion a,, = o conn = 1, algunos términos de la

sucesion son:

6% 36

% =2 o

1 9 25 36 -z
Entonces -, 1,-,1,2>,— ... como se puede observar para cuando n > 3 la sucesion ay

parece decreciente, para ellos se debe recurrir a lo siguiente:



a, > a,., entonces

n? (n+1)>?

— > ————— multiplicando por

1
271 2n+1 2n+

en ambos lados

(2n+1)n2 (2n+1)(n + 1)2
271 > 21‘L+1

por propiedades de los exponenetes

2"2n? S 2"2(n + 1)? l
2n 2n2

uego

2n? > (n + 1)? descomponiendo el binomio al cuadrado
2n? > n? + 2n + 1 restando n en ambos lados
2n? —n? >n? —n?+2n+1luego
n? > 2n + 1 restando 2n en ambos lados
n? —2n > 2n—2n + 1 luego operando y factorando
n(n —2) > 11lo cual es cierto paran > 3
tomese n = 3 entonces 3(3 — 2) > 1luego
3>1

Anexo 6

Definicion 6
Dada unaserie Yp=; a, = a; + a, + a3 + ---, denotese con S,, su n-ésima suma parcial,

entonces:
n
Sn=z a,=a,ta,+az+--+ay,
i=1
Si la sucesion {S, } es convergente y el lim S,, = S existe como namero real, entonces
n—-oo
la serie ) a,, se llama convergente y se escribe

n
a;ta, tazt+a,+--+a,+--=S OZ a; =S
=1



Donde el numero S se denomina suma de la serie. Por otro lado si la sucesion {S,} es
divergente, entonces la serie infinita es divergente. De acuerdo a lo anterior se tiene la siguiente

igualdad:

co n
Z a, = lim Z a;
n—-o0o
n=1 i=1

Ahora bien un ejemplo importante para entender el concepto de infinito es la serie

geomeétrica, esto es:

at+ar+ar?+ard+--4ar® 4. = n-t

ar cona#0

Nk

1

S
1l

Entonces cada término se obtiene del anterior multiplicando por la razén comdn r. Si

r =1 entonces, S, =a+a+a+:-=an— too. Como lim S,, no existe en consecuencia

n-00
la serie geometrica diverge, pero, si v # 1 entonces:

S, =a+ar+ar?+ard+ -+ ar™ ! multiplicando por r

rSp=ar+ar’+ard+art*+--+ar™ !+ ar®
restando ambas igualdades se tiene
S, —1rS, =a—ar™ factorando
S;(1—r)y=a—ar™
dividiendo por (1 —71)

a—ar"
Sp = = factorando el numerador
-r

a(l—rm)
R g



. . . 1 1\" . 1\
De lo anterior se tiene que si r = — con k + 0 entonces r™ = (;) luego lim (E) =

n—-oo

., (1\" .. . .
0 ya que conforme n — oo la razon (E) tiende a 0 ya que lim k™ = oo, en consecuencia de lo
n—-0o

anterior:

Del anterior analisis surge el siguiente teorema:
La serie geométrica

oo
Z ar*l'=a+ar+ar*+ardi+--+ar™t 4+

n=1

Es convergente si |r| < 1y susuma es

(o]
a
z:ar"_1 =T con r] <1

n=1

Si |r| = 1 entonces la serie geométrica es divergente.



