CONSTITUCION DEL OBJETO FRACTAL EN UN GRUPO DE ESTUDIANTES
DEL CURSO TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA EN UN EXPERIMENTO DE
ENSENANZA

BRIANNA LORENA DIAZ BARRETO
LICETH ANDREA CASALLAS HERNANDEZ

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
BOGOTAD.C
ANO 2016-I



CONSTITUCION DEL OBJETO FRACTAL EN UN GRUPO DE ESTUDIANTES
DEL CURSO TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA EN UN EXPERIMENTO DE
ENSENANZA

BRIANNA LORENA DIAZ BARRETO
LICETH ANDREA CASALLAS HERNANDEZ

MONOGRAFIA PARA OPTAR POR EL TiTULO DE LICENCIADAS EN
EDUCACION BASICA CON ENFASIS EN MATEMATICAS

JAIME HUMBERTO ROMERO CRUZ

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
BOGOTAD.C
2016-|



Dedico este primer logro a mi hermosa madre quien con su esfuerzo,
apoyo y dedicacion me ha brindado mas de lo que he podido desear. Mil

besos y abrazos.

Liceth Casallas H.

Dedico de todo corazén este trabajo a mi madre por ser a lo largo de toda
mi vida madre y padre, brindandome un amor incondicional y siempre

apoyarme para salir adelante.

Brianna Diaz B.



AGRADECIMIENTOS

Agradecemos principalmente a Rosalba Hernandez y Maribel Diaz, nuestras
madres, quienes a lo largo de nuestras vidas han cumplido el papel de madre y
padre, por su apoyo al darnos siempre palabras de aliento para culminar esta
primera etapa de nuestras vidas, también por ser complices y patrocinadoras de

nuestras locuras.

A nuestro director de grado Jaime Romero, quien nos abrié las puertas de su
casa, dedic6 tiempo y esfuerzo, convirtiéndose en nuestro guia y en un ejemplo a
seguir en cuanto a la dedicacion, profesionalismo en la labor docente, en especial
en hacer las cosas con gran pasion. Esperamos que los tintos generadores de
nuestras reflexiones de la vida y de la educacion a lo largo de estos afios de

trabajo, no sean los ultimos.

A nuestros compafieros de la carrera por compartir este largo camino, en especial
a Aura y Claudia con quienes compartimos absolutamente todas nuestras

experiencias, convirtiéndonos en grandes amigas y compafieras de estudio.

Finalmente a toda la comunidad LEBEM, a todos los profesores que nos formaron
a lo largo de este proceso, brindandonos sus conocimientos y sus consejos,
ademas de alentarnos para ser docentes innovadoras y transformadoras en la
educaciéon. A los estudiantes del curso transicion aritmética algebra 2015-1, por
darnos la oportunidad de desarrollar esta investigacion, por su colaboracién y

participacion, esperamos volverlos a ver en otro momento.



CONTENIDO

Pag.

RESUMEN . ..ottt e et e e et e e e e et e e e e et e e e e et e e e e at e e e e et s e eeeneans 11

N = 1S T I ¥ A o N 12

INTRODUGCCION ... oottt ettt ettt ee et e et e et e et e e aae st e etesetessanereesneeaneesreesneas 13

1. JUSTIFICACION ...ttt ettt ettt e e st e et e et e s e eaeesaaeeeeas 14

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION .....coiitiiitieceeecie ettt 17

B, OBIET IV O S . 21

3.1 OBIETIVO GENERAL ..ottt e et a et e e e e eans 21

3.2 OBJIETIVOS ESPECIFICOS ...ttt ettt 21

4. MARCO TEORICO- METODOLOGICO ......ccuiiieiecieiee e 22
4.1 Aspectos conceptuales de la metodologia de investigacion en relacion con la

Propuesta de aPrENUIZAJE ... ..cceeeeiieeeiiice e e et e e e e e e e e e e e e e e e arar 23

- 4.1.1 Metodologia de investigacion: .............ccceeiiiieeiiiiiiiiie e 23

- 4.1.2 Fenomenologia didACHICA: ..........ccceviiiiiiiiiii e 24

- 4.1.3 Fenomenologia del objeto fractal:................cccoeriiviiiiii i, 26

4.2 ASPECtOS MELOUOIOGICOS. .. . uvveeeiiieeeiiiiiiee ettt e e e et e e e e e e eeae s 31

- 4.2.1 DiseN0 de SItUACIONES: .......uuuuiiieieeeeieeeiiiie e e e e e e e e e s 31

- 4.2.2 Generacion y analisis de datOS..........ccceeviiiiiiiiiiiiiiiee e 34

- 4.2.3 Actividades realizadas para el desarrollo de la propuesta............... 35

- 4.2.4 Metodologia de Clase..........cccevvviiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e 36

5. DESARROLLO DE LA PROPUESTA DE APRENDIZAJE ........cooviiiiiiieiieeeea e, 38

ST ST (U Vo o ) o PRSPPI 39

SIS 1 LU= Yo (o ] o PP 57

ORI | (U 1= Toi (o] o T TR 72

I ST U= Vo (o ] o PP 78

6. CONCLUSIONES ... ..o e e e e e e et e e e et e e et e eeeas 91

7. RECOMENDACIONES. ... .co i e e r e e et e e et e e et e e eaneees 103

ANEXO 1 SIHUACION L.ouiiiiiiiieiiiieeeeiee ettt e e e e e e e e e bbb e e e e e e e e e e ear bt aaaeeeeas 105



YN A1) (O IS 11 T= Yo [0 2P 106

ANEXO B2 SHUBCION 3 .oeeei et ettt 107
YN 1Sy (O I =1 (= ot [0 o 1 T 108
8. BIBLIOGRAFIA ...t e e e e e et e e e e e e e e e e e e e e aeaeens 110



LISTA DE ILUSTRACIONES

llustracion 1: Fenomenologia del objeto fractal..............ccccvviiiiiiii e, 31
llustracion 2: Estructura de la propuesta de aprendizaje ...........cccoeecvvvveeeeeeeennnnnne 33
llustracidon 3: Nivel SItUACIONAL............cooviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeee e 46

llustracion 4: Objetos mentales requeridos en la situacion y la manera en que se

(o0 ] 1S 11 (1 )= o SRR 55
llustracién 5: Procedimientos empleados en la solucion de la situacion................ 64
llustracidn 6: Etapas de constitucion en los estudiantes. .........ccccccvvvvvvveeiieieeeeennnnn. 94
llustracion 7: Constitucion del objeto fractal en la propuesta de aprendizaje......... 95
llustracion 8: Razonamientos Empleados por los estudiantes...........cccccccceeeeeeeenn. 98

LISTA DE IMAGENES

1 g =0 T o N PP 40
1 = Vo 1< o 2 PP 42
1 = Vo [ o G 2 PP 42
1 g =0 T o 1 PP 42
1 g =T T o I PP 42
1 = Vo 1< o 1 T PP 42
1 = Vo 1< o AP 46
IMAGEN B ...ttt 47
IMAGEN O .. et 48
1 = Vo 1< o 0 O PP 48
1 = Vo 1< o 0 PP 48
[ g F=To [T o N TP 48
[ aE=To [T o I R TP 48
1 = Vo 1= o 0 P 50
1 = Vo 1= o 0 P 50
T aE=To [T o I G TP 51
1 g =0 T o 0 PP 51


file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842722
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842725
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842815
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842821
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842822
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842828
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842829
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842830

TagFoTo =T o I PP PP PR 51

TagFoTo =T o I R TP 51
1 = To 1< o 2 O PP 53
1 = Vo 1< o 2 PO 54
IMAGEIN 22ttt e e e et e e e e et e e e e e e e e e ra s 56
T g FoTo =T o I TP 57
IMAGEN 24 ..ottt e e e e aaan 57
1 = Vo [T o 24 PP 59
IMAGEN 26 ...t e e e e 59
IMAGEN 27 ..ottt e ettt 59
IMAGEN 28 ... it 59
IMAGEN 29 .. e 59
IMAGEN B0 .. e 61
[ aE=To [T o I TP 61
1 = Vo [T 0 G 3PP 61
1= Vo [T G 2 PP 62
IMAGEN 34 ...ttt 62
IMAGEN 35 ..t e e 63
IMAGEN 36 ..ot 65
1= Vo 1< o G PO 65
T = Vo T G 1 PP 66
IMAGEN 3O ..t 66
IMAGEN 4O ... et 66
1 = Vo 1< o o P 67
1 = Vo 1= o P 68
IMAGEN A3 ...ttt e et 68
IMAGEIN 44 ...t 69
1= Vo 1= o P 69
1= Vo 1= o R P 69
1 g =T T o I PP 70


file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842834
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842835
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842836
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842837
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842838
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842844
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842845
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842846
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842847
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842848
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842849
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842850
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842851
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842852
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842853
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842854
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842855
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842856
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842857
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842858
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842860

IMAGEIN 48 ...t e et e e et e e e e e e e e e e e e e ra s 69

IMAGEN 4O ... e ettt e et e e e e e e e e ra s 70
1= 1o 1< 1R O PP 71
1= 1o 1< o 1R PP 71
Ta g FoTo =T o IR )PP 73
T g FoTo =T o 2 TP 73
1= 1o 1< 0 1R 7 PP 74
1= 1o 1< 1R 1 T PP 74
IMAGEN 56 ...t 75
1 g =TT o I PP 76
IMAGEN 58 ..ot 77
IMAGEN 5O ..t 79
IMAGEN B0 ... et e et 80
IMAGEN BL ...t e e e 80
1 = Vo [ o 1 12 PP 81
1= Vo [ 0 1 2 PP 81
IMAGEN B4 ... et e et 82
IMAGEN B5 ... et e e 82
IMAGEN B0 ... ettt 84
1 = Vo 1< o 1 3PP 84
T = Vo 1< 1 PP 85
IMAGEN B ...t 86
IMAGEN 70 ..t e e et et e e 87
1 = Vo 1< o I PP 88
1 = Vo 1= o P 88
[ aE=To [T o A SRR 88
IMAGEIN 74 ...t e et e e e e 89
1 = Vo 1= o 4 P 90
1= Vo 1= o T P 90
IMAGEN 78 ..ttt e e e et n e e e e e e e e n e 92


file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842864
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842865
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842866
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842867
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842868
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842870
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842871
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842872
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842873
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842874
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842875
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842876
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842877
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842878
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842879
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842880
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842881
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842883
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842884
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842885
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842886
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842887
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842888
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842889
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842890

T g FoTo =T o I A PP 92

TaaFoTo =T o IR 1O PP 92
1= o 1< o 1 PP 93
1= o [T 0 1K 2 PP 93
IMAGEN B3 ... e 93
IMAGEIN B4 ...ttt e et e e e e e e e e e e aa s 96
[ = (o 1< 0 1R 1T PP 96
1= To 1< 1R LG T PP 96
IMAGEN 87 ...t 99
IMAGEN B8 ... 102

LISTA DE CUADROS

Cuadro 1: Evidencias de los criterios de semejanza, tarea l .........ccccceeeeveeeeeennnnnns 41
Cuadro 2: Enunciacion de porporcionalidad ................ccuuviiiiiiieeeiiieiiicine e, 48
Cuadro 3: ODbjetO COIMESPONUECIA ......uuuuuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitei bbb 51
Cuadro 4: Construcciones de |0S grUPOS .........uuuuuuuuumummiiiiiiiiiiiiiiiineiiinieieeeeeeeeeaeans 58
Cuadro 5: Relaciones entre [0S tHANQUIOS ........coooeeeiiiiiiiiici e 69
Cuadro 6: Procesos de matematizaCion. ................euuuuueuuimimimiiiiiiiiiiiiiinnneennnenenn. 92

10


file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842895
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842900
file:///C:/Users/ACER/Dropbox/TESIS%20Lorena-%20Liceth/CasallasHernandezLicethAndreaDiazBarretoBriannaLorena%20(Los%20cambios%20de%20Jaime%202016-03-04).docx%23_Toc444842901

RESUMEN

El presente trabajo pretende describir los resultados de investigacion allegados
por un par de estudiantes para profesoras de mateméticas, sobre la constitucion
del objeto fractal llevada a cabo por un grupo de estudiantes. La propuesta de
aprendizaje se desarroll6 en el espacio de formacion transicion aritmética algebra
del proyecto curricular LEBEM de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas, en un ambiente de aprendizaje disefiado teniendo en cuenta la
fenomenologia didactica propia de la corriente didactica de educacion matematica
realista. Los resultados son obtenidos mediante el uso de la metodologia de

investigacion experimento de ensefianza.

Para el desarrollo de la propuesta de aprendizaje se realiz6 el disefio de cuatro
situaciones desarrolladas con los estudiantes del curso transicion aritmética
algebra durante el periodo académico 2015-I; dicho espacio de formacién cuenta
con una intensidad horaria de 6 horas semanales; la propuesta es aplicada
durante 9 semanas y las cuatro situaciones disefiadas se desarrollaron
consecutivamente. Los datos se generan a partir de la informacion recolectada
desde los informes entregados por los estudiantes y a partir de algunas
observaciones de clase realizadas por las investigadoras. El analisis de los datos
es realizado teniendo en cuenta las caracteristicas del objeto fractal a constituir
paulatinamente en cada situacion; en relacion con la manera en que emerge, la
atencién se focaliza en el uso y aplicabilidad que los estudiantes hacen del objeto
fractal en cada situacion. La finalidad de este andlisis es generar elementos para
describir el proceso de constitucidon del objeto fractal, asi como resaltar las
reflexiones generadas alrededor del ambiente de aprendizaje conformado por un

grupo de estudiantes para profesores.

PALABRAS CLAVE: Experimento de enseflanza, fenomenologia didactica, objeto

fractal, objetos mentales, educacion matematica realista, matematizacion.
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ABSTRACT

This paper aims to describe the results of research associates for a couple of
students to teachers of mathematics on the establishment of the fractal object
carried out by a group of students. The proposal was developed in learning training
space algebra arithmetic transition, curricular project LEBEM, of the Francisco
José de Caldas District University, in a learning environment designed taking into
account the own didactic phenomenology of current teaching realistic mathematics
education. The results are obtained by using research methodology teaching

experiment.

KEYWORDS: Experiment teaching, didactic phenomenology, fractal object, mental
objects, realistic mathematics education, mathematisation.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo se describe el proceso de constitucién del objeto fractal
llevado a cabo por un grupo de estudiantes del curso transicion aritmética algebra
del proyecto curricular LEBEM, esta descripcion se realiza a partir de identificar la
manera en que se constituyeron los cuatro aspectos del objeto fractal
considerados para plantear y desarrollar tanto la propuesta de aprendizaje como el
ambiente de aprendizaje en si; estos son: convergencia, iteracion, densidad y

formas autocontenidas.

En el primer apartado del presente escrito se expone la pertinencia de la
propuesta de investigacion y su desarrollo en el curso transicion aritmética
algebra, asi como el porqué de la eleccion del uso de la fenomenologia didactica
para su orientacion, en relacibn con el planteamiento de una posible
fenomenologia del objeto fractal generada dentro de un experimento de
ensefianza. En el segundo apartado se presenta el problema de investigacion
abordado para el desarrollo de la propuesta de aprendizaje. En el tercer apartado
se encuentran los objetivos propuestos por las investigadoras para poder
desarrollar el trabajo de investigacion. En el cuarto apartado se describe como la
fenomenologia del objeto fractal es concebida dentro de la corriente Didactica
llamada Educacion Matematica Realista y como ésta se complementa con el
método de investigacibn experimento de enseflanza; ademas se realiza la
descripcion de las caracteristicas del objeto fractal asi como la identificacion de las
caracteristicas del objeto que son planteadas en el planteamiento de una posible

fenomenologia del objeto fractal.

Posteriormente, en el quinto apartado se describe los resultados obtenidos con la
aplicacion de cada una de las situaciones, a partir de la descripcion detallada del
proceso de matematizacion generado. Por ultimo, en el sexto apartado se realizan

las conclusiones allegadas a la propuesta de aprendizaje, en la que se sintetiza el
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proceso de constitucion del objeto fractal llevado a cabo por los estudiantes asi
como la indicacion de algunas recomendaciones a tener en cuenta para una

nueva realizacion de la propuesta.

1. JUSTIFICACION

La intencién de realizar esta investigacion surge a raiz de concordar con la idea de
las nuevas corrientes didacticas enfocadas en el establecimiento de un cambio en
los métodos de aprendizaje y los métodos de ensefianza de la matematica, pues
como investigadoras no estamos de acuerdo con el enfoque mecanicista que se le
ha dado a la ensefianza de las matematicas modernas, por este motivo se emplea
la fenomenologia didactica propia de la corriente didactica de educacion
matematica realista en el desarrollo de la propuesta de aprendizaje. Asi pues, la
fenomenologia didactica aporta elementos tedéricos y practicos en la constitucion
de un experimento de ensefianza consistente con un enfoque epistemolégico de
las matematicas en tanto actividad humana, posible de ser aprendida dentro de un
ambiente de aprendizaje colaborativo.

Se usa como metodologia de investigacion los experimentos de ensefianza,
puesto que permiten al investigador experimentar de primera mano el aprendizaje
y razonamientos de sus estudiantes, en esta metodologia se espera que ‘el
alumnado construya conocimiento, que el investigador-docente construya
conocimiento sobre la construccion de conocimiento por parte de los alumnos, y
que los demas investigadores construyan conocimiento sobre ambos y sobre sus

interacciones.” (Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011).

Con el uso del experimento de ensefianza como metodologia de investigacion y la
fenomenologia didactica como método involucrado en la ensefianza y el
aprendizaje; es decir, con este método el profesor-investigador genera su ruta de

ensefianza desplegada en una propuesta de aprendizaje. Con la propuesta se
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pretende brindar a la comunidad educativa, especialmente a la comunidad de
educadores en matematicas, la descripcion de procesos de matematizacion
empleados por un grupo de estudiantes en la constitucion del objeto fractal asi
como el establecimiento de una posible fenomenologia del mismo. Para cumplir
con este ultimo, se acogen algunas caracteristicas de la geometria fractal como

autosemejanza y recursividad que permiten un acercamiento intuitivo a ésta.

Los resultados obtenidos en esta investigacion muestran aspectos asociados a la
resignificacion de objetos de la matematica escolar, relacionados con la
resignificacion de objetos mentales como autosemejanza e iteracion; muestran
también que estas resignificaciones ocurrieron mediante el vinculo entre algunas
ideas sobre la ensefianza de las mateméticas, segun la perspectiva de la
educacion matematica realista (EMR), con el disefio de situaciones cercanas al
contexto de los estudiantes de tal manera que le sean razonables, imaginables y
posibles; asi éstos puedan resignificar la matematica como actividad organizadora
de distintas esferas de nuestro entorno social y natural. (Bressan, Zolkower, &
Gallego, 2004).

El uso de la fenomenologia didactica, propia de la EMR, quiere enfatizar en la
importancia de generar diferentes interacciones entre los participantes de los actos
de ensefianza y de aprendizaje; es decir, el aprendizaje de determinado objeto
matematico, en aula, requiere tanto de la interaccion entre los estudiantes como
de la interaccion de éstos con el profesor. En la EMR el papel principal del
profesor es el de orientador y mediador de las producciones matematicas que los
estudiantes estan poniendo en juego; de tal manera se potencia el proceso de
aprendizaje de los estudiantes y las interaccciones entre ellos se hacen mas

significativas.

La investigacion realizada aporta en el planteamiento de una posible
fenomenologia del objeto fractal poniéndola al servicio de la constitucion de

distintos objetos mentales. La fenomenologia aqui expuesta puede ser graduada y
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enriquecida de acuerdo al nivel escolar en el que se pretenda disponer; los objetos
mentales pretendidos asi como su estructura y formalidad son posibles en tanto
organizadores de fendmenos involucrables en situaciones apropiadas para
desarrollar curriculos de matematicas en la educacion basica, media, secundaria y
terciaria. En relacion con la propuesta de aprendizaje, aporta en la identificacion
de caracteristicas del disefio de situaciones bajo el enfoque de la EMR, ligadas al
contexto del estudiante, cercanas a su realidad, entendiendo la realidad no como
compuesta solo de situaciones cotidianas, sino, también, de situaciones de las que

los estudiantes pueden hacer sentido aunque no las enfrenten diariamente.
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2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Las matematicas a lo largo de la historia han sido cambiantes, con el paso del
tiempo aparecen nuevas aplicaciones, conceptos, objetos etc, signos de su
constante evolucion; con la cantidad de contenido matematico existente mas el
que ir4 surgiendo, es natural que tanto en didactas como educadores matematicos
surja la preocupacién sobre qué contenidos deberian estar conformando las
matematicas escolares y, mas aun, como se les debe disponer en el contexto
escolar. Aunque dentro de algunas corrientes de educacion matematica se ha
planteado que metodologias como la resolucion de problemas con enfoque socio
constructivista, permiten darle al aprendizaje y a la ensefianza de las mateméticas
un aire mas dindmico, mas flexible y mas ligado a la practica de los matematicos,

gueda todavia por resolver la cuestion delicada de los contenidos.

La EMR surge durante los afios 70, de origen conlleva la intencion de cambiar el
enfoque mecanicista de la ensefianza de las matematicas. Esta teoria tiene como
uno de sus principios que las mateméaticas son una actividad humana, pues el
hombre por naturaleza explora, observa, crea, realiza acciones que lo llevan
eventualmente a procesos de generalizacion como fruto de su aprendizaje, lo que
le permite organizar su realidad y las matematicas mismas. Hans Freudenthal, su
autor inicial, denomina “matematizacion” a esta manera de organizar la realidad;
es decir, es una modelizacion de la realidad. En palabras de algunos de sus
discipulos “la matemética no sélo se brinda para modelizar otras realidades sino
que en si misma encierra regularidades. Ella se construye con base en la

generalizacion de patrones.” (Bressan & Gallego, 2010).

Asi pues, matematizar implica generalizar patrones y entonces, hay que
identificarlos, pero, la “...] identificacion de patrones requiere el reconocimiento de
semejanzas y diferencias y la deteccion de los rasgos fundamentales que

conforman una estructura de aquellos no esenciales a la misma” (Bressan &
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Gallego, 2010), el objeto fractal por sus caracteristicas ligadas a procesos
dinamicos y recursivos tanto visuales como algebraicos se presta a su
matematizacion a partir de la generalizacion de los patrones que dan cuenta de su
estructura —conectada a la similaridad, la recursién y la convergencia— y la
generacion de procesos dinamicos expresables mediante software dinamico.
Dicho esto, hay que resaltar que a su través se pueden abordar algunas de las
cuestiones didacticas antes mencionadas: 1) puede ser empleado para potenciar
el aprendizaje de diversos objetos matematicos logrando presentar posibilidades
para un curriculo de mateméaticas escolares coherente, altamente complejo y
novedoso que sin embargo no renuncia al tratamiento de la proporcion y la
semejanza tan utiles en la elaboracion de estrategias de linealizacion y en el
tratamiento de formas y caracteristicas del continuo; 2) permite relacionar
organicamente mediante matematizacién objetos y modos de las mateméticas
griegas (geometria sintética), matematicas europeas del siglo XVII (geometria

analitica) y matematicas del siglo XX (geometria fractal).

Esta investigacion presenta entonces elementos de disefio, gestion y evaluacion
de una secuencia didactica que se instala en la opcién de permear el curriculo de
las matematicas escolares al respecto de objetos y de relaciones entre los actores
involucrados en el acto de educativo. Es decir, hace parte del esfuerzo de
investigadores y profesores por transformar las matematicas de la escuela
presentando alternativas documentadas, como las dispuestas en los siguientes

trabajos:

- “Secuencia didactica para la enseflanza de la semejanza utilizando
fractales" (Castro, Diaz, & Palacios, 2011).

- “El uso de fractales para potenciar el desarrollo del pensamiento algebraico-
variacional a través del software cabri “Del pensamiento numérico al

pensamiento Algebraico-variacional” (Puerto, 2013).
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- “FRACTAL: formas de reconocer el mundo a través de calculos
matematicos totalmente nuevos y atractivos, la aventura del saber” (Holpf",
2013).

En tanto docentes en formacion, tomando en cuenta caracteristicas del objeto
fractal y de la matematizaciéon en EMR, disefiamos una propuesta de aprendizaje
centrada en una fenomenologia del objeto fractal, empezando por promover una
experimentaciébn en contextos geométricos que requiere del uso de objetos
matematicos que poseen caracteristicas de fractal. Dicha propuesta esta dirigida a

futuros profesores de matematicas.

Con el fin de que el aprendizaje de las matematicas logre responder a la creciente
necesidad de renovar y hacer trascendente el curriculo, queremos aportar en el
desarrollo de una propuesta de aprendizaje con estudiantes para profesor que les
permita resignificar sus conocimientos matematicos, pues de acuerdo con
(Llinares, 2008) “En los programas de formacion de profesores, plantearse qué
significa aprender a ensefiar matematicas desde la perspectiva de «aprender una
practica» implica entender la nocidn de practica como: realizar unas tareas
(sistema de actividades) para lograr un fin, hacer uso de unos instrumentos, y
justificar su uso.” Que ademas les brinda una forma de aprendizaje del objeto

fractal que les serviria de ejemplo a imitar en su quehacer como futuros docentes.

Lograr desarrollar una propuesta de aprendizaje en la que el objeto fractal es
aprendido a través de integrar caracteristicas que lo conforman con una propuesta
didactica que acoge la matematizaciébn segun Freudenthal y la EMR, es una
opcién que permite el pasaje de un objeto de la matematica a un espacio de
formacion de profesores, coherente con un curriculo orientado por principios que
incluyen los de unas matematicas para todos (MESCUD, 2002) presentes también
en la EMR (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004) y (Bressan & Gallego, 2010).

En fin, el desarrollo de dicha propuesta busca ayudar a formar profesores de

matematicas con vivencias de wuna practica didactica en y desda la
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modelacién/matematizaciéon. Provocando que la incorporen en sus futuras
practicas profesionales y aborden problemas didacticos como: reconstruccion de
maneras de argumentar, constitucion y reconstitucion de significados,

accesibilidad de los conocimientos matematicos, entre otros.

Se considerd pertinente trabajar en el curso de transicion aritmética algebra,
puesto que es un curso en el que se abordan varios objetos matematicos que
habitan de una manera natural en el desarrollo de la fenomenologia del objeto
fractal, permitiendo que se pueda ver el comportamiento y evolucion de estos
objetos, en donde principalmente va a destacar el objeto proporcionalidad, al
centrar su trabajo en la multiplicacion y la estructura multiplicativa, objetos como
cambio de unidad y funciones lineales dan paso a caracteristicas de los fractales
como la iteracién, formas autocontenidas, densidad y convergencia, al estar
presentes en los cambios de unidad, por ejemplo, las series geométricas que se
relacionan directamente con las iteraciones, proporcidon continua y expresiones
algebraicas que generan la autocontencion. Lo anterior lleva a que a partir del
reconocimiento de la formacion de profesores como una préactica, la matematica
para todos como un quehacer de la escuela, la conveniencia de darle un nuevo

aire al curriculo se plantee la siguiente pregunta:

¢,Como es la constitucion del objeto mental fractal desde los procesos de
matematizacion en un grupo de estudiantes del espacio de formacion transicion
aritmética algebra a partir de un disefio que busca fomentar el aprendizaje de una

practica de ensefianza de la matematica desde una perspectiva realista?
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3. OBJETIVOS

3.1 OBJETIVO GENERAL

Describir el proceso de constitucion del objeto fractal en un grupo de
estudiantes para profesores del curso transicion aritmética algebra del
proyecto curricular LEBEM, generado a partir de la constitucion de aspectos

como convergencia, iteracion, densidad y formas autocontenidas.

3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Disefiar una serie de situaciones imaginables dentro del contexto de los
estudiantes para profesor que les permitan constituir el objeto fractal.
Describir los procesos de matematizacion generados por los estudiantes
para profesores en la solucion de cada una de las situaciones y su
matematizacion progresiva.

Identificar aspectos de la matematizacion progresiva llevada a cabo por los
estudiantes para profesores en el desarrollo de la propuesta de aprendizaje.
Describir los diferentes modelos, razonamientos, estrategias que los
estudiantes para profesores desarrollaron en el proceso de solucién de las
situaciones propuestas.

Reflexionar sobre aspectos relacionados con la formacioén de docentes que

emergen en el desarrollo de la propuesta de aprendizaje.
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4. MARCO TEORICO- METODOLOGICO

En este apartado se describen los aspectos tedricos y metodoldgicos en los que
se basa el desarrollo de la propuesta de aprendizaje, a continuacion se describen
aspectos sobre el disefio de la propuesta a partir de la metodologia de
investigaciébn experimento de ensefianza, la gestion de la propuesta con los
estudiantes, el disefio de las situaciones, como es entendida y aplicada la
fenomenologia didactica empleada en la educacién matemaética realista (EMR)*
dentro de la propuesta de aprendizaje, asi como la constitucion de la

fenomenologia del objeto fractal que se desarrolla.

La presente propuesta de aprendizaje se desarrolla bajo la metodologia de
investigacién experimento de ensefianza cuyo proposito es generar un ambiente
de aprendizaje orientado por la fenomenologia didactica, empleada por la EMR
cuyo fundador es Hans Freudenthal, quien de acuerdo con (Bressan, Zolkower, &
Gallego, 2004) se opone al enfoque de la matematica moderna asi como al
enfoque mecanicista de la matematica, Freudenthal plantea que la ensefianza de
la matemética debe darse conectada a la realidad del alumno, reconociendo que
es mas importante hacer matematicas que aprender un concepto o producto
terminado, y por lo tanto se debe pensar en la mateméatica como una actividad

humana.

En relacion con lo anterior Freudenthal afirma que la matematica surge entonces
como matematizacién® (organizacién) de la realidad, y que se aprenden mejor
haciéndolas; es por ello que en la presente propuesta de aprendizaje se plantean

situaciones que requieren ser matematizadas (organizadas) por los estudiantes a

A 1o largo de este escrito se emplearan las siglas EMR para hacer referencia a la Educacion
Matemética Realista.

? Freudenthal usa la palabra “matematizar” en un sentido amplio: es una forma de organizacién que
también incorpora la disciplina matematica. Al elegir el término “organizar”, Freudenthal también
indica que, para él, matematizar no es estrictamente una traslacion a un sistema estructurado de
simbolos. (Gravemeijer & Teruel, 2000). Traducido por Bressan y otros.
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partir de la constitucién® de los objetos mentales involucrables en cada una de

ellas.

Vale la pena decir que en coherencia con la teoria, el disefio de las situaciones se

enfoca en permitir la constitucion del objeto fractal conectada a la realidad de los

estudiantes, en este caso estudiantes para profesor de tal manera que sean

realizables, imaginables o razonables para ellos. Hay que aclarar que en el

término “educacion matematica realistica” [...] realistica debe interpretarse como

referida a la_experiencia real, no a la vida real de todos los dias. (Gravemeijer &

Teruel, 2000).

4.1 Aspectos conceptuales de la metodologia de investigacidn en relacion

con la propuesta de aprendizaje

4.1.1 Metodologia de investigacién: para el desarrollo de la propuesta de
aprendizaje se ha elegido como metodologia de investigacion el
experimento de ensefianza que tiene como proposito generar un ambiente
de aprendizaje. El experimento de ensefanza “consiste en una secuencia
de episodios de ensefianza en los que los participantes son normalmente
un investigador docente, uno 0 mas alumnos y uno o mas investigadores-
observadores” (Steffe y Thompson, 2000) citado en (Molina, Castro, Molina,
& Castro, 2011) y se caracteriza por la no distincion entre docente e
investigador, ya que “La caracteristica principal de estos estudios es la
ruptura de la diferenciacion entre docente e investigador, motivada por el
propdsito de los investigadores de experimentar de primera mano el
aprendizaje y razonamiento de los alumnos” (Kelly y Lesh, 2000; Steffe y
Thompson, 2000) citado por (Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011).

En el caso de esta propuesta de aprendizaje los participantes del experimento de

ensefianza son dos estudiantes para profesoras de matematicas y el docente

® En la EMR una de las premisas de gran importancia es que los conceptos, objetos matematicos
no son adquiridos, son constituidos o reconstituidos segun la experiencia que se tenga en su uso
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titular del espacio de formacion en el que es aplicada —director de la presente
propuesta-, quienes cumplen el papel de investigadoras observadoras-
participantes y docente investigador respectivamente, asi como los (20)
estudiantes del espacio de formacion. El experimento de ensefianza disefiado
consiste en el desarrollo de cuatro episodios de ensefianza, cada uno orientado
desde el enfoque didactico de fenomenologia didactica, que buscan generar un
ambiente de aprendizaje cuya referencia son situaciones de la vida real, cercanas

al contexto de los estudiantes.

El experimento de ensefianza y la fenomenologia didactica cumplen funciones
especificas en esta propuesta de aprendizaje. La primera es empleada como
metodologia de investigacion, permitiendo que se genere un ambiente de
aprendizaje asi como la orientacion sobre el papel y la actividad de las
investigadoras; la segunda es empleada como la metodologia de ensefianza, a
partir de la cual se orienta el aprendizaje de las matematicas en los estudiantes, lo
gue permite que la una se constituya como complemento de la otra, puesto que en
ambas se espera que tanto el estudiante como los investigadores construyan
conocimiento a partir de situaciones realizables y reales en el contexto de los

estudiantes.

- 4.1.2 Fenomenologia didactica: para poder dar una definicién clara de lo
que es la fenomenologia didactica hay que partir de la definicion dada por
Freudenthal quien a partir de definir “fenomenologia” logra enmarcar de
manera clara lo que es entonces fenomenologia didactica, de acuerdo con
la traduccién realizada por Puig (2001) de Freudenthal (1983) la definicién

de fenomenologia es:

‘La fenomenologia de un concepto matematico, de una estructura

matematica o una idea matematica significa, en mi terminologia,
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describir este noumenon* en su relacién con los phainomena para
los cuales es el medio de organizacion, indicando cuéles son los
phainomena para cuya organizacion fue creado y a cudles puede
ser extendido, de qué manera actia sobre esos fenbmenos como
medio de organizacion y de qué poder nos dota sobre esos

fenémenos”. (Puig, 2001)

Es decir, los conceptos matematicos van organizando estructuras mas complejas
que sean afines a éstos, por ejemplo los numeros organizan el fenémeno de la
cantidad, y a su vez la cantidad sirve como organizadora de las estructuras
multiplicativas; cada vez se va haciendo una abstraccibn mas compleja del
concepto, hasta llevarlo a las mas complejas estructuras matematicas, esto haria
parte de la fenomenologia de determinado concepto (Freudenthal, 1983). Cuando
se decide prestar atencion, sobre las formas en las que se dan estas relaciones
entre conceptos matematicos en los procesos de ensefianza y aprendizaje, se
hablaria de una fenomenologia didactica de determinado concepto o estructura
matematica que se podrian llamar fenébmenos. Para el desarrollo de la propuesta
de aprendizaje se identifican una posible fenomenologia del objeto fractal, a partir
de la descripcion de los noumenon y phainomena que lo organizan, esta
fenomenologia serd explicada con detalle en la seccién de este apartado llamada

fenomenologia del objeto fractal.

En esta fenomenologia la palabra concepto de acuerdo con Freudenthal (1983)

traducido por Puig (2001) tiene un doble significado:

“La palabra alemana para concepto es Begriff, que, etimolégicamente, es
una traduccion del latin “conceptus” y también de “comprehensio”, por lo

que puede significar tanto “concepto” como “comprensién”. (Puig, 2001)

* Freudenthal define los términos noumenon y phainomenon, en cuanto al primero se refiere a que
son los objetos de pensamiento (objetos matematicos) y el segundo como el trabajo que se puede
hacer con los objetos matematicos, Freudenthal (1893)

25



De tal modo por ejemplo como lo expresa Freudenthal, se habla de concepto de
namero y comprension de numero, concepto de espacio e intuicion geométrica,
para el caso del concepto fractal se hablaria de concepto de fractal y comprension
fractal, asi como de la comprension y concepto de todos los noumenos que se
presenten en la constitucion del objeto fractal. Freudenthal expone que ese doble
sentido de “concepto” siempre ha estado presente, sin embargo ha predominado a
lo largo del tiempo hablar de la adquisicion de conceptos, por lo cual en esta teoria
se busca lograr generar comprension de conceptos, mediante la matematizacion
(organizacion) de fendmenos, entonces no se habla de adquisicion sino de
constitucion de objetos mentales de tal forma que se debe empezar por esos
fendmenos que solicitan ser organizados y, desde tal punto de partida, ensefiar al
estudiante a manipular esos medios de organizacion (Puig, 2001).

- 4.1.3 Fenomenologia del objeto fractal: en esta seccion se describe una
posible fenomenologia del objeto fractal organizada mediante cuatro
aspectos matematicos, estos son las formas autocontenidas, la iteracion, la
convergencia y la densidad, los fendbmenos en los cuales se centra la
matematizacion son la semejanza, a través de la constitucién de los objetos
mentales como correspondencia y proporcionalidad, la iteracion mediante la
generacion de un proceso geométrico que permite generar formas
autocontenidas en diferente escala, y la razon urea que permite el analisis

de contextos geométricos en los cuales se encuentra presente.

Para generar una posible fenomenologia del objeto fractal y plantear los
noumenon que lo organizan, es necesario partir de definir qué es un fractal y

cudles son sus caracteristicas.

El término fractal es empleado por Benoit Mandelbrot al describir su geometria, la
geometria fractal, esta geometria se caracteriza por hacer referencia a problemas
de la naturaleza y la eleccion de herramientas matematicas. Mandelbrot en su

teoria no da una definicion formal de lo que se podria denominar fractal, en su
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libro “los objetos fractales: forma, azar y dimension”, realiza una especie de

glosario se define fractal como:

“Fractal. adj sentido intuitivo. Que tiene una forma, bien sea sumamente
irregular, bien sumamente interrumpida o fragmentada, y sigue siendo asi a
cualquier escala que se produzca el examen. Que contiene elementos

distintos cuyas escalas son muy variados y cubren una gama muy amplia.’
(Mandelbrot B. , 1993)

Dentro del desarrollo que hace Mandelbrot de su teoria no existe distincién entre
conjunto y objeto fractal, para €l “la palabra fractal no distingue, adrede, entre
conjuntos matematicos (la teoria) y objeto naturales (la realidad): se emplea en los
casos en que su generalidad, y la ambigiiedad deliberada que resulta de ello sean
bien deseadas, bien aclaradas por el contexto, o no lleven inconvenientes
asociados”. (Mandelbrot B. , 1993). Hay que aclarar que para el desarrollo de la
propuesta de aprendizaje el referirse a objeto fractal se estd haciendo uso de la
terminologia empleada por la fenomenologia didactica en la EMR sin que pierda el
sentido que Mandelbrot le otorga, puesto que en el proceso de constitucion del
objeto fractal por parte de los estudiantes mediante la organizacion
(matematizacién) de las situaciones planteadas, se busca que acudiendo al
principio de realidad logren interpretar objeto fractal como: objeto natural que
resulta razonablemente util representarlo matematicamente por un conjunto
fractal. (Mandelbrot B. , 1993).

En los diferentes desarrollos de la geometria fractal se ha logrado distinguir que
los objetos fractales presentan las siguientes caracteristicas principales:

- Autosemejanza: ésta hace referencia a que el fractal como un todo esta
formado por varias copias de si mismo, sélo que reducidas y puestas en
diferente posicién; o, dicho de otra manera: el todo es igual a sus partes,
salvo un factor de escala. (Sabogal & Arenas, 2011), es decir, sin importar

la escala a la que se mire presenta la misma forma que el todo.
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Los fractales trabajados en el desarrollo de la propuesta de aprendizaje cumplen
con ser fractales escalantes, es decir, invariantes por cambio de escala, pues el
término escalante es definido por (Mandelbrot B. , 1993) como aquello referido a
“‘una figura geométrica o un objeto natural cuyas partes tienen la misma forma o
estructura que el todo, salvo que estén a diferentes escala y pueden estar
ligeramente deformados”. [Estos fractales son construidos mediante la
transformaciéon de semejanza lo que los hace ser autosemejantes pues de
acuerdo con (Mandelbrot, 1983) un fractal que es invariante por la transformacion

geométrica de semejanza, en el sentido ordinario, se dice autosemejante.

Dado que la construccién de los fractales es mediante la transformacion de
semejanza, la semejanza es uno de los principales objetos mentales que permiten
constituir el objeto fractal, que a su vez requiere de objetos mentales para ser

constituida, como lo son la correspondencia y la proporcionalidad.

Estos dos objetos mentales aparecen en cada una de las situaciones propuestas,
la correspondencia surge a partir de poder determinar las figuras que son
semejantes entre si, para esto se requiere poder determinar a qué parte
constitutiva de una figura le corresponde una parte constitutiva de otra, al
encontrarse relacionadas entre si, como la relacion que se presenta es de
semejanza, se debe poder establecer una correspondencia idéntica entre las

partes que conforman la figura sobre la que se trabaja.

En cuanto a la proporcionalidad, ésta se presenta al establecer razones a diferente
nivel (escala de la figura) entre las partes constitutivas de la figura dada y las
generadas mediante el proceso de construccibn que logren establecer los
estudiantes, ademas hay que resaltar que en todas las figuras dadas en las cuatro
situaciones se mantiene una constante de proporcionalidad el valor de la
constante es: ¢, por lo cual, en cuanto al objeto proporcionalidad la razén aurea

cumple un papel fundamental, al trabajarse en las tres primeras situaciones con
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triangulos aureos cuya razon entre el lado menor y uno de los lados mayores es la
razén aurea, asi como en la situacion 4 al encontrarse los segmentos (ramas) del

arbol en esa misma razon.

- lteracion: Es la repeticion de "algo" una cantidad "infinita" de veces.
Entonces, los fractales se generan a través de iteraciones de un patron
geométrico establecido como fijo un ndmero infinito de veces. (Sabogal &
Arenas, 2011).

La iteracion est4 inmersa en un proceso de recursividad en cual un patron
generador relaciona cada elemento, con alguno de los elementos que lo preceden,
es decir, se identifica el algoritmo bien sea geométrico o matematico base, a partir
de este se construyen o generan nuevos elementos que estan ligados al algoritmo
base. En los procesos de constitucion de este objeto, se encuentra otros objetos
mentales como los procesos de unitizacién, y normacion, que estan relacionados

con procesos multiplicativos en contextos geométricos y algoritmicos.

En las situaciones propuestas se encuentran presentes estos objetos mentales,
cuando se les pide a los estudiantes que generan triAngulos semejantes en
diferentes contextos geométricos, atendiendo a ciertas condiciones, llevandolos a

que logren generalizar sus procesos de construccion.

- Dimension fractal. Sentido genérico: Numero que sirve para
cuantificar el grado de irregularidad y fragmentacion de un conjunto
geométrico o de un objeto natural. La dimensién fractal no es
necesariamente entera. Sentido especifico: se aplica a veces a la

dimension de Hausdorff y Besicovitch pero ya no se recomienda tal uso.

A diferencia de las dos anteriores caracteristicas la dimension fractal no hace
parte de los objetos mentales propuestos para la constitucion del objeto fractal,
puesto que este aspecto requiere la constitucibn de objetos matematicos que

superan los desarrollos del espacio de formacion en el que se desarrollé la
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propuesta de aprendizaje. Aunque la dimension fractal puede ser considerada
como una caracteristica muy importante, el no considerarla para el desarrollo de la
propuesta de aprendizaje no afecta a la constitucion del objeto fractal a la que se
pretende lleguen los estudiantes, pues se busca que estos generen una

aproximacion intuitiva de lo que es el objeto fractal.

Como se menciond anteriormente de las tres caracteristicas mostradas de los
fractales, para el desarrollo de la propuesta de aprendizaje se tendran en cuenta la
autosemejanza y la iteracion, pero ademas de estas dos se considera importante
abordar otros dos objetos mentales, estos son la convergencia y la densidad.
Dichos objetos mentales se encuentran presentes en los procesos de
generalizacion a los que puedan llegar los estudiantes, al intentar plasmar de
manera algoritmica los procesos de recursion que hayan construido, mediante uso
de sucesiones o series que les permitan representar las razones en las que se
encuentran los diferentes elementos que se generan en las iteraciones, también al
cuestionarse sobre el posible perimetro o areas de dichos elementos, estos podria
llegar a constituir el objeto convergencia; en cuanto al objeto densidad se hace
referencia a la propiedad de los niUmeros reales y a la idea de que la parte es igual

al todo.

En la ilustracién 1, se encuentran relacionados los noumenon en relacién con los
phainomena que los organizan, mostrando los objetos mentales que permiten
constituir cada una de las 4 caracteristicas descritas, anteriormente con el fin de

dar una aproximacion de lo que es el objeto fractal.
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llustracion 1: Fenomenologia del objeto fractal

4.2 Aspectos metodologicos

A continuacion se describen los aspectos metodologicos referentes al experimento
de ensefianza; fundamentales para la orientacion y desarrollo de la presente
propuesta de aprendizaje, referentes al disefio y desarrollo de las situaciones; la

generacion y posterior analisis de los datos a partir de la informacién obtenida.

- 4.2.1 Disefio de situaciones: El desarrollo de la propuesta de aprendizaje se
realiza mediante el disefio y desarrollo de cuatro situaciones en las que
paulatinamente se busca constituir el objeto fractal, estas situaciones
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requieren que los estudiantes lleven a cabo un determinado ndamero de
tareas mediante las cuales se abordan objetos mentales que permiten
organizar el objeto fractal. Dentro de las situaciones se presentan dos tipos
de tareas, tareas auténticas con potencial matematico y tareas
matematicas, dado que la propuesta de aprendizaje es desarrollada en
estudiantes para profesor en relacion con lo planteado por (Llinares, 2008)
las tareas auténticas son tareas profesionales que permiten la interaccion

entre estudiantes para profesor mientras las resuelven.

El uso de tareas auténticas permite considerar uno de los principios de la EMR, el
principio de realidad, con este se busca que las situaciones presentadas a los
estudiantes sean cercanas al contexto en el que se desenvuelven, de tal forma
que sean imaginables y desarrollables a partir de su sentido comun. Las
actividades llevan a que los estudiantes inicien matematizando un tema real, para
posteriormente reflexionar y analizar sobre su propia actividad matematica. Las
situaciones son disefiadas de tal manera que permiten a los estudiantes generar
modelos® flexibles que puedan ser aplicados en las diferentes tareas, permitiendo
que su desarrollo sea dindmico en cuanto a poder reconstruir su pensamiento
recurriendo a niveles inferiores de constitucién de los objetos mentales desde los
cuales se generaron heuristicas, formas de pensamiento, estrategias etc. que
pueden contribuir a generar modelos mas abstractos en niveles mas avanzados

de matematizacion (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004).

La siguiente ilustracion (ilustracion 2) muestra de acuerdo con cada situacion
planteada el tipo de actividad que requiere sea realizada asi como los objetos

mentales que son constituidos en cada una, se observa que a través de la

®Los modelos en la EMR dista del concepto generalizado de modelizacién matemética, como
traduccion de situaciones probleméticas a expresiones matematicas que pueden funcionar como
modelos. En esta corriente el modelo es el resultado de organizar una actividad por parte del
sujeto, sosteniendo una profunda implicacion constitutiva entre modelo y situacion. (Gravemeijer &
Teruel, 2000), traducido por (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004).
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constitucién de objetos mentales como semejanza y correspondencia se inicia el
trabajo de constitucion del objeto fractal. Cada situacion propuesta para el
experimento de ensefianza se puede encontrar en los anexos del presente trabajo
escrito, la situacion 1 anexo 1, situaciébn 2 anexo 2, situacion 3 anexo tres y
finalmente situacion 4 en el anexo 4.

/ OBIETOS QUE PERMITE TAREAS Tipo de tarea

CONSTITUIR

validacién de un proceso de

construccion Didéactica con potencial
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Distribucion del crecimientode los

arboles

AN N\ /

llustracion 2: Estructura de la propuesta de aprendizaje

Obieto fractal

o

Un aspecto importante en el planteamiento de estas situaciones es el surgimiento
de cambios planteados por el docente-investigador durante el desarrollo de la
propuesta de aprendizaje, ya que durante este proceso constantemente se deben
tomar decisiones sobre la manera de fomentar la constitucion de los diferentes
objetos mentales, principalmente sobre las hipotesis preliminares que se
establecieron ya que “El objetivo ultimo es elaborar un modelo del aprendizaje y/o

desarrollo de los alumnos, en relacion con un contenido especifico, entendiendo
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este aprendizaje como resultado de la manera de operar y las situaciones puestas

en juego por el investigador-docente” (Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011).

- 4.2.2 Generacion y andlisis de datos: la informacion sobre la cual se
obtienen los datos es tomada de los informes entregados por los
estudiantes, plasman la manera en que llevan a cabo las tareas y la
solucién a cada situacion propuesta, se toma la decision de considerar
Unicamente esta fuente de informacion al ser la mas relevante para el
cumplimiento de los propoésitos de la propuesta de aprendizaje, en el marco
de los experimentos de ensefianza “los investigadores recogeran mucho
mas datos de los que podran analizar y emplear, siendo necesario, a
posteriori, distinguir la informacion relevante de la irrelevante (Hjalmarson Y
Lesh,2008) citado en (Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011), ya que
durante el desarrollo de la propuesta de aprendizaje se recolectod
informacion proveniente de informes entregados por los estudiantes,

videos, exposiciones de los estudiantes y notas de clase.

Los datos son generados mediante un proceso de filtracion de la informacion, al
leer cuidadosamente cada uno de los informes se identifican procesos de
construccion geométricos o algoritmos, formas de razonamiento, estrategias,
dificultades, que estuvieron presentes en el proceso de constitucién de los objetos
mentales involucrados en cada situacion. Los datos se analizan mediante la
descripcion de las acciones realizadas por los estudiantes en la constitucion de los
objetos mentales, con la intencion de describir los procesos de matematizacion

progresiva llevados a cabo.

Para el desarrollo de esta propuesta de aprendizaje se entiende la matematizacion
progresiva como: “el proceso en el cual los estudiantes pasan por distintos niveles
de comprensién que inicia en la matematizacion de un contenido para luego

analizar su propia actividad matematica, la matematizacion progresiva se
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® Freudenthal toma la

complementa con en el principio de reinvencion guiada
matematizacion progresiva bajo dos formas matematizacion vertical vy
matematizacioén horizontal, (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004) se refiere a ellos

como.

e Matematizacion horizontal: Consiste en convertir un problema contextual
en un problema matematico, basandose en la intuicion, el sentido comun, la
aproximacion empirica, la observacion, la experimentacién inductiva.

e Matematizacion vertical: Se presenta dentro de la mateméatica misma, que
conlleva estrategias de reflexion, generalizacion, prueba, rigorizacion
(limitando interpretaciones y validez), simbolizacién y esquematizacion con

el objeto de lograr mayores niveles de formalizacion matemética.

En la descripcidbn de los resultados se busca identificar las dos formas de
matematizacion en las acciones de los estudiantes, atendiendo a la realidad
matematica de estos, en el caso de los estudiantes para profesor, se podria
presentar un caso de matematizacion horizontal cuando al desarrollar las
situaciones los estudiantes se centran en el uso de conceptos adquiridos
previamente convirtiéndose en una actividad de rutina. Un caso de
matematizacion vertical cuando reflexionan sobre sus métodos de resolucién, las
estrategias planteadas, con el fin de reestructurarlas de tal manera que sean mas

sofisticados, organizados dentro de las matematicas formales.

- 4.2.3 Actividades realizadas para el desarrollo de la propuesta de
aprendizaje: la propuesta de aprendizaje es desarrollada durante un
semestre, el trabajo se dividié en dos partes, la primer parte se basé en el
acoplamiento del curso y disefio de las situaciones y herramientas para los

estudiantes, se asistié a una sesion de clase por semana con el fin de que

6 ., . -z . . :

La definicion que se presenta de matematizacion progresiva, es abstraida de algunas ideas
expuestas en el documento principios de la educacidon matematicas realizar escrito por (bressan ,
2004)
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se diera una familiarizacién por parte de las investigadoras con el grupo de
trabajo, complementado con una reunion semanal con el director del trabajo
de grado’, para discutir sobre el disefio de las situaciones y herramientas;
la segunda parte se baso en el desarrollo de las situaciones en el curso
para ello se asistié a todas las sesiones (3 por semana) durante 9 semanas,
el trabajo realizado se centrd en la observacion de las clases y en algunos
momentos hubo participacion de las investigadoras® por medio de
exposiciones o0 aclaraciones dirigidas a los estudiantes previamente
acordadas con el docente titular del espacio de formacion. En general el
papel de las investigadoras en las sesiones de clase es de observadoras no

participantes.

4.2.4 Metodologia de clase: Esta consiste en que los mismos estudiantes
organicen grupos heterogéneos de trabajo de 3 a 6 estudiantes; en cada
una de las sesiones de clase se exponen avances, nuevos datos, nuevos
razonamientos, estrategias encontrados en la solucion de cada una de las
situaciones, siendo socializados y sometidos a reflexion por todos los
estudiantes; esto se hace con la intencion de generar una discusion de toda
la clase acerca de los métodos de solucién y los modelos que usaron los
demads grupos, asi se genera un diadlogo entre toda la clase, puesto que el
“Papel crucial del dialogo como aplicacion a interpretaciones, ideas y
métodos muestra una vez mas que un énfasis en matematizar no implica
una actividad solitaria de parte del alumno individual” (Gravemeijer &
Teruel, 2000).

En cuanto a la creacion de grupos, para Freudenthal es un aspecto fundamental

en los procesos de matematizacion, puesto que él considera que “los alumnos

Profesor titular del espacio de formacion transicion aritmética-algebra en el que se desarroll6 la
propuesta

8 . L. . . .
"Se aclara que el docente titular es el que dirige las sesiones de clase en todo momento, inclusive
cuando las investigadores realizaban algunas exposiciones
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trabajadores y flojos, ambos pueden mejorar en colaboracion” (Gravemeijer &
Teruel, 2000). Por la tanto, él aboga por que la educaciébn matematica se dé a
través de grupos heterogéneos de trabajo, y de esta manera se dé un aprendizaje
colaborativo, cada uno intenta mejorar su aprendizaje y sus resultados, pero

también el de sus compafieros.

Con relacion a las discusiones que se generen en los grupos, siempre seran

direccionadas y guiadas por el docente titular, al tomar el papel de guia en el

proceso de la reinvencién de la matematica por parte de los estudiantes, en este

caso ser el guia en la reinvencion de los objetos mentales que se propusieron

como organizadores del objeto fractal, en palabras de Freudenthal esto se llama

“reinvencion guiada” que se entiende como “...un balance sutil entre la libertad de
» 9,

inventar y la fuerza de guiar” ”; al ser el docente un guia, también se convierte en

un mediador entre los estudiantes y las situaciones en juego.

9 A . « L - . Lo »
Citado en el articulo “la educacion matematica realista: principios en que se sustenta” por
(Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004).
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5. DESARROLLO DE LA PROPUESTA DE APRENDIZAJE

A continuacién se describen los resultados obtenidos de las tareas propuestas.
Para realizar esta descripcion se consideran los informes entregados por tres
grupos de estudiantes del curso transicion aritmética algebra; dichos grupos son
elegidos por su constancia en la entrega de informes, lo que permite realizar una
mejor descripcion de la propuesta de aprendizaje. Los grupos elegidos se
nombraron a si mismos como: los Caballeros de las mateméticas, Proskartenesis

y Sua-art.

Teniendo en cuenta las entregas realizadas por los estudiantes como informacién
gue hace parte de los datos construidos, se describe la manera en que se fueron
constituyendo los objetos mentales en los grupos considerando la informacion
obtenida en cada una de las situaciones propuestas; con estas situaciones se
buscaba emergieran gradualmente las siguientes caracteristicas geomeétricas del

I convergencia, densidad, iteracién y formas auto contenidas, a

objeto fracta
partir de la constitucion de objetos mateméaticos que las organizan, tales como:

semejanza, similaridad, correspondencia entre otros.

En el desarrollo del analisis se encuentra la descripcién de los resultados asi como
imagenes tomadas de los informes entregados por los estudiantes con su
transcripcion; es decir, en cada una de las imagenes, al lado de ellas se
encontrara su correspondiente transcripcion, con el fin de permitir una facil lectura
de los desarrollos realizados por los estudiantes, ademas en algunas imagenes
cuando se hace referencia a algun aspecto puntal de su transcripcion, este es
resaltado en negrita; también en algunos apartados se encuentran esquemas

generales de los resultados y acciones realizadas por los estudiantes frente a las

10se puede observar con mayor profundidad la fenomenologia del objeto fractal presentada en la
seccion 4.1.3 del marco teérico metodoldgico.
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situaciones propuestas. Para entender los esquemas es necesario emplear las

siguientes convenciones:
——> Relacion continda entre los elementos que se conectan
______ ~ Pérdida en la relacion de los elementos que se conectan

A continuacién se presentan los resultados de cada una de las 4 situaciones que

se plantearon para el desarrollo de la propuesta de aprendizaje.

5.1 Situacién 1. Esta situacion buscaba que los estudiantes constituyeran objetos
mentales como: correspondencia, razon, semejanza y proporcionalidad, que
paulatinamente permiten organizar y familiarizarse con fendmenos relacionados

con la unidad similar, unitizacion y normacion.

Esta primera situacion busca que los estudiantes para profesor se piensen como
docentes y no solamente como resolutores de la tarea propuesta; este hecho nos
lleva a consolidarla como una actividad didactica con potencial matemético, pues
requeria que se reflexionara sobre la solucion dada por un estudiante ajeno al
grupo de estudiantes para profesor con los que se desarrolla la investigacion, y
gue a su vez estos estudiantes constituyeran los objetos mentales que organizan

los fendbmenos propuestos.

Uno de los resultados que se obtuvo al analizar los abordajes realizados por los
estudiantes, es remitirse desde un primer momento a conceptos formales para dar
solucion a la situacion; contrario a la idea de la constitucion de los objetos
matematicos desde la perspectiva de la EMR, pues lo que se busca es
aproximarse a los conceptos formales matematicos, por medio de la constitucion

de objetos formales como organizadores de los objetos mentales (Bressan 2004).

Lo anterior nos lleva a pensar que los estudiantes se movian en una
matematizacion vertical, sin embargo, logramos identificar que estos conceptos

formales debian tener una resignificacién, pues no se esta realizando la

39



fenomenologia de los conceptos mateméticos, no se describen los noumenon en
su relacion con los phainomena para los cuales son el medio de organizacion,
(Freudenthal, 1983). Es decir, los objetos matematicos son manejados por los

estudiantes como un “concepto de"”

mas no como la comprension de dicho
concepto, esto se ve reflejado en las distintas enunciaciones de conceptos
formales sin que sean empleados como herramientas para describir el fenomeno,
por lo tanto, se busco que estos estudiantes lograran tener una resignificacion de
los objetos mentales que van empleando, no una reinvencion como se plantea en
la EMR puesto que estos estudiantes ya se han enfrentado a estos objetos
mentales durante su formacion como futuros docentes, no es la primera vez que

los emplean, por lo tanto, no son objetos nuevos.

Transcripcion imagen 1:

No son proporcionales (semejantes), dado que no
cumplen ninguno de los criterios de semejanza
que son:

a. 2 triangulos son semejantes si tienen los
angulos correspondientes iguales uno al otro.

b. 2 triangulos son semejantes si sus tres lados
son proporcionales a los lados correspondientes
de otro

Imagen 1

En la imagen 1 se observa que se enuncian los criterios de semejanza, para darle
peso a su respuesta, en este caso, justificar por qué los triangulos que se generan
no son semejantes, pero no se nota un desarrollo de estos criterios en relacion
con el fendbmeno propuesto, incluso se observa que usan otros tipos de triangulos,
-los que se observan en la imagen 1-,que no tienen relacion con la situacién, estos

triangulos son usados como medio de representacion de los criterios de

11 . - A
Recordemos que Hans Freudenthal (1983) al realizar un andlisis semantico del término

concepto manifiesta que este tiene una doble significacion: concepto de y comprension.
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semejanza; en lo anterior se puede identificar que los criterios de semejanza son
empleados como un concepto de semejanza, mas no se ven relacionados con la
situacion, y si estos se relacionaran con la situacion se generaria la comprension

del objeto semejanza.

Para buscar la comprension desde el punto de vista de la constitucion de los
objetos mentales, durante el desarrollo de la situacion se buscé que los
estudiantes reflexionaran sobre cémo empleaban los objetos mentales en la
argumentacion de la solucion, y si estos eran empleados de manera coherente
como herramienta para matematizarla. Esta reflexion surge en medio de
discusiones orientadas por el docente titular, cada grupo de estudiantes
manifestaba las estrategias que emplearon para solucionar el problema, cada
estrategia era discutida por todos los grupos, se decidia si la estrategia
verdaderamente daba respuesta al problema, y se trataba de identificar las

falencias de cada una de las estrategias.

Dentro de los procesos de abordaje empleados por los grupos se observa que el
primer objeto mental mencionado es la semejanza, a partir de la enunciacion de
los criterios de semejanza sin que sean relacionados con la situacion, por ejemplo
al trabajar en la primera tarea se acude a la enunciacién de estos, sin embargo no
se evidencia que se haga una comparacion entre el proceso realizado en la
situacién dada y los criterios de semejanza. Este hecho se presenta en los tres

grupos como se muestra a continuacion en el cuadro 1:

Cuadro 1: Evidencias de los criterios de semejanza, tarea 1

Caballeros de las Suart Prostkartenesis
matematicas
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Imagen 2
Transcripcion imagen 2:

‘porque no cumple con los
criterios de semejanza:

a. Dos triAngulos son
semejantes si tienen dos
angulos iguales.

b. Dos triangulos son

semejantes si se tienen dos
lados proporcionales e iqual
forma de dngulo que forma.
C. Dos triAngulos son
semejantes si sus lados son
proporcionales.”

Imagen 3
Transcripcion imagen 3:
“dos triangulos son semejantes
si tienen dos lados
proporcionales y congruentes
el angulo comprendido entre
ellos, es decir en el triangulo ABC
y ABC <A=<A’ AB/AB’ =
AC/ AC'.

Imagen 4
Transcripcion imagen 4:
“Si dos  triangulos son
semejantes entonces sus
transversales de gravedad, sus
alturas, sus perimetros, se

encuentran en la misma razén
gue sus lados.

Si dos triangulos son
semejantes entonces la razén
entre sus é&reas es igual al
cuadrado de la razén entre sus
lados.”

Imagen 5
Transcripcion imagen 5:
“para realizar y darle solucion al

trabajo primero decidimos
recordar, cuando dos triangulos
son semejantes, y para ello
tomamos una definicion y dos
proposiciones del libro VI de los
elementos de Euclides que se
mencionaran a continuacion:

Definicion 1: figuras rectilineas
semejantes son las que tiene
los &ngulos iguales uno a uno
y proporcionales los lados que
comprenden los angulos
iguales.”

Imagen 6

Transcripcion imagen 6:
“Proposicion 6: si dos triangulos un
angulo igual el uno al otro y tienen

proporcionales los lados que
comprenden los &ngulos iguales,
los tridngulos seran equiangulos y
tendrén iguales los angulos a los
que subtienden los lados
correspondientes.

Basados en lo anteriormente visto
gue nos hablan sobre.

-si dos triangulos tiene sus lados
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correspondientes iguales o]
proporcionales entre si, entonces
serén triangulos semejantes

-si dos triangulos tienen sus
angulos correspondientes el uno
con el otro iguales entre si,
entonces seran triangulos
semejantes

-dos triangulos son semejantes
cuando tienen dos lados
proporcionales correspondientes
entre si, y ademas el angulo que
los angulos que subtienden esos
lados son iguales.”

Los criterios de semejanza
son mencionados sin que

éstos emerjan 0 sean
relacionados con la
situacion dada

explicitamente, ademés en
la transcripcibn de los
criterios de semejanza se
evidencia uso incorrecto e
impreciso del lenguaje
formal matematico. Como
se puede ver en la parte de
la transcripcion subrayada.

Se evidencia presencia de
lenguaje formal sin que se
ponga en relacion con la
tarea propuesta
explicitamente, la teoria
mencionada no es puesta
en relacién explicitamente
con los procedimientos
realizados con la
construccién dada.

En este grupo se observa
la enunciacion de los
criterios de semejanza y
proposiciones del libro 6 de
los elementos que hacen
referencia a la semejanza.
Ademas emplean figuras
gue no tienen relacién con
la situacion dada. Para
posteriormente verificar
que dichos aspectos
mencionados se cumplan
en la situacion dada,
mediante la verificacion de
las medidas de los lados
de los triangulos.

En el cuadro 1 encontramos en la dltima fila algunas apreciaciones sobre el uso de

los criterios de semejanza de cada uno de los grupos en la situacién, mediante

esto se puede observar que los tres grupos manejan diferentes definiciones de los

criterios de semejanza, por ejemplo, en la imagen 2 correspondiente al grupo de

los Caballeros de las matematicas los criterios de semejanza empleados son:

a) Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos iguales.
b) Dos tridngulos son semejantes si se tienen dos lados proporcionales e igual forma de dngulo que

forma.

° C) Dos triangulos son semejantes si sus lados son proporcionales.

'? Se encuentra resaltado en la transcripcién de la imagen 2
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En cuanto al grupo de Su-art, los criterios de semejanza empleados son los que se
pueden observar en las imagenes 3y 4.

® “dos triangulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y congruentes el angulo
comprendido entre ellos, es decir en el triangulo ABC y AB'C’ <A=<A’ AB/A’'B’ = AC/ A’C’.

® “Sj dos triangulos son semejantes entonces sus transversales de gravedad, sus alturas, sus
perimetros, se encuentran en la misma razén que sus lados.

® Sj dos triangulos son semejantes entonces la razon entre sus areas es igual al cuadrado de la razén
entre sus lados.*®

El grupo Proskartenesis emplea la definicion 1 y proposicion 6 del libro VI de los
Elementos como se observa en las imagenes 5 y 6, este grupo realiza una
enunciacion de criterios de semejanza a partir de la definiciébn y proposiciéon
tomada, aspecto que los otros grupos no hicieron. Lo que indica que este grupo
usa estrategias de solucion acudiendo a su experiencia en cuanto al trabajo que
han realizado sobre geometria euclidiana, al ser empleada recurrentemente en su

proceso de formacién como docentes.

e definicion 1: figuras rectilineas semejantes son las que tiene los &angulos iguales uno a uno y
proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales.

e proposicién 6: si dos triangulos un angulo igual el uno al otro y tienen proporcionales los lados que
comprenden los angulos iguales, los tridngulos seran equiangulos y tendran iguales los angulos a los
que subtienden los lados correspondientes.

Basados en lo anteriormente visto que nos hablan sobre.

e -si dos triangulos tienen sus lados correspondientes iguales o proporcionales entre si, entonces
seran triangulos semejantes

e -si dos tridngulos tienen sus angulos correspondientes el uno con el toro iguales entre si, entonces
seran triangulos semejantes

e -dos triangulos son semejantes cuando tienen dos lados proporcionales cqzrespondientes entre si, y
ademas el angulo que los angulos que subtienden esos lados son iguales.”

Observando las diversas definiciones de los criterios de semejanza empleadas por
los estudiantes, se podria decir que se deebe posiblemente a las diferentes
fuentes de consulta de las que se tomo la informacion, tales como paginas web y
libros, esto podria ser una razén por la cual los estudiantes se podrian centrar en

una Matematizacion vertical usual del fendmeno; al ser estudiantes para profesor

¥ Se encuentra resaltado en la transcripcion de la imagenes 3y 4
4 Se encuentra resaltado en la transcripcién de la imagenes 5y 6
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la matematizacion vertical tiene una interpretacion diferente, al ser estudiantes que
estan familiarizados con el uso del lenguaje formal, la matematizacién claramente
es diferente a la que puede presentar por ejemplo, un estudiante de bachillerato,
como lo menciona Freudenthal la matematizacion depende de la realidad del

estudiante, en este caso la realidad de ser estudiante para profesor.

Una actividad simbdlica, por ejemplo, puede ser una actividad de rutina
para un estudiante. Esto puede ser un caso de matematizacion horizontal.
Sin embargo, si la misma forma de simbolizacion involucra para otro
estudiante una nueva invencion, esto implica matematizacion vertical. La
matematizacion vertical es mas claramente visible si un estudiante
explicitamente reemplaza su método de resolucién, o su modo de describir
por otro que es mas sofisticado, mejor organizado, o, mas brevemente, mas

matematico. (Gravemeijer & Teruel, 2000).

A lo largo de la propuesta de aprendizaje se intenta identificar los procesos de
matematizacion vertical que logren desarrollar los estudiantes. El hecho descrito
anteriormente puede ser otro argumento por el cual decimos que se presenta una
idea de constitucion de los elementos mateméaticos de una manera inversa a la

gue se plantea en la EMR (Freudenthal, 1993).

Relacionando estas acciones de los estudiantes con los niveles en la
matematizacion progresiva, se diria que se empezo en el nivel formal en cuanto al
uso de objetos matematicos, se busca pasar a uno situacional, en la ilustracién 3
se observa que para la idea de matematizacion que se presenta, es el nivel a
alcanzar, ya que se busca que los estudiantes lleven a cabo un proceso de
reconstruccibn como lo menciona (Tall, 1991) de los objetos mentales
involucrados; teniendo en cuenta que estos niveles no son jerarquicos sino
dinamicos, puesto que se puede funcionar en diferentes niveles de comprension
para contenidos distintos o partes de un mismo contenido, (Bressan, Zolkower, &
Gallego, 2004).
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Uso Objetos
matematicos

Estudiante

|

Situacion <---
| Lenguaje

I____ | matemético formal

Aplicado ala

llustracion 3: Nivel situacional

oomprendenos éngulos igudes.
De manera general se puede observar que se da una . R Tt

. . . . . de %
enunciacion de criterios de semejanza pero ningun s

nla

grupo toma estas definiciones de tal manera que se

ntes
reas
1zon

empleen como datos para justificar la respuesta dada;
un ejemplo claro podria verse en el grupo de

Prostkartenesis imagenes 5 y 6, ilustran las imagen 5

nrannsicion A si dos frianaulos un Anaula inua

definiciones y proposiciones con ejemplos, empleando

. L . ., Imagen 7
otras figuras geométricas que no tienen relacion con la
situacion, y en ningin momento muestran las relaciones de los triangulos no se
cumple con los criterios de semejanza, las definiciones y proposiciones

enunciadas por el grupo.

La mayoria de los estudiantes manifiestan que los triangulos no son semejantes
en un primer momento, guiandose por la forma de cada uno de los triangulos
como se puede observar en la transcripcion resaltada en negrita de la imagen 8,
quizas atribuyendo esto a una manera intuitiva de observar la falta de semejanza,
aungue sin que las razones se hagan explicitas, solo observando como aspecto
mas relevante la conservacion de la forma de los nuevos triangulos generados,
este argumento va acompafiado de tomar medidas a los angulos y lados de los

triangulos.
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Transcripcion imagen 8:

“empezamos el analisis de la figura inicial ABC donde una
primera conclusiéon que nos emerge es que el triangulo dado
es un triangulo isésceles (dos de sus lados y dngulos iguales)
y por tanto segun los criterios de semejanza el triangulo
enésimo (que contiene al n-1 ésimo) debe a su vez, ser
isosceles.

De acuerdo a los elementos de Euclides en la definicion 1 del
libro VI dice:

-Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los angulos
iguales uno a uno y proporcionales los lados que comprenden
los &ngulos iguales lo cual me resume y/o define los criterios
anteriores.

Por tanto, podemos afirmar que dichos tridngulos ABC y
Imagen 8 BCL no son semejantes respectivamente”

“dado que los lados m y n del nuevo triangulo (al ser isosceles) deberian ser iguales, lo cual es falso
porque no son radios de la misma circunferencia entonces sus lados no son proporcionales al inicial y
sus angulos no son iguales”.

Lo descrito anteriormente nos indica que los estudiantes en algunos momentos se
encuentran también en un nivel de matematizacién horizontal, en la medida que
para ellos es suficiente el tomar medidas de las partes constitutivas de los
triangulos para validar el hecho que no se presente semejanza, un inicio de
matematizacion por parte de los estudiantes, se presentaria si ellos logran
reflexionar sobre la manera en que se da la construccion del nuevo triangulo pues
es desde alli que se debe garantizar la semejanza, ya que se podria tener una

situacién en la que no se pueda tomar medidas.

Debido a lo encontrado con el objeto semejanza, el mas general, se hace
necesario hacer reflexionar a los estudiantes sobre los objetos proporcionalidad y
correspondencia, en un primer momento aparecen mencionados sin ninguna
relacion con la situacion propuesta; el reflexionar sobre sus usos y sus significados
permitiria que se diera la constitucion del objeto semejanza, ya que estos dos
objetos permiten organizar el fenbmeno de la semejanza, asi como en el
reflexionar sobre el proceso de construccion de triangulos.
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Sobre el objeto proporcionalidad encontramos los siguientes enunciados en cada

grupo, que se muestran a continuacién en el cuadro 2:

Cuadro 2: Enunciacién de porporcionalidad

Caballeros de las
matematicas

Suart

Prostkartenesis

Imagen 9 Imagen 12
Transcripcion imagen 9: Trascripcion imagen 12:
“Si genera triangulos “no fue cuidadoso al momento de
semejantes, ya que el dividir _Ios angulqs nq utilizé la
BC AC BC herramienta bisectriz para
— = — entonces | garantizar que los dos angulos
tienen SUS lados fueran proporcionales . Ir.n,ag.en 13
proporcionales”. Trascripcion imagen 13

ABC y CLB existiera algun
criterio de los mencionados
anteriormente para que fueran
semejantes y encontramos que:
Los lados correspondientes

Imagen 10 AB ACB
Transcripcion imagen 10: Z‘; ABCE
“© . A
Considero  los  lados
proppruonales como Los angulos correspondientes
propiedad de esta

semejanza y el lado BC
del triangulo ABC, como
base del triangulo BCL.”

Imagen 11
Transcripcion imagen 11:

“Considero  los  lados
proporcionales como
propiedad de esta

semejanza y el lado BC
del tridngulo ABC, como

< ACB N<BLC
< CAB A< LCB no son iguales
< BAC A< CBL
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base del triangulo BCL.”
“No considero que el punto
L puede ir en cualquier
lugar de la circunferencia,
causando que los triangulo
no sean semejantes”

Menciona que se presenta | Para dar validez a su|Las magnitudes que
proporcionalidad entre los | construccion, justifica que | relacionan son los lados y
lados de los triangulos en | su construccion se basé en | los  &ngulos de los
la construccién dada. la copia de angulos, y asi | triAngulos, pero no
Se hace referencia a la no | cumpliria con uno de los | expresan el criterio que
consideraciéon de | criterios de semejanza. hace corresponder las
condiciones suficientes magnitudes unas con
para que se dé la otras.
semejanza  entre  los Cuando expresan los
triangulos por parte del lados de los triangulos,
estudiante. usan un lenguaje
matematico incorrecto, es
decir no usan la

simbologia para relacionar
los lados de los tridngulos.

Como se puede observar en la ultima fila del cuadro 2, los grupos intentan
relacionar las partes constitutivas de los triangulos principalmente sus lados, en
algunos estudiantes plantean una serie de razones externas, como se evidencia
en las partes resaltadas en negrita de la transcripcion de las imagenes 9 y 13,
relacionan los lados correspondientes de cada uno de los triangulos, ademas usan
el lenguaje matematico formal para denotar la proporcionalidad entre segmentos,
planteando las notaciones que se observa en la parte subrayada de la primera
imagen del grupo los caballeros (imagen 9), relacionan los lados del triangulo
inicial con los lados del nuevo triangulo generado, se podria decir que estaban
pensando en el criterio de semejanza que hace referencia a la existencia de

proporcionalidad entre los lados correspondientes.
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Aparte del uso del lenguaje matematico se observa que usan el término
“proporcionalidad” de manera indiscriminada, al aplicarlo a cualquier magnitud de
la situacion, puesto que relacionan en algunos casos lados con angulos, o
expresan cosas como la que se observa en la parte resaltada en negrita de la
transcripcion de la imagen 14, manifestando que no son proporcionales, es decir
conciben é&ngulos y lados como magnitudes de la misma naturaleza,
desconociendo o pasando por alto que una proporcion hace corresponder pares
(objetos de una misma naturaleza) que guardan la misma razon entre si, con

pares que tienen la misma razén entre si (Freudenthal, 1983).

Transcripcion imagen 14

‘Ademas cuando se traza la
circunferencia y se toma un punto
al azar no se garantiza que se

construye una

proporcionalidad entre a&ngulos

Imagen 14

y segmentos,”

En la transcripcion de las imagenes 15 y 16 en las partes resaltadas en negrita se
puede observar la relacidbn que hacen los estudiantes entre los angulos y la
proporcionalidad. Estos dos elementos no se podrian relacionar, puesto que en el
contexto de semejanza, refiriéndonos a sus criterios, los angulos no pueden ser
proporcionales, ya que la proporcionalidad se presenta es en los lados que
comprenden el angulo y no en la amplitud del angulo, en el caso de relacionar los
angulos de un triangulo y otro, la relacién a la que se debe hacer referencia es a la
amplitud de un angulo respecto al otro, en este caso esta relacién seria la

congruencia entre angulos.

Trascripcion imagen 15: “no fue
cuidadoso al momento de dividir los angulos no
utilizé la herramienta bizectriz para garantizar

que los dos angulos fueran proporcionales”

Imagen 15
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Transcripcion imagen 16:
no ya que al realizar la
construccion no se toma en
cuenta la division de angulos

para conservar la

proporcionalidad,”

Imagen 16

En general se evidencia que el objeto proporcionalidad debe reconstituirse pues
es empleado o se hace referencia a él por los estudiantes en situaciones que no
son adecuadas como las descritas anteriormente, principalmente cuando
relacionan las magnitudes que pertenecen a la misma naturaleza y al momento de
establecer razones externas identificar la correspondencia correcta -para este
caso la correspondencia idéntica- entre las magnitudes; tal vez estas dificultades
se presentaron porque tienen algunas debilidades al realizar e interpretar las
correspondencia entre las magnitudes de los triangulos como se puede observar a

continuacion:

Sobre el objeto Correspondencia encontramos en el cuadro 3 algunos de los

desarrollos de los tres grupos.

Cuadro 3: Objeto correspondecia

Caballeros de las Suart Proskartenesis

matematicas

Imagen 18 Imagen 19
Transcripcion imagen 18: Transcripcion imagen 19:
Imagen 17 . . |« . .
BC = AC> AB tr|angu|o inicial Lo que garantlza la semejanza de

Transcripcion imagen 17:

“para este tipo de triangulo el
proceso no genera triangulos

BC = BO > BC = AC triangulo que
contiene al triangulo ABC triangulo

los triangulos es la translacion de
un lado que es igual a otro, por
medio de una circunferencia y que
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semejantes, porque la razén
gue tiene el triangulo AABC no
es la misma que guarda el
ABCL, estos triangulos no son
correspondientes ya que no se
encuentra semejanza de
angulos.”

“porque no tiene una
correspondencia de angulos al
ser diferentes, ya que el
triangulo ABC es isosceles y
el triangulo BCL es escaleno”

OBC
Azul: sus angulos
correspondientes son iguales

teniendo en cuenta que el
método de construccion se
basé en la copia de los angulos
donde <NCM es congruente
<ABC.”

si son los lados que contienen el
angulo igual correspondiente
en los dos triangulos no es el
doble puesto que el nuevo tiene
que contener al otro y compartir
un lado si se forma una proporcién
que es menor al doble de los
lados iniciales ( los que tienen el
angulo). Ademas de eso no
escoger un punto al azar ayuda
aunque la solucién garantice la
semejanza de triangulos

las relaciones que se pueden
determinar entre las partes
constitutivas de triangulos

semejantes son (teniendo en
cuenta como partes constitutivas
los lados, angulos)

la proporcionalidad de los lados
correspondientes entre los dos
triangulos

La congruencia de angulos que
contienen los triangulos y estos a
su vez deben corresponder los de
un tridngulo con los del otro.

En el argumento dado de
porque no se construyen

triangulos semejantes
menciona lo que es una
razon y una

correspondencia
atribuyendo el significado

de razon a
correspondencia y el de
correspondiente a
semejante, al afirmar
‘razon del triangulo” vy
“triangulos

correspondientes”, como
se puede observar en lo
resaltado en negrita en la
transcripcibn  de  esta
imagen..

Para dar validez a su
construccion, justifica que
su construccién se baso6 en
la copia de angulos, y asi
cumpliria con uno de los
criterios de semejanza.

Mejoran sus argumentos al
momento de justificar los
pasos de la construcciéon de
triangulos semejantes. Esto
se ve reflejado en la medida
que emplean los criterios de
semejanza  como una
herramienta para cumplir
con las condiciones de la
situacion. Se evidencia un
avance en el uso de
lenguaje formal.
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Como se puede observar en la tltima fila del cuadro 3, anteriormente presentado,
el objeto correspondencia aparece en la situacibn como un objeto dependiente del
objeto proporcionalidad, durante el trabajo realizado con los estudiantes se hace
énfasis en la identificacién de la correspondencia idéntica con el fin de resignificar

el objeto proporcionalidad.

Podemos observar en la imagen 17 que el objeto correspondencia es empleado
en un principio indiscriminadamente por ejemplo, en afirmaciones como “estos

triangulos no _son correspondientes ya que no se encuentra semejanza de

angulos.”, se evidencia que el objeto correspondencia es empleado en lugar del
objeto semejanza, esto nos indica que el objeto correspondencia al igual que el de
semejanza son entendidos como un “concepto de” por los estudiantes, sin que se

presente una comprension y sean constituidos como objetos mentales.

Al ir trabajando y profundizando este objeto durante las discusiones realizadas en
clase, se logra obtener algunos avances respecto a la manera en que se emplean
los objetos proporcionalidad y correspondencia, logrando obtener una constitucion
mas compleja del objeto mental, esto se observa al identificar que los estudiantes
relacionen el término adecuado con las partes constitutivas de los triangulos y no
con los triAngulos en si, como se observa en la trascripciones de las imagenes 18

y 19, especificamente las partes resaltadas en negrita.

Transcripcion imagen 20: “Lo

que garantiza la semejanza de los
triangulos es la translacion de un lado
que es igual a otro, por medio de una
circunferencia y que si son los lados que

contienen el angulo igual

correspondiente en los dos
Imagen 20

triangulos”

Después de identificar los aspectos anteriores, se hace una reflexiébn con los
estudiantes, una vez hecha, se les pide a los estudiantes que vuelvan a trabajar

en la solucién de la situacion teniendo en cuenta las correcciones y aclaraciones
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gue se les hicieron a la primera entrega del trabajo; en los datos formados a partir
de las correcciones hechas por los estudiante, aparecen datos como los que se
muestran en la transcripcion de la imagen 20, se logra identificar que hacen un
mejor manejo del lenguaje matematico, y logran relacionar correctamente las
partes constitutivas de los tridngulos, refiriéndonos especificamente a la parte
resaltada en negrita de la transcripcion puesto que manifiestan relaciones entre
magnitudes de la misma naturaleza, en este caso “los lados que contienen el
angulo” manifestando que son semejantes, debido al proceso de construccion

que realizaron.

Teniendo en cuenta lo anterior podriamos decir que los estudiantes han logrado
avanzar en la constitucién de los objetos mentales que se han trabajado, lo que
indica que estos han empezado a realizar matematizacion, ya que logran
organizar la situacion usando los criterios de semejanza, los objetos
proporcionalidad y correspondencia como herramientas, para que la soluciéon
cumpla con las condiciones pedidas, esto se ve reflejado en las afirmaciones
realizadas por los estudiantes mostradas a continuacion en la transcripcion de la
imagen 21, en general se observa que son mas claros cuando describen su

trabajo en la situacion y los objetos mentales a los que se refieren.

Transcripcion imagen 21: las

relaciones que se pueden determinar entre
las partes constitutivas de triangulos
semejantes son (teniendo en cuenta como

partes constitutivas los lados, angulos)

- la proporcionalidad de los lados
correspondientes entre los dos triangulos

- la congruencia de angulos que
contienen los triangulos y estos a su vez
Imagen 21 deben corresponder los de un triangulo con
los del otro

Siguiendo con las discusiones y aclaraciones en el grupo sobre estos objetos

mentales, los estudiantes logran avanzar en comprender cada uno de los objetos

gue intervienen en la situacién dada, pasando del objeto mas general, semejanza,
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hasta el mas particular, correspondencia, este Ultimo fue la clave para que se
lograra poner en accion los objetos reconstituidos frente a la situacion,
entendiendo que cada una de las partes constituyentes de un triangulo tienen en
la situacion una parte constituyente correspondiente de la misma naturaleza en el

otro triangulo.

En la ilustracion 4 se muestra la constitucién de los objetos mentales involucrados
en la situacién, podemos observar que para ser constituido el objeto semejanza
fue necesario abordar los objetos proporcionalidad y correspondencia, debido a
gue en un primer momento los estudiantes evocan el objeto semejanza a través
de los criterios de semejanza pero no son relacionados y aplicados en la situacion,
esto se realiza con el fin de que el objeto semejanza sea constituido a partir de los

dado en la situacion y no quede como un concepto enunciado sin ninguna

aplicacion.
SEMEIANZA | aparece — | lenguajeformal -
. l
Enla :
l |
i
Enunciacidn de los criterios de semejanza :
I
I
. I
Relacionar |
PROPORCIONALIDAD . |
Se busca “|  magnitudes de la “l
misma naturaleza :
I
I
I
I
I
I
I
Partes constitutivas :
CORRESPONDENCIA | Entre — | delostridngulos 7
I
I
|
I
I
Aplicado y relacionado con la situacion | |

llustracion 4: Objetos mentales requeridos en la situacion y la manera en que se constituyen
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Al momento de discutir sobre las diferentes correspondencias que se podrian
establecer entre lados de un triangulo con relacion al otro y los dngulos de uno en
relacion con el otro, se pudo identificar una correspondencia idéntica al generar
razones iguales entre los segmentos que conforman los triangulos y congruencia
en los angulos, como unica forma de obtener semejanza, asi que comprender el
objeto més particular llevé a que los estudiantes tuvieran una mayor comprension
del objeto general (semejanza); argumentar la solucion pensando en que si las
caracteristicas de la correspondencia idéntica se cumplieran generarian el

establecimiento de una secuencia de triAngulos semejantes.

En forma general los grupos a lo largo de las entregas de la primera tarea se
centran en mejorar sus argumentos para justificar el proceso de obtencion de
triangulos semejantes, ademas en mejorar el uso del lenguaje formal relacionado
los objetos que organizan el objeto fractal, se observa que en el trabajo realizado
por los estudiantes se hace mencion implicitamente a procesos de recursividad,
especificamente cuando hacen uso de expresiones como “si repetimos este

proceso infinitas veces”, “asi sucesivamente” entre otras, como se puede observar

en la transcripcion de la Imagen 22 en las partes resaltadas en negrita.

Transcripcion imagen 22:

“Si se repite el proceso infinitas

veces se consigue armar una
sucesion de triangulos

semejantes”

Imagen 22

En cuanto al objeto similaridad, algunos estudiantes indican que “si el primer
triangulo es isésceles, el siguiente debe serlo, para que los triangulos sean
semejantes”, esto nos podria llevar a pensar que ellos reconocen la semejanza de
triangulos como un elemento que organiza el objeto similaridad; se observa en el

proceso de construcciéon de la secuencia de triAngulos que los estudiantes buscan
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que se presente “una invarianza de las razones internas” del triAngulo
(Freudenthal, 1983), y de este modo garantizar que se construyan triAngulos

semejantes al triangulo dado, esto se ve reflejado en afirmaciones como la

mostrada en la transcripcion de la imagen 23:

Transcripcion imagen 23: “Tenemos

un triangulo isdsceles especial ABC dado

de tal manera los siguientes también lo

Imagen 23 seran”

Un dltimo aspecto a tener en cuenta es que algunos estudiantes empiezan a
indicar algunas caracteristicas del triangulo dado como se observa en la parte
resalta en negrita de la transcripcion de la imagen 24, hacen referencia a los
angulos que tiene este triangulo, este hecho es importante pues el triAngulo con el
que inicialmente estaban trabajando no era un tridngulo cualquiera, ya que tenia
algunas caracteristicas especiales que son relevantes para el trabajo que se
realizara en las situaciones posteriores, como por ejemplo en la segunda

situacion.

Transcripcion  imagen  24:"un
tridngulo isésceles de angulos < 36° <
72° < 72°, biseco A = 36°, segundo de eso
AABC = ABDC por el criterio de angulo,

angulo, angulo biseco < BDC...".

Imagen 24

5.2 Situacién 2 (Petagoneando desde lo dado): en esta situacion se buscaba
constituir objetos metales como: proporcion aurea, similaridad y recursividad, para
profundizar en la constitucion de las caracteristicas del objeto fractal. Ademas, en
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esta actividad se daba como herramienta de exploracion el recurso del software

Geogebra.

La situacion presentada a los estudiantes consistia en realizar tres tareas: la
primera, generar un proceso de construccion de un pentagono a partir de un
triangulo especial dado; la segunda, identificar relaciones entre el lado del
triangulo y el pentagono construido; vy, la tercera, identificar relaciones entre los
triangulos que se pueden formar en el pentagono. También en esta actividad se
pretendia hacer mas explicito el objeto similaridad asociandolo a procesos de

unitizacion y normacion.

La actividad realizada por los estudiantes estuvo centrada en el desarrollo de la
primer tarea, es por ello que el analisis de los datos generados a partir de las
construcciones realizadas por los estudiantes, estdn enfocados en la descripcion
de la reconstitucion de los objetos mentales involucrados en la tarea a partir de la
caracterizacion del proceso de construccién y el razonamiento dado en cada
grupo. A continuaciéon se muestran las diferentes construcciones que realizaron los

grupos, mencionando sus razonamientos de partida y los desarrollos realizados.

Las construcciones realizadas por la mayoria de los grupos toman como
referencia completar los angulos del lado menor del triAngulo dado -angulo de 72°-
para construir un angulo de 108° grados y obtener el pentadgono regular, como se

observa en las siguientes imagenes presentes en el cuadro 4.

Cuadro 4: Construcciones de los grupos

Los Caballeros de Sua-art Proskartenesis

las matematicas

58



Imagen 25

Transcripcion imagen 25:

Imagen 27

“En un primer paso tomamos el
ABC,
caracterizado por tener en su

tridngulos que  esta Transcripcion imagen 27:

Imagen 28

‘teniendo en cuenta el trabajo

base angulos de 72 grados y el | realizado anteriormente se sabe

Transcripcion  imagen

que resta de 36 grados |[Que el triangulo ABC tiene una

(hipotesis del problema) ahora | caracteristicas — especiales, —se 28: ‘trace una semirrecta a,

bien, conociendo que el | parte del echo de que todos los | desde el punto B que corte la

angulos de un pentdgono miden
108°.

problema es construir un circunferencia f y cuya amplitud

pentagono regular a partir de
este triangulo consideramos el
hecho de que un pentagono
regular se caracteriza porque
todos sus angulos miden 108
grados, y ademas que sus
lados tienen la misma medida,
por ende se pens6 en cuanto le
falta a los angulos de la base

para ser de 108 grados ...”

Imagen 26

Transcripcion imagen 26:
“Haria falta sumarle un angulo de
36 grados, y al ser esa la medida
del angulo restante del triangulo,
podemos construir con dos rectas
un angulo de 36 grados adicional a
los &ngulos de las bases.”

por lo tanto a los angulos
opuestos a los lados iguales que
miden 72° les faltaria 36° para

completar 108°”

(la de la semirrecta con el punto
B) sea la de la medida del

angulo A trasladado”

Imagen 29

Transcripcion  imagen
29: “raslade el angulo A
sobre larecta r hacia el punto
C del triangulo ABC y con

centro en C y radio CB construir
I circunferencia g.”
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Como se observa en cada una de las im&genes del cuadro anterior, los
estudiantes centran su proceso de construccion en “completar” el angulo de un
pentagono regular a partir de los angulos conformados por el lado menor del
triangulo y un lado igual del triangulo. Sin embargo, pasan por alto el hecho que la
medida del angulo menor del triangulo era el que complementa el &angulo
comprendido por el lado menor del triangulo y un lado igual para obtener el
deseado, es decir, se basaron en las caracteristicas de un pentagono regular mas
no en las caracteristicas del triangulo que les permitia construir dicho pentagono.
Ademas se observa que las construcciones parten de las medidas de los angulos
limitando que el proceso sea general, es decir, al tomar las medidas piensan en
gue el pentagono construido cumpla con unas caracteristicas medibles especificas
y no en la construccion de un pentadgono generado a partir de un proceso

geométrico que no esté basado en medidas.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos indicar que los estudiantes buscan
informacion por fuera de la situacion para poder desarrollarla, al igual que con la
situaciéon 1 los estudiantes pasan por alto los elementos de ésta, que les brindan
herramientas para pensar en un proceso de construccidén, es decir, tratan de
adecuar la situacién con la informacion que han encontrado por fuera de ella,
como se evidencia en la parte resaltada de la transcripcion en negrita de la imagen
25, manifiestan que todos los angulos de un pentagono regular deben medir 108°.

En los datos obtenidos se presenta mas de una construccion por cada grupo, se
evidencia que el hecho descrito anteriormente es la base para generar el
pentagono, exceptuando una construccion del grupo Proskartenesis y una del
grupo Suar-art que aungue en su proceso de construccion copia el angulo menor
del triangulo en ningin momento hacen referencia a las medidas, como podemos
observar en la transcripcién de la imagen 29, especificamente la parte resaltada

en negrita, describen cémo trasladan el angulo.
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En unos de los procesos de construccién del grupo suar-art, observamos que este
se realiza sin que se tomen medidas de los &ngulos, aunque se toma como centro
de la construccion el trasladar uno de los angulos conformado por el lado menor
del triangulo y un lado igual del mismo. Esta traslacion se genera a partir de la
prolongacion de dos lados del tridngulo, garantizando que en el proceso de
construccioén se traslade por completo el triangulo, lo que podria verse como una
rotacion del triangulo inicial, como se observa en las imagenes 30, 31 y 32, los
estudiantes prolongan el lado menor y uno de los lados mayores, para

posteriormente construir el triAngulo inicial, este proceso es repetido en cada uno

de los triAngulos obtenidos.

Imagen 30 Imagen 31 Imagen 32

En esta construccidn se puede identificar el uso de un proceso geométrico
recursivo para la generacion del pentagono, ya que se toma la informaciéon de la
situacion desarrollando una secuencia de pasos para construir la unidad de
referencia con la cual se genera el pentagono, se puede identificar un proceso de
unitizacién se toma como unidad de referencia el triAngulo dado y el proceso de
construir nuevos triangulos a partir de él, y una normacion cuando se analizan los
pasos de construccién que generan el pentdgono. El reconocimiento de procesos
de unitizacion y normacién en las construcciones realizadas, es un avance en la
constitucion del objeto fractal ya que se empiezan a generar procesos iterativos, lo

que permite acercarnos al objeto similaridad. Esto lo podemos observar en la
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transcripcion de la imagen 33, se emplean palabras como “asi sucesivamente”

gue hacen referencia implicita a un proceso de recursividad.

Transcripcion imagen 33: “Asi

sucesivamente repetimos los
anteriores pasos en se hallan los
puntos M,l,J, los cuales forman los otros

dos tridngulos, igualmente puede ver la

Imagen 33 estrella formada...”

En las construcciones realizadas podemos identificar un caso en el que un
estudiante construye un pentdgono sin considerar el triangulo dado y las

caracteristicas de este, como se evidencia en la imagen 34.

Se observa que para el estudiante los angulos
mayores del triangulo son de 70° y no de 72°; en la
construccion se le pedia generar un pentagono
regular y el pentdgono construido no es regular, al
tener angulos de 100°, 120° y 110°. Dado que el
estudiante no parte de la situacion dada para

trabajar en la tarea, este llega a construir un

pentdgono que no cumple con las condiciones

Imagen 34

pedidas.

Otro proceso de construccion realizado por los estudiantes, estuvo basado en
trazar la bisectriz interna de uno de los angulos del lado menor del triangulo, ya
gue tomaron la solucion de la situacién 1, como punto de partida para solucionar lo
gue se les pedia. Pues se dan cuenta que el tridngulo que usaron en la situaciéon 1
esta relacionado con el de la nueva situacion, al tener los angulos
correspondientes iguales entre si, esto lo podemos observar en la transcripcion de
la Imagen 35 especificamente en la parte resaltada en negrita.
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Transcripcion imagen 35: ‘teniendo en

cuenta que el triangulo ABC es semejante (al
tener los éangulos iguales entre si), el
triAdngulo de la situacion anterior también
nombrado ABC, entonces utilizamos una de las
soluciones dada (el trazar la bisectriz interna de
alguno de los angulos de la base, y dicho
segmento BD, serd su vez lado del nuevo
triangulo BCD)”

Imagen 35

A partir de las construcciones dadas por los estudiantes para construir el
pentagono podemos identificar tres razonamientos, estos se pueden observar en
la ilustracion 3, en la primera encontramos los procesos de construccién que se
basan en completar el angulo, refiriéendonos a aquellos que buscan obtener un
angulo de 108° -angulo interno de un pentadgono regular-. Identificamos que los
estudiantes buscan informacion por fuera de la situacion indicando que no parten
del contexto dado en la situacién, lo que gener6é que un estudiante cambie los
angulos del triangulo y que otros busquen elementos de la matematica formal para
trabajar en la situacién de tal manera que logren obtener los elementos indagados.
Basandonos en esto se busca que los estudiantes logren llegar a un nivel
situacional, ya que no estdn empleando elementos de la situacibn como

herramienta para solucionarla.
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llustracion 5: Procedimientos empleados en la solucién de la situacion

Se parte de informacion por fuera

| 1. Completar ., delasiuacion
’ elangulo - Cambioen las medidas delos
angulos

Formasde ‘
razonamiento
empleadosen [
|a construccion

| 2 Trasladar . Parten dl:urla |r|forma!:|nn dada _
el drguio Generacion del pentagono mediante
| procesos fterativos

Ratacion del triangulo
Completar el angulo

Basado en

3. Bz Parte de la informacion dada
— = - Obtencion de los vértices del
pertagono

= | Parten de una de las soluciones

dadas para obtener la secuencia
de triangulos pedida en la
situacion 1

En cuanto al segundo y tercer razonamiento podemos indicar que estos
estudiantes parten en un nivel situacional, debido a que su proceso de
construccion toma la informacion dada en la situacién, lo que permite que se
vayan acercando a un nivel referencial, ya que logran crear un modelo de la
situaciéon empleando procesos iterativos obteniendo construcciones como la que
se observa en la imagen 32. Aunque los dos procesos de construccion parten de
tomar los datos empleados en la situacion, la tercera forma de construir el
pentagono por parte de los estudiantes requiere un nivel de constitucion de los
elementos presentes en la situacion mas alto, ya que no es suficiente los
desarrollos que han realizado hasta ahora con los objetos para dar solucion a esta

nueva situacion.

Refiriéendonos a la segunda y tercera tarea propuesta a los estudiantes, las cuales
consisten en identificar las relaciones existentes entre el triangulo y el pentagono
construido, asi como las relaciones entre los triangulos que se forman dentro del
pentagono, podemos identificar en referencia al objeto similaridad y el surgimiento

del objeto razén aurea lo siguiente:
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- Relaciones entre el triangulo y el pentagono: se pretendia que los
estudiantes identificaran las siguientes relacione: (1) el lado menor del
triangulo es el lado del pentagono regular que se quiere construir, (2) los
lados iguales del triangulo son diagonales del pentagono, (3) el lado
menor del triangulo con los lados iguales se encuentra en extrema y
media razén, asi mismo el lado del pentdgono con sus diagonales se
encuentra en extrema y media razon. Estas relaciones son identificadas
por los estudiantes como se puede observar en las transcripciones de las
imagenes 36, 37, 38, 39 y 40 en cada una de las imagenes se indica la

relacion a la cual hace referencia con el nimero correspondiente.

Transcripcion imagen 36: “as relaciones

gue podemos plantear entre los lados tridngulo y
los lados del pentagono, determinan dos
diagonales del pentadgono construido hablando

de los lados del triangulo.” (2)

Imagen 36
Transcripcion imagen 37: “El pentagono

regular al ser las figuras que mantienen la
proporcién aurea (pentagono cuyas diagonales
estan en proporcién aurea o divina (fi) con sus
lados de igual forma que sucede con el triangulo
inicial ABC, su base esta en relaciéon

aurea con sus lados iguales al ser un triangulo

isésceles“(3)

“entonces podemos evidenciar que al presentar dicha

proporcion al estar contenido el triangulo tenemos que

la base del triangulo sera a la vez uno de los lados

Imagen 37

del nuevo pentagono y sus lados iguales AC y AB,

seran parte de las diagonales de dicho pentagono.”

1)
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Transcripcion imagen 38: “se puede establecer Ia

siguiente relacion AC/BD=BP/PA se dice que una recta
ha sido cortada en extrema y media razén, cuando la
recta entera (AC) es el segmento mayor como el

segmento mayor (CP es la segmento menor (PA)” (3)

Imagen 38

Transcripcion imagen 39: “Que hay
una relacién entre los lados del el
pentagono con las diagonales de este
pentdgono que son los lados del
triangulo ABC (2), lo que se conoce como

la razén aurea o proporciéon aurea... el

punto de interseccion de dos diagonales

de un pentagono regular divide a ambos

Imagen 39 en la razén durea” (3)

Transcripcion imagen 40:

“en la estrella existe una razéon urea o
razon de extremay media razon, ya que
el segmento AC es al segmento JC,
como el segmento JC es al segmento
JA, ya que el segmento AC esta dividido
por paralelas entonces por Ta-les se
puede R semejanza o proporcién
AC/CJ=JC/JA y asi con todos las
diagonales que estan inscritas en el

pentdgono” (3)

Imagen 40

Con relacion a los dos primeros aspectos podemos observar que estos se fueron
identificando, gracias al proceso de construccion que realizdé cada grupo, dado que
los estudiantes lograron identificar que la razon entre los lados del triangulo era la
misma que entre los lados del pentagono y sus diagonales, como se evidencia en
la parte de la transcripcion resaltada en negrita de las imagenes anteriores, al

identificar estas relaciones en la situacion los estudiantes logran tomar la
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informacion mas relevante del problema y asi hacer explicita la existencia de la

proporcién aurea, lo cual era uno de los objetivos de la situacion.

En cuanto al tercer aspecto se observa que los estudiantes logran identificar la
proporcion aurea existente entre las relaciones posibles entre los lados del
triangulo y el pentdgono, sobre esta relacion algunos estudiantes intentan
justificarla desde el proceso geométrico planteando la proporcion existente entre
las razones de los segmentos esto se puede observar en las transcripciones de la
imagen 38 y 40, otros estudiantes intentan validarla mediante un proceso

algebraico como se observa en la trascripcion de las imagenes 41, 42, 43 y 44.

Transcripcion imagen 41: “ademas

podemos decir que entre AC y CB existe
una razon aurea, ya que la diagonal del
pentagono o el segmento AC es mayor que

el lado CD. Sea A€ = 4 = A+V5
CB l 2

d=1+1;=2->d=Cperod=1+1

Entonces

P=1+11?=-1-1=0 - cuadritica

Imagen 41

_ —EDF/ED-41x(D) 175 g _ d
1= 2 == L= [

Por un lado, algunos estudiantes que plantean desarrollos algebraicos no son
claros en demostrar como emergen esos planteamientos algebraicos de la
situaciéon como por ejemplo los que se observan en la transcripcion de la imagen
41, por lo cual podriamos indicar que estos estudiantes al tomar elementos de la
matematica formal, moviéndose dentro de una matematizacién vertical, intentan
relacionar la informacion para crear un modelo de la situacion, si lograran

generarlo podrian llegar a un nivel referencial.
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Por otro lado, un grupo de estudiantes plantea desarrollos algebraicos a partir de
la situacion, tomando las relaciones que permiten generar dichos planteamientos,
validados desde las relaciones establecidas, esto nos indica que los estudiantes
se mueven dentro de una matematizacion horizontal al establecer las relaciones
dadas en la situacion y en una matematizacion vertical al establecer elementos
formales para describir las relaciones encontradas a partir de la informacion
obtenida en la situacion, permitiéndoles moverse dentro de la situacion de una
manera dinamica, en la cual se pueden remitir a la situacion anterior y ademas
avanzar en la solucién de la nueva situacion (Bressan, Zolkower, & Gallego,
2004), esto se logra identificar en las justificaciones que se observan en la

transcripciones de las imagenes 42, 43 y 44.

Transcripcion imagen 42: “encontramos que si

el lado del pentagono es 1, y la diagonal es X, entonces
podemos restar a x el valor del lado por medio de una
circunferencia y plantear la semejanza entre triangulos,
por ende el segmento DA, es igual a X-1, y los dos
triangulos que se forman son semejantes ya que
comparte los angulos correspondientes son iguales, ya

gue lo demostramos en la hipétesis de las medidas de

Imagen 42 los &ngulos y los lados en el inicio del problema, por

Transcripcion imagen 43: “ende entre las

proporciones que podemos enunciar,
encontramos las siguientes:

1_xt

X 1

Realizando el despeje de los denominadores la
siguiente expresion 1=x(x-1)

Y ahora bien solucionando el producto y restando
1 a cada lado de la igualdad obtenemos

Imagen 43

0=x2-x-1
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Transcripcion imagen 44:

Esta es una ecuacién cuadratica, lo que significa que sus
posibles soluciones son determinadas por la foérmula

—-bFb%-4ac

general X =
2a

Reemplazando los valores en la férmula encontramos dos
soluciones y el tratarse de las medidas de dos segmentos
tomamos la solucion positiva

1+V5
X =
2
aureo lo que significa que la relacién entre el lado y la base
del triangulo, esta dado en base a este numero.

Este nimero no es otro que el nimero de oro o

Imagen 44

Con la identificacion de las relaciones anteriores se pretendia fomentar la
construccién de todos los triangulos posibles dentro del pentagono, y asi identificar

triangulos semejantes generados en la construccion, estas relaciones son:

- Relaciones entre los triangulos formados: (1) dentro del
pentagono aparecen dos tipos de triangulos isosceles, (2) se generan
triangulos semejantes a los dos tipos de triangulos isOsceles. Estas
relaciones son identificadas por los estudiantes y se observa ademas que
un grupo logra generar un pentdgono semejante al pentagono construido
(3), en el cuadro 5 se muestran evidencias de las relaciones identificadas

por los estudiantes.

Cuadro 5: Relaciones entre los triangulos

1. Dos tipos de tridngulos | 2. Triangulos semejantes | 3. Pentdgonos semejantes
isosceles

Imagen 46 Imagen 48
Imagen 45 Transcripcion imagen 48: “pero
o _ | Transcripcion imagen 46: “el tambjén s€ puede CO”Sth,"r un
Transcripcion - imagen 457 0 4o relaciones de todos los | PeNtagono intermo en el triangulo
relaciones tridngulos: triangulos | ABC con los puntos Q; M,U, N lo
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isésceles” triangulos  is6sceles  son | que se debe hacer el otro punto
semejantes” es un segmento | entre los puntos
C, V (postulado 1), y un segmento
m entre los puntos B, N (postulado
1 ) se halla el punto de
~ interseccién entre el segmento m

|y I, por dltimo realizamos el
pentagono QMRUN”"

Imagen 47
Transcripcion imagen 47: ‘el
triangulo CNA es semejante al
ALB ya que tiene la misma base
correspondiente 'y sus lados Imagen 49
correspondientes. el lado MA es Transcripcién imagen 49:
correspondiente con el lado LB, | “ahora podemos observar los dos

y el lado AB del triangulo ALB | nentagonos regulares realizados a
es correspondiente con el lado | partir del triangulo ABC”

BA del triangulo CNA”

Los estudiantes indican que se forman dos tipos de triangulos isosceles, en la
mayoria de construcciones se destacan tres triangulos, el triangulo dado y dos
triangulos isésceles que comparten un lado con el triAngulo dado como se observa
en la imagen 45 y 46, son los tridngulos a los que hacen mayor referencia los

estudiantes, en algunos casos son los Unicos triangulos que logran identificar.

En cuanto a las relaciones que establecen entre los triAngulos formados se
observa gue los estudiantes determinan dos grupos de triangulos semejantes, uno
triangulo isésceles llamado sublime, de angulos 72°, 72° y 36° y otros triAngulos

isésceles obtusangulo de angulos 36°, 36° y 108°.

Esta accion de identificar tridngulos semejantes esta relacionada con el objeto
similaridad, como se puede identificar en la afirmacion realizada en la imagen 46

“todos los triangulos isésceles son semejantes”; logrando identificar triangulos

semejantes al triangulo dado dentro del pentagono construido, ademas los
estudiantes identifican que todos los tridngulos guardan entre sus lados la razén
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aurea -con esto justifican que los triangulos son semejantes-, como podemos

observar a continuacion:

Imagen 51 Imagen 50

Transcripcién imagen 51: “otra de las congruencias que se pueden evidenciar (y que a la vez esta

relacionado con la proporcion aurea al tener como lados correspondientes el lado y la diagonal del pentadgono)
entonces dichos triangulos a su vez seran semejantes ARH semejante con KRC y estos a la vez tendran 4
triangulos semejantes contenidos dentro del pentagono (al tener 5 diagonales y 5 lados iguales)
Por tanto:
- los triangulos ABC, KCH, HKB, BAH, CAK son congruentes y por tanto semejantes entre si
- triangulo BCD, AHD, CHR, BEK, APK, BDE, APD, HAE; HES, HSC, CRP, CPB, KBS, KRA son
congruentes y por tanto semejantes entre si

- triangulos ARE, KEP, BPS, CSD, DHR, son congruentes y por tanto semejantes entre si y dichos
tridngulos anteriores serdn semejantes entre si”

En las afirmaciones realizadas por los estudiantes se puede observar que ellos
logran identificar el objeto similaridad en sus construcciones, como podemos
observar en la imagen 50 se muestra la representacion obtenida y en la imagen 51
las relaciones que se pueden establecer entre los triAngulos generados en la
construccién, observamos que el estudiante reconoce tres grupos de triangulos
isésceles que son semejantes entre si, siendo el mismo triangulo a diferente
escala formado dentro del pentdgono —parte resaltada en negrita de la
transcripcion-, ademas de estos triangulos los estudiantes identifican que se

puede formar un pentagono semejante al pentdgono construido como se muestra
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en las imagenes 48 y 49, convirtiéndose esto en un primer acercamiento para
reconocer figuras autosimilares, y como lo menciona (Confrey, 1994) “una
estructura similar se construye mediante rompimientos similares repetidos.” y en
este caso los estudiantes logran identificar esos rompimientos en la construccion

generada.

De manera general en el trabajo realizado por los estudiantes en referencia con la
segunda situacion, observamos que los objetos similaridad, correspondencia y
proporcionalidad se presentan con mayor dominio, lo que nos indica que se ha
avanzado en la reconstitucion de estos objetos, ademas los estudiantes logran
reconocer a partir de la exploracion de la situacién, que un proceso de
construccion puede ser visto como un algoritmo generador. Este hecho es
relevante ya que hace parte fundamental de la constitucion de la fenomenologia
del objeto fractal planteada para el desarrollo de esta propuesta de aprendizaje.

Por lo cual la tercera situacién hace hincapié en el reconocimiento de este objeto.

5.3 Situacién 3 (Argumentando desde lo dado): esta situacion requeria que los
estudiantes llevardn a cabo tres tareas, la primera consistia en construir un
segmento igual al perimetro del triAngulo dado, y a partir de él, generar triAngulos
semejantes al triangulo dado; la segunda tarea consistia en que a partir de
cualquier segmento AB construir tridngulos semejantes al triangulo dado y la
tercera argumentar cual de las dos situaciones requeria una mayor carga

cognitiva.

Para el desarrollo del analisis consideramos elementos empleados por los
estudiantes en relacion con las dos primeras tareas, principalmente aquellos
relacionados con el objeto semejanza y la generacion de figuras autosimilares. En
cuanto a la tercera tarea consideramos la reflexion realizada sobre identificar cual

de las tareas anteriores requiere mayor carga cognitiva.

En cuanto al desarrollo de la primera tarea observamos en las construcciones

realizadas, que los estudiantes logran construir un segmento igual al perimetro del
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triangulo dado, el proceso empleado por los tres grupos es el mismo, sin embargo,
al generar triangulos semejantes los procedimientos empleados son diferentes. El
proceso de construccion dado por los tres grupos parte de la definicion de
perimetro, como se puede observar en la parte de la transcripcion de la imagen 52
que esta resaltada en negrita.

Transcripcion imagen 52:
“nuestra consideraciéon de perimetro

es basada sobre la geometria
actual, que define perimetro como

Imagen 52 la suma de los lados que conforman
la figura, en este caso segmento
AB,BC y AC”

Partiendo de esta definicion, la forma de construir el segmento es prolongar el lado
menor del triangulo y trasladar los lados iguales del triangulo en dicho segmento,
se puede observar que esta primer parte de la tarea no les causo gran dificultad,
ya que se apoyaron en la definicion formal y en algunas proposiciones del libro
Elementos, empleadndolas de manera que les permitiera cumplir con una de las

condiciones de la tarea.

Otro aspecto relevante de esta primer tarea, esta relacionado con construir un
triangulo semejante al dado, con relacién a esto se observa que ya no se toma tan
a la ligera la construccion de triangulos semejantes, puesto que van realizando la
construccion verificando que se cumpla alguno de los criterios de semejanza, esto
se puede observar en la imagen 53 en la parte de la transcripcion resaltada en

negrita, se hace alusion al criterio de semejanza: dos triangulos son semejantes si

tienen dos angulos iguales.

N Transcripcion imagen 53:
na-parapl::ap:lsst::::n‘:zssé “dandonos un nuevo triangulo ADE

X semejantes al triangulo ABC ya que
unto de intercepcion se | |os angulos de la base de ambos
al triangulo ABC ya triangulos son iguales y el angulo
les y el angulo AED AED sera semejante el angulo ACB
del triangulo dado”

Imagen 53
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En la segunda tarea observamos que los estudiantes en algunos casos omiten
algunos de los requisitos de la situacion, por ejemplo, un grupo emplea la solucién
de la primera tarea sin considerar que la construccion debe partir de un segmento
cualquiera, otro genera triangulos semejantes entre si pero no semejantes al

triangulo dado, como se expone a continuacion.

e Transcripcion imagen
uevo triangulo isosceles  54: “tenemos el segmento AB

: i i gue va a ser el perimetro del
'EI‘angUIo del vértice nuevo triangulo  isosceles

s intercenc semejante al que ya teniamos
' f!tercepclén enel (ABC), entonces bisecamos el
angulo del vértice B para tener
el mismo angulo del vértice C
yesta recta gue a este punto de interseccion
en el segmento AC Ilo
to de llamaremos D, luego aremos
Imagen 54 la biseccion del vértice D...”

En la transcripcion de la imagen 54 se evidencia que los estudiantes construyen
triangulos semejantes al triangulo dado partiendo del segmento igual al perimetro
del triAangulo dado, la tarea requeria que construyeran triangulos semejantes al
triangulo dado partiendo de un segmento cualquiera, indicando que el
procedimiento planteado no se hace de manera general, s6lo se emplean los
datos dados en la situacion.

Otro grupo de estudiantes da un procedimiento muy general sin emplear los datos
del problema obteniendo triangulos semejantes entre si, sin embargo estos
triangulos no son semejantes al triangulo dado. En la imagen 55 se observa la

construccion realizada por los estudiantes.

g
/ :
X
\\ \
|
‘/6
a Lp o Qo

S i
Imagen 55
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Observamos en la imagen 55 que los triangulos semejantes entre si son triangulos
rectdngulos y no triangulos isésceles como el triangulo dado, el triAngulo dado

aparece en la parte derecha de la imagen.

Al desarrollar la segunda tarea se evidencia una falta de consideracion de los
datos del problemas, como se ha mencionado, pero al momento de realizar la
tercera tarea, los estudiantes realizan una reflexion y logran reconstruir su
proceso, en cuanto al uso de los distintos objetos mentales que les permiten
realizar las tareas, como se observa en las imagenes 56 y 57.

El proceso de reflexion realizado por los estudiantes considerando las diferentes
sesiones de clase, evidencian sus avances en el desarrollo de las tareas,
reconociendo que esos objetos mentales involucrados en cada tarea se convierten
en una herramienta que les permite desarrollar con mayor eficiencia la tarea
propuesta, como se evidencia en la parte resaltada en negrita en la transcripciéon
de la imagen 56 los estudiantes hacen mencion al uso de teoremas y conceptos
como herramientas que les facilitan llevar a cabo la tarea.

Transcripcion imagen 56: “1) la primer
clase. la asociamos con la primer soluciéon del
trabajo en el cual nosotros tenemos conductas
automatizadas, esquemas (teoremas en accion

y conceptos en accion) en donde:

e perimetro de un tridngulo

e prolongar una recta (postulado 2)...
entre otras herramientas las cuales nos
facilitaron la solucién y construcciéon de esta
situacion”

Imagen 56
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Transcripcion imagen 57: ) la Seavneta close do gup,

ﬂ/a_ segunda clg’se de situac_ién: la asociamos con la  eohicion g6 CE59vemat pard (g Sokc-en,efﬁ"ﬁ'j:",; acferts.
primera situacion del trabajo en donde nos dimos e i BEREEE LS e eccnan g
cuenta que no tenemos el total de esquemas para la = <5 e Consticecién, Lenendo en coento nusha Seheicn

., £ e
solucién pronta de este problema ademas, evocamos ;w i?ﬁ%ﬂ“%umm“ﬂgﬁﬁ e

varios esgquemas para la solucion, la ayuda para la . .. .
resolucion de este problema, y en varias ocasiones | e e
llegamos a construcciones que no generaban la
solucion correcta.

En esta segunda construccion, teniendo en cuenta
nuestra soluciéon planteada es imprescindible tener
mayor carga cognitiva, ya que es necesario tener
estos conocimientos...”

Imagen 57

Los estudiantes logran generar tridngulos semejantes en una situacién que les
permite tener mayor libertad en elegir el procedimiento, sin embargo al darles mas
condiciones, limitando sus formas de proceder como se evidencia en la segunda
tarea, los estudiantes no logran generalizar los objetos mentales de tal forma que
puedan ser empleados en otras situaciones, observamos que para los estudiantes
el desarrollo de la primer tarea fue méas facil y en la segunda, poder dar un
procedimiento que genere triangulos semejantes les resulta mas complejo como
ellos mismos afirman “dado que en el primero abordamos situaciones
conocidas y se resuelven facilmente por un proceso iterativo de suma de
segmentos ... en cambio, el segundo mezcla elementos tratados en el primer
problema” esto lo podemos observar en la transcripcion de laimagen 58

resaltado en negrita.

La reflexion realizada por los estudiantes surge al identificar cuél de las dos tareas
anteriores tiene mayor carga cognitiva como se observa en la transcripcion de la
imagen 58, los grupos identifican que la segunda tarea tiene mayor carga
cognitiva, ya que asocian la carga cognitiva con requerir mayor uso de objetos
mentales en la solucion de la situacion asi como el uso de razonamientos traidos a

colacién en situaciones anteriores.
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Transcripcion imagen 58: “De acuerdo con la
discusion de ¢ cudl de las dos tiene mayor carga cognitiva
y por qué? llegamos a la conclusiéon que el que mayor
carga cognitiva es el 2 problema, dado que en el
primero abordamos situaciones conocidas y se
resuelven facilmente por un proceso iterativo de
suma de segmentos ... en cambio, el segundo mezcla
elementos tratados en el primer problema por tanto,
dichos esquemas utilizados en el problema anterior , nos
sirven de base para la solucion del siguiente, asi, con
ayuda de nuevos datos, como por ejemplo la extrema y
media razon, es posible encontrar una solucion vélida a
dicha situacién.

Imagen 58

Al observar los resultados obtenidos de las tres tareas en relacion con los niveles
progresivos de matematizacion, estos indican que los estudiantes hasta este
momento logran ser conscientes que es necesario dar formalidad en cuanto al
correcto uso del lenguaje matematico y mayor coherencia en el uso y aplicacion
de los objetos mentales al desarrollar las tareas propuestas en la situacién. Lo que
lleva a decir que los estudiantes han logrado avanzar en cuanto a su proceso de
matematizacion, al ser capaces de reflexionar y explorar sobre los elementos
empleados en las situaciones anteriores que les son utiles, asi como la necesidad
de constituir nuevos elementos para desarrollar las tareas que se requerian en la

situacion.

Sin embargo, en cuanto a la constitucion de los objetos mentales en esta actividad
no se logra generar un avance significativo, ya que los estudiantes no generan
nuevos objetos mentales a los ya construidos en actividades anteriores, sin lograr

llegar a la generalizacion y apropiacion de estos.

El trabajo de los estudiantes en las situaciones 1 a 3, requiri6 generar una
resignificacion de los objetos mentales involucrados, por lo cual, su desarrollo
tomo6 un tiempo mayor al esperado, por ejemplo, en el desarrollo de la primer
situacién se necesitaron cerca de tres semanas de trabajo y reflexion entre los
estudiantes, para llegar a acuerdos en el uso del lenguaje matematico, las formas
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de justificar, ya que tenian dificultad en plasmar las ideas desarrolladas en clase
de manera escrita. Paulatinamente los estudiantes fueron mejorando en los
aspectos anteriormente mencionados en el trabajo de las situaciones 2 y 3, cuyo

desarrollo tomo cerca de tres semanas mas.

Al ir avanzando en la constitucion de los objetos mentales presentes a lo largo de
las situaciones, se intenta explicitar los cuatro objetos mentales propuestos para
constituir el objeto fractal en el desarrollo de la situacion 4.

5. 4 Situacion 4 (plausibilidad de la teoria de la evolucién): con esta situacion
se pretendia constituir el objeto fractal a través de sus caracteristicas
considerando el trabajo realizado desde las situaciones anteriores. En la situacion
se les plante6 un caso en el que se discutia la mejor forma en la que deberia
crecer un arbol, de tal manera que sus hojas y ramas aprovechasen la luz solar de
manera Optima. Para que los estudiantes pudieran realizar facilmente
exploraciones del comportamiento de un arbol se les ensefi¢ a crear herramientas

en el recurso Geogebra.

De acuerdo con los datos obtenidos en la situacion se pudo observar que los tres
grupos exploraron con el recurso geogebra, en lo realizado se observa que
primeramente empezaron a variar la razon entre los segmentos que representan
las ramificaciones del arbol, para observar como se daba el comportamiento de
este en cuanto a su crecimiento al realizar varias ramificaciones. Los estudiantes
observan que las ramas en algunos casos se solapan y al buscar una forma de
evitar este comportamiento buscan la razén en que se deben encontrar las ramas

del arbol.
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Transcripcion imagen 59: “a relacion entre las
nervaduras de las hojas de los arboles, la relacién entre el grosor
de las ramas principales y el tronco, la relacién entre las ramas
principales y las secundarias también obedecen a la razén
aurea”

Imagen 59

Los estudiantes buscan informacion sobre relaciones que se pueden establecer en
el crecimiento de plantas, como se observa en la transcripcion de la imagen 59 se
expresan relaciones entre las diferentes partes del arbol como las hojas, las ramas
y el tallo, considerando el tamafio y el grosor entre estos, lo que lleva a encontrar
que una vez mas la razdn aurea esta presente, por ende los estudiantes
construyen las ramificaciones del arbol manteniendo su crecimiento en razén
aurea, lo que parece solucionar el solapamiento de las ramas, y de esta manera

se lograria obtener un mejor aprovechamiento de la luz solar.

Sin embargo, al realizar iteraciones del crecimiento del arbol considerando lo
anterior, los estudiantes observan que luego de varias iteraciones, las ramas se
siguen solapando, por lo cual mantener el crecimiento a razén aurea no es
suficiente, esto los lleva a considerar el angulo formado entre las ramas, como se
puede observar en la transcripcion de la imagen 60, especificamente en las partes
resaltadas en negrita hacen alusion a la influencia del angulo en la construccion

del arbol.
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Transcripcion imagen 60:
“teniendo en cuenta las
caracteristicas mencionadas
anteriormente 'y la herramienta
geogebra, nos basamos en
establecer el angulo apropiado
en el que deberian estar los
segmentos para que el
aprovechamiento de la luz solar
fuera 6ptimo en las ramas y hojas

Imagen 60 del arbol fractal, pues notabamos

gue ha ciertos éangulos habia

solapamiento entre las hojas y

ramas del arbol, que no era suficiente estar en proporcién aurea y que el angulo influia. inicialmente

utilizamos el método de tanteo en geogebra variabamos el angulo y mas o menos estableciamos un rango
entre 110 y 150.

Al realizar indagaciones en referencia al angulo, los estudiantes encuentran que la
razon aurea se puede relacionar con el angulo, ya que éste se forma con
segmentos que se encuentran en razon aurea, enla imagen 61 se observa el
proceso de cémo hayan el angulo aureo y en la parte de la transcripcion resaltada
en negrita se menciona que al construir el arbol manteniendo el angulo aureo se

evita el solapamiento de las ramas.

Transcripcion imagen 61:

“Al  colocar en geogebra los
segmentos con este angulo
notamos que ya no existia
solapamiento entre las hojas y las
ramas de los arboles, se redujo
también el nimero de iteraciones del
proceso para aproximarlo las al
contexto real a aproximadamente 9
iteraciones consiguiendo el siguiente
fractal.”

Imagen 61

Al unir las dos caracteristicas, como lo son el mantener las ramas a un crecimiento
en razon aurea y que el angulo formado por estas sea aureo, los estudiantes
logran construir el arbol de tal manera que se cumpla con las condiciones pedidas

en la situacion.
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Transcripcion imagen 62: “De este
modo el arbol consigue optimizar el espacio
en planta ocupado por cada rama para que
reciban la mayor cantidad de luz solar...”

Imagen 62

En esta situacion observamos que para lograr construir un arbol que cumpliera
con las condiciones pedidas, fue necesario que los estudiantes buscardn datos
presentes en la naturaleza, llegando a encontrar que mediante el objeto fractal se
logran comprender muchas de las estructuras naturales, al ser relevante los
estudiantes indagan sobre este objeto, reconociendo algunas caracteristicas que
les permiten comprender el contexto de la situacion. Las caracteristicas abordadas
hacen que se evoguen objetos mentales trabajados en situaciones anteriores
como la autosimilaridad, los procesos de recursividad y la razon aurea. En las
imagenes 63 y 64 se observa que los estudiantes hacen mencion al objeto
autosimilaridad que organiza a los fractales en general (imagen 63) y

especificamente el arbol (imagen 64).

Transcripcion imagen
63: “Auto similitud en
algunos casos.

existen fractales
plenamente auto
similares de manera que
el todo esta formado por
Imagen 63 pequefios fragmentos
parecidos al todo”
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Transcripcion imagen 64: “En este
proceso de construccion podemos notar
auto-similitud pues en todas y cada una de
sus partes ocurre lo mismo en distintas
escalas, formando...”

Imagen 64

Al identificarse la autosimilaridad como uno de los objetos que organizan el objeto
fractal los estudiantes a través del proceso de construccidon identifican otros
objetos presentes en la situacion que estan vinculados a procesos de unitizacion
que permiten constituir el objeto autosimilaridad; estos se presentan al reconocer
gue en el arbol cada rama puede ser tomada como una unidad generada a partir
de la inmediatamente anterior y que a su vez permite generar la rama siguiente,
de acuerdo con la definicibn qgue toman mostrada en la imagen 65 la forma en que
se generan las ramas puede ser reconocida como un proceso de unitizacion y

normacion, objetos que ayudan a constituir el objeto autosimilaridad.

Transcripcion imagen 65:
“Mescud considera la unitizacién
como el proceso y el efecto de
construir a partir de unidades dadas,
nuevas unidades de referencia
permitiendo ver simultdneamente
ambos tipos de unidad, y , a la
normacion como el proceso y el
efecto de conceptualizar un sistema
en relacién con alguna coleccién de
unidades establecidas’.

Imagen 65

En la situaciones 1 a 3 se trabaja implicitamente con procesos de normacion y
unitizacién, asi como la autosemejanza y procesos de recursién; ademas en cada
una de ellas la razon aurea es un elemento fundamental con el cual los
estudiantes se han familiarizado, como ya se ha podido evidenciar en los

resultados de las situaciones anteriores. En la situacién 4 el uso de estos objetos
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se hace explicito, ya que la situacion requeria que los estudiantes emplearan los

elementos ya constituidos para poder abordarla de una manera mas natural.

A lo largo del desarrollo de estas 4 situaciones paulatinamente se ha logrado
constituir dos de los aspectos mencionados para el desarrollo de esta propuesta
de aprendizaje que permiten constituir el objeto fractal, iteracion y formas
autocontenidas; de los dos aspectos restantes sélo se logra abordar en el
desarrollo de esta situacion de manera implicita la convergencia al surgir
inquietudes referentes al papel de la razén aurea en el arbol construido, la relacion
que se puede establecer entre el arbol y el conjunto de cantor™, en cuanto al

aspecto densidad no se logra trabajar a lo largo de la propuesta de aprendizaje.

Anteriormente hemos mencionado los resultados obtenidos en cuanto a las formas
autocontenidas mediante la autosimilitud presente en el arbol, a continuacion
mostramos los resultados obtenidos en cuanto a la convergencia, aclaramos que
fue un aspecto que no se trabajo explicitamente y los datos obtenidos surgen de
ideas mencionadas por los estudiantes que no fueron desarrolladas en su
totalidad, debido al tiempo en el que se estaba aplicando esta situacion, pues el
espacio de formacién en el que se desarrollé la propuesta de aprendizaje estaba
por culminar el calendario académico, ademas del largo tiempo dedicado a las
primeras situaciones en la constitucién de los objetos semejanza, proporcionalidad

y correspondencia que eran importantes para poder constituir el objeto fractal.

En la imagen 66 observamos la relacibn que los estudiantes dan entre un
segmento dividido en extrema y media razén con el tronco y las ramas del arbol,
que cumplen con esa misma razon, ademas en la transcripcion se identifica una
idea de convergencia al indicar que la suma de la longitud de las ramas es igual a

uno, por lo cual converge a uno, esta afirmacion surge a partir de preguntarles a

15 el conjunto de cantor aparece al trabajar sobre aspectos generales de los fractales, en una

exposicion realizada por las investigadoras como un ejemplo de fractal usual y se realizan algunos
desarrollos algoritmicos con el fin de afianzar algunos conceptos, mostrando el comportamiento
fractal de este conjunto.
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los estudiantes, por ejemplo, ¢,si al sumar la longitud de las ramas y el tronco del

arbol en un proceso infinito se lograria obtener un valor finito?.

Transcripcion imagen 66:”si los elementos que
componen a cada uno de los segmentos del arbol son < 1,
entonces la sumatoria de los segmentos es igual a 1”

Imagen 66

Este grupo de estudiantes intenta desarrollar un procedimiento algoritmico similar
al que se habia desarrollado con el conjunto de Cantor, sin embargo se identifica
gue la afirmacion realizada es errénea, posteriormente un estudiante desarrolla un
proceso algoritmico que evidencia el error al que se habia llegado, el
procedimiento realizado por el estudiante se muestra en las siguientes imagenes
67y 68:

Transcripcién imagen 67:

Imagen 67
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Transcripcion imagen68:

ok
1>>(2)
k=1(p
1 1
__¢ __¢ _1 -1
I S
N

Imagen 68

En la imagen 68 se muestra el desarrollo algoritmico de la idea expuesta por el
estudiante, indica que la sumatoria de todas las longitudes de las ramas es mayor
a uno, concluyendo que el valor al que se llega no es otro que el niumero ¢
demostrando de esa manera que la primera afirmacion que se habia realizado es
falsa, es decir, la afirmacion que la suma de la medida de los segmentos que
conforman el arbol es igual a 1 es errGnea y se concluye que aunque se tiene un

proceso infinito de sumas el valor al que se llega es un valor determinado.

A partir de lo anterior se podria decir que los estudiantes al tener en cuenta que la
razén existente entre las ramificaciones del arbol es (1/ ¢), y al referirse a “los
elementos que componen a cada uno de los segmentos del arbol”, -parte de
la trascripcion de la imagen 68 resaltado en negrita-, se refieren a cada una de las
razones que hay entre los segmentos (ramas) del arbol, y al afirmar que estas
razones son menores que 1,va a tender a un determinado valor, en este caso ellos
postulan que ese valor va ser 1, puesto que toman el tronco del arbol como la

unidad.

Con un desarrollo mas profundo de esto, se hubiese podido empezar a hablar
sobre las propiedades de la convergencia en este caso haber hecho referencia a

que si la razdén de la serie es menor que uno la serie converge a un determinado
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valor, y también hacer hincapié en que aunque se parte de la unidad no siempre la
serie convergera a 1, esto se puede observar en las imadgenes 67 y 68.

Al finalizar el trabajo realizado en la situacidbn cuatro, se empieza a generar
discusiones que llevan a reflexionar si los aspectos del objeto fractal se habian
trabajado en situaciones anteriores, reconociendo que principalmente los aspectos
como la iteracion y las formas autocontenidas han estado presentes a lo largo del
trabajado, ademas se les pide que intenten generar un sistema de referencia que
les permita hablar sobre lo que han encontrado y para esto se les pide a los
estudiantes que vuelvan a abordar algunas de las situaciones anteriores

identificando estos objetos mentales.

A continuacion analizamos los datos obtenidos a partir de la identificacién de las
caracteristicas del objeto fractal realizada por los estudiantes sobre las tres
primeras situaciones. En cuanto a las formas autocontenidas los estudiantes
desarrollan representaciones de las soluciones dadas a las situaciones, ya que
reconocen que el proceso geométrico con el cual daban solucion a la situacion se
convierte en su patron de iteracion, mediante el cual obtienen la misma figura a

diferentes escalas.

Transcripcion imagen 69: “-
Sl i W intersaccin - se traza una recta desde el vértice
el ifdngulo semejante ol dado ¢ u
entne el virtice y ks intorssccion de t .-.-r.;::r:,::f,h del lado menor dal tridnguio anteriar. tn O t(_)mando c_omo centro de _,Ia
circunferencia hasta la interseccion
hallada anteriormente

v Se tmza una rec
= recta desdo ol vire
3 s =
halada anterormentes famado como canim da i circuntarancia hasts
v So realg

-se realiza el triangulo semejante al
dado con la recta del lado menor
del triangulo anterior, la recta entre

& A el vértice y la interseccion de la
| 2 : circunferencia.”

Imagen 69

Se observa en la transcripcién de la imagen anterior (imagen 69) los pasos gue se
deben seguir para poder construir la secuencia de triangulos pedida, en la imagen
se observa que al reiterar ese procedimiento se van creando triangulos cada vez

mas pequenos, que son semejantes entre si, evidenciando que efectivamente los
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estudiantes logran reconocer la presencia de un patrén de iteracion asi como la

obtencién de formas autocontenidas, por lo tanto figuras geométricas escalantes.

Cuando se habla de la palabra escalante se hace referencia a la definicion que da
(Maldenbrot 2000), la cual es: “Dicese de una figura geométrica o de un objeto
natural cuyas partes tienen la misma forma o estructura que el otro, salvo que

estan a diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas”.

Transcripcion imagen 70:"de dichas
iteraciones se forman nuevos pentagonos
semejantes a la figura AXBCY inicial, pero a
la vez se forman diferentes clases de
triangulos isOsceles, algunos de ellos
triangulos &ureos de distintas areas y por
tanto de distintos lados”

Imagen 70

El reconocimiento de figuras escalantes, al iterar los pasos de la construccion
dentro de la misma figura, no solo se da en la primera situacion, también la logran
identificar en la situacion dos como se observa en la imagen anterior (imagen 70)
esto también indica que en cuanto el avance en la matematizacion de las
situaciones se ha progresado significativamente y que objetos como semejanza

han sido constituidos satisfactoriamente.

Puesto que al identificar las formas autocontenidas mediante la autosemejanza asi
como el poder establecer una constante de proporcionalidad entre las diferentes
iteraciones, los estudiantes han logrado identificar que las figuras escalantes
obtenidas estan formadas por un patron iterador que para todos los casos tratados
es el proceso geométrico o pasos planteados y esto no se aleja de la siguiente
idea “Un objeto se dice recursivo si se contiene a si mismo como una parte, o Si se

define por si mismo” (Confrey, 1994).

Anteriormente se ha mencionado que los estudiantes a partir de establecer

relaciones entre las caracteristicas del conjunto de cantor con las
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representaciones obtenidas logran reconocer los aspectos de la geometria fractal
presentes en ellas, en la transcripcion de la imagen 71 se observa caracteristicas
del conjunto de cantor planteadas por los estudiantes, y en las imagenes 71, 72 y
73 las relaciones que van estableciendo con las representaciones obtenidas.

Transcripcion imagen 71: ‘“Este
procedimiento se produce de manera
indefinida, ..., aqui podemos evidenciar
un sistema de autosimilaridad que es
una razén proporcional, en la media en
relacion con el todo, y en el transcurso
de ese patrén se vera la misma razon.

m_ym
x  y()

Imagen 72 Imagen 73

Donde m es la unidad establecida y X es la cantidad de fracciones, “Y” es el valor de la constante de
proporcionalidad, donde se va a mantener | relacion.

Es desde esta comparacion que los estudiantes empiezan a identificar las formas
autocontenidas asi como la razén a la que se encuentran con el fin de generar un
sistema de referencia, por ejemplo, los triangulos semejantes entre si, obtenidos al
solucionar la primer situacion, en la imagen 74 se muestra el procedimiento
realizado por los estudiantes y en la parte de la transcripcion que se resalta en
negrita se evidencia el reconocimiento que la razon entre las areas de los

triangulos formados se mantiene.
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Transcripcion imagen 74: “-las areas de los

tri'ngulos que se van creando seran menores

A=A, -2.617"

en tamafio al area del triangulo dado

-A_k = A es el tamafio del triangulo a buscar
al triangulo dado

-si se desea buscar el tamafio de un
trihngulo cualquiera con respecto al
triangulo dado se debe dividir el tamafio
del triangulo dado entre 2.617 elevado en el
nimero de iteracion del triangulo al que se
le desea buscar el tamafio

-2.617 es el factor con el cual se puede
buscar el tamafio del triangulo D, ... sélo
debemos dividir el tamafio de D entre 2.617
elevado al nimero de iteracién de D_k menos
el numero de iteracion de D

Imagen 74 -A_k va a ir disminuyendo en una escala
exponencial de la raz6n que se encontrd, con
respecto al primer tamafio.

En el trabajo desarrollado por los estudiantes se emplean palabras como “factor”,
iteracion, procesos de generalizacion que estan relacionadas con los aspectos del
objeto fractal que se querian constituir, ademas se observa que el desarrollo
algoritmico al que llegan los estudiantes les permite crear un sistema de referencia
qgue les ayuda a describir tanto el proceso de construccién como las diferentes
relaciones establecidas. Este desarrollo del sistema de referencia puede
constituirse como una herramienta fundamental para empezar a hablar sobre la
dimension fractal aspecto que no fue abordado en el desarrollo de esta propuesta
de aprendizaje pero que surge de manera implicita en los procesos de
generalizacion llevado a cabo por los estudiantes se tienen en cuenta el nimero
de figuras semejantes a la figura original y el factor de ampliacion para obtener la
figura original (Sabogal & Arenas, 2011).

Para cerrar el desarrollo de la propuesta de aprendizaje se les presenté a los
estudiantes un video llamado “Fractales: a la caza de la dimension oculta”, se

mostraban caracteristicas de la geometria fractal, aspectos sobre su historia y
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como esta es aplicada a diferentes ciencias y formas de la naturaleza. Con la
proyeccion de este video, se intenta reflexionar sobre cémo podemos explicar la
organizacion de la naturaleza mediante el uso del objeto fractal, comprendiendo
de qué manera lo hace y con qué fines.

Dentro de las reflexiones que los estudiantes hicieron, logran resaltar que la
geometria fractal puede ser aplicada a diferentes campos de la ciencia como se

puede ver en la transcripcion de la imagen 75 mencionan los campos en los que

se aplica 'y de qué manera.

Transcripcion imagen 75:
“..noto que distintos pacientes
variaban en los latidos, pero al
analizar y aplicar la naturaleza fractal
noto que el latido del corazén tiene
un patron fractal caracteristico el
cual puede ayudar a detectar
problemas cardiacos tempranos. al
igual se puede aplicar en el ojo para
poder identificar como podemos
observar y captar diversas imagenes
en la oncologia puede servir para
Imagen 75 determinar la  naturaleza ya
deteccion de un tumor, ya que al
momento de formarse un tumor se
forman muchos vasos sanguineos alrededor de la masa, al analizarlo la matematica fractal se pudo identificar
que los vasos sanguineos alrededor del tumor no tiene un orden.”

En la transcripcién de la imagen 76 se observa que los estudiantes manifiestan
que para explicar el mundo que nos rodea, especificamente lo referente a la
naturaleza, no basta la geometria euclidiana, la cual busca la comodidad; si se
habla de la naturaleza, ésta busca la perfeccion y el equilibrio, mediante la
geometria fractal.

Transcripcion

imagen 76: “La idea
se puede relacionar en
el video en el momento
en el que se habla
Imagen 76 sobre las construcciones humanas, basadas en una geometria Euclidiana, que busca la

comodidad, la facilidad, pero por otra parte, la geometria fractal, nos permite observar que la
naturaleza, no busca la comodidad sino la perfeccion y un equilibrio.”
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6. CONCLUSIONES

En el desarrollo del experimento de ensefianza emergen dos tipos de
conclusiones, el primero en relacidon con el cumplimiento de los objetivos de
investigacion planteados y el segundo sobre el espacio de aplicacion referente al

trabajo con estudiantes para profesor.

En el proceso de constitucién del objeto fractal llevado a cabo por los estudiantes
se logra identificar una serie de etapas referentes a la manera en que éste se fue
dando, en un primer momento el trabajo de los estudiantes estaba caracterizado
por hacer mencion de definiciones matematicas y el uso de lenguaje matematico
formal aun cuando no obedecieran a la informacion relacionada con lo pedido en
el enunciado de la situacion. Por esto el ambiente de aprendizaje posterior se
centrd tanto en hacer conscientes a los estudiantes acerca de estos dos aspectos
cuya presencia se menciona en los resultados obtenidos de la primer situacion,
evidenciadas en las imagenes 14 a 16 en la pagina 44 del presente documento
como en estimular la resignificacién de los objetos mateméaticos escolares alli
involucrados. Por lo dicho, se puede afirmar que en este momento los estudiantes
no han realizado procesos de matematizacién ya que las definiciones, conceptos y
demas, las emplean como enunciados que pueden estar relacionados con la

situacion, mas no son aplicados.

En un segundo momento, los estudiantes intentan emplear con mayor precision
los conceptos. Asi logran usar los objetos mentales correspondientes como
herramientas para la solucion de las tres primeras situaciones. Las cuales tenian
caracteristicas similares de abordaje, en cuanto al uso especifico del triangulo
aureo, lo que hace que empiecen a surgir procesos de matematizacion, en primer
lugar matematizacion horizontal mediante el uso de conceptos familiares para
ellos y una matematizacién vertical cuando progresivamente resignifican estos

conceptos, un ejemplo de esto se puede evidenciar en el cuadro 6.
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Cuadro 6: Procesos de matematizacion.

Matematizacion horizontal

Enunciacion

de

criterios de semejanza.

los

Imagen 77

Transcripcion imagen 2:

‘porque no cumple con los criterios

de semejanza:

d.

e.

Dos triangulos son semejantes
si tienen dos angulos iguales.
Dos triangulos son semejantes
si_se tienen dos lados
proporcionales e _igual forma
de &ngulo que forma.

Dos triangulos son semejantes
Si sus lados son
proporcionales.”

Referencia a
proporcionalidad vy

semejanza

en
de

diferente naturaleza.

magnitudes

Imagen 78
Trascripcion
12:

no fue

imagen

cuidadoso  al
momento de dividir los
angulos no utilizé la
herramienta bisectriz para
garantizar que los dos
angulos fueran
proporcionales”

Mencion del triangulo

dado.

Imagen 79
Transcripcion imagen
17: “para este tipo de

triangulo el proceso no genera

triangulos semejantes...”

En primeras

situaciones

las
0s
estudiantes omiten las
del

para

caracteristicas
triangulo dado,
este ejemplo para |
estudiante

no es

relevante indagar

sobre éstas.

92




Uso de los criterios de | Identificacion de | Uso de las
semejanza. magnitudes caracteristicas del
En el proceso  de | proporcionales. triangulo dado.

construccién se garantiza

la semejanza.

en extrema y media razén, | anteriormente se sabe que el

Imagen 80
Transcripcion imagen 28:

“trace una semirrecta a,; desde el

punto B que corte la circunferencia f

cuando la recta entera
(AC) es el segmento mayor
como el segmento mayor

(CP es la segmento menor

(PA)” (3)

ABC
caracteristicas especiales, se

triangulo tiene una

_ Imagen 81

s Transcripcion imagen

= Imagen 82

o 38: “se puede establecer L .

> Transcripcion imagen
g la siguiente relaciéon

S AC/IBD=BP/PA se dice que 27: “teniendo en cuenta el
© . .

N una recta ha sido cortada | trabajo realizado
©

£

g

[0

=

parte del echo de que todos
los angulos de un pentagono
miden 108°.

y cuya amplitud (la de la semirrecta
con el punto B) sea la de la medida

del angulo A trasladado”

Un hecho a destacar es que se puede describir una matematizacion progresiva en
arrancando en un nivel aparentemente formal aunque con poco contenido
semantico cuyo vacio se trata de llenar recurriendo a relacionarlos con la situacién
dada. Dicho de manera méas breve, se parte de un nivel formal e intentando
llenarlo de sentido se llega a un nivel situacional.

Por ultimo, los estudiantes logran generalizar los objetos mentales, cuando
organizan una situacién con un contexto diferente a las situaciones que han
trabajado, pero que esta caracterizada por el uso de los mismos objetos mentales.
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Todo esto es posible al llevarse a cabo una “resignificacion” guiada por parte del

profesor, dandose asi un proceso de constitucion de objetos mentales inverso al

planteado en la EMR.

Surgimiento de

I axiomas. Dan obietos mentales
I
Se daun
"""""""" }’_._________, Enel

Intervencion del

1
]
| —
los objetos mentales ! docente
. .I________-_.' (reinvencion guiada)
En donde hay

...................... "
1

H i : >

| Relacionentre la informacion :_\
1
1

: que tieneny la situacion.
(ERRREE B e PP S

| Dan
Usandola como

y

Herramienta para organizar el

Inicio de

Mate matizacion

fenomeno presente en la situacion

Posteriormente logrando

y

Generalizar estos objetos aplicandolos en

otros contextos para los cuales son el medio

de organizacion

llustracion 6: Etapas de constitucion en los estudiantes.

pasaron los estudiantes.
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En la ilustracion 6, podemos
observar que los dos primeros
cuadros, bordeados con
segmentos de lineas separados
por puntos, estan relacionados
con

la primer etapa, los

siguientes dos cuadros,
bordeados s6lo con segmentos
de linea, estdn relacionados
con la segunda etapa, y los

altimos con la tercera etapa.

En el desarrollo de la propuesta

de aprendizaje, a partir de
estas etapas se puede
identificar por un lado la

constituciéon del objeto fractal
descrito desde los objetos
matematicos, a lo largo de la
propuesta de aprendizaje, y por
lado las

otro etapas de

constitucion por las cuales



llustracion 7: Constitucion del objeto fractal en la propuesta de aprendizaje

P No es Aplicado
Situacion 1 nicio de I3 Objetos mentales | Predominio del uso ! acionad
“ N P S T P, relacionaao ]
constitucién de presentesenla | > I de lenguaje formal | =Y
situacién ! ! con la situacion
| }, ,,,,,,,,,
Fortalecidos, se logran Formas auto- Se intenta aplicar y
Situacién 2 N COHStItU!r ?'SU"as de sus contenidas relacionar con  los
caracteristicas datos de la situacion
Se mantiene la constitucidén de Reflexidn en cuantoala Se resaltala
Situacién 3 >| los objetos trabajados desde la | —————— | importanciadelosobjetos | -] importancia de la .
situacion 1. mentalestrabajadosa lo aplicacion y relacion
largo de la propuesta del lenguaje formal
L En _I con la situacion
Reconocimiento N
ot I Objeto Permite Constitucion de los objetos
e formas FErRCEETEE 5
B . . . e - constituir matematicos semejanza, e
Situacion 4 =| autocontenidasy fractal al similaridad
un patrén de correspondenda
iteracion

En la ilustracion 7 observamos el proceso de constitucion del objeto fractal a partir
de los objetos mentales involucrados en cada situacion, llevado a cabo por los
estudiantes a través del desarrollo de las cuatro situaciones planteadas en la
propuesta de aprendizaje para que lograran constituir el objeto fractal, de manera
general se evidencia que frente a la constitucion del objeto fractal se logra llegar a
un nivel formal en cuanto a los noumeno referentes a las formas autocontenidas y
la iteracion, sobre los noumenon convergencia y densidad estos no aparecen
explicitamente, por lo cual se desarrolla parcialmente la fenomenologia didactica

del objeto fractal propuesta.

El trabajo desarrollado en cuanto a lograr que los estudiantes empelaran de
manera consciente el lenguaje formal, cumplié un papel central, ya que sin la
resignificacion de los objetos semejanza, proporcionalidad y correspondencia,
objetos que permiten constituir el objeto fractal, no se habrian podido constituir, y

como consecuencia no habria podido lograr los resultados de la propuesta de
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aprendizaje, aunque llevé a que se invirtiera mas tiempo del planeado en la
aplicacion de las primeras situaciones.

En cuanto a las situaciones que se plantearon en el desarrollo de la propuesta de
aprendizaje, se puede decir que estas fueron apropiadas al contexto real de los
estudiantes para profesor, al contener la constitucion de objeto mentales, generar
la reflexién sobre el uso del lenguaje formal y en algunos momentos llevaron a que
los estudiantes se pensaran como profesores, como por ejemplo la tarea 2 de la
situaciéon 1, se les pedia que reflexionaran sobre la solucion dada por un
estudiante; aunque esta tarea no tuvo grandes desarrollos ya que las reflexiones
gue mostraron estaban relacionadas con los objetos matematicos que considero el
estudiante, mas no pensaron en los elementos que lo llevaron a dar esa solucién,
describiendo lo que no tuvo en cuenta, como se evidencia en las imagenes 10 a
12, que se pueden encontrar en el cuadro 2, en la pagina 42 del presente

documento y que a continuacion mostramos.

Imagen 84 Imagen 85
Imagen 83 Transcripcion imagen 11: S g
L . « . Trascripcion imagen 12:
Transcripcion imagen 10: Considero los lados | ; idad | g
“Considero los lados | proporcionales como propiedad no fue cuidadoso al momento de

dividir los angulos no utilizo la
herramienta bisectriz para
garantizar que los dos angulos
fueran proporcionales”

proporcionales como propiedad | de esta semejanza y el lado BC
de esta semejanza y el lado BC | del triangulo ABC, como base

del triangulo ABC, como base | del triangulo BCL.”
del triangulo BCL.” “No considero que el punto L

puede ir en cualquier lugar de la
circunferencia, causando que
los triangulo no sean

semejantes”

En la situacion 3, se les pedia identificar cuél de los dos procesos de construccion
descritos tenia mayor carga cognitiva, los estudiantes logran mejorar sus
argumentos, reflexionando mas en cuanto al proceso cognitivo inmerso en los dos

procesos. El trabajar con este tipo de situaciones enriquece la formacion de los
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estudiantes para profesor, “cuando pensamos en el proceso de llegar a ser
profesor de matematicas (construccion de conocimiento y formas de participar en
la comunidad de practica de ser un profesor) y por tanto en la forma en la que
disefiemos las oportunidades para aprender a ensefiar matematicas”, (Llinares,
2008).

En cuanto a los modelos, razonamientos y estrategias empleadas por los
estudiantes, podemos identificar que las estrategias empleadas en un primer
momento es el buscar informacion por fuera de la situacién, proveniente de
diversas fuentes tales como libros, paginas web, informes de investigacion, videos
entre otras. Otra estrategia empleada es la de buscar informacion dentro de la
situacién, como por ejemplo el tomar medidas de manera empirica o identificar

aspectos importantes de los elementos en la situacion.

Los razonamientos empleados por los estudiantes en el desarrollo de las
situaciones se caracterizan por: Indagar sobre objetos formales que pueden ser
relacionados con la situacion, en un primer momento se limita a la enunciacion de
los conceptos formales sin que sean relacionados con la situacién; emergencia de
objetos formales desde el desarrollo de la situacién; uso de objetos formales que
pueden ser Utiles a partir del desarrollo realizado y discutido en clase. Cada una
de estas caracteristicas esta relacionada con el uso de una estrategia por parte de

los estudiantes, como podemos observar en la ilustracién 8.
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| ESTRATEGIAS |

R A |

Busqueda de informacion por fuera de la Toma de medidas
> Indagacion sobre objetos situacion.
formales

Surgimiento de conceptos
. Busqueda de informacion |dentro de la
formales a partir del desarrollo

Caracterizados

por

Razonamientos Generacion de procesos

h 4

L 4

situacion. iterativos

da la cituaridn

. h .
Uso de objetos formales Relacion entre el abordaje realizado y los .|  Cumplimiento de las
4 - . e
! tiles en el desarrallo conceptos formales condiciones dada

llustracion 8: Razonamientos Empleados por los estudiantes

Los modelos empleados por los estudiantes son principalmente, modelos
algoritmicos tanto numéricos como geométricos. En cuanto a los geométricos
podemos hacer alusién a los descritos en la situacidon 2, se presentan tres formas
de construir el pentagono; los estudiantes describen los pasos de construccién y el

razonamiento que usaron, como se ve puede observar en la imagen 28 tomada de

la pagina 54 de este escrito.

Transcripcion imagen 28: ‘trace una semirrecta
a, desde el punto B que corte la circunferencia f y cuya
amplitud (la de la semirrecta con el punto B) sea la de la
medida del angulo A trasladado”

En esta imagen se describen los primeros pasos geométricos para realizar la
construccion del pentagono, basados en la traslacion de un angulo especifico; los
estudiantes fundamentaron su construccion haciendo uso de su experiencia con el
triangulo ABC en la situacion anterior, ademas de indagar sobre las condiciones
gue debe cumplir un pentagono regular, la imagen 27 -pag. 54- se pude observar
que los estudiantes identifican los angulo del tridngulo ABC y a partir de este
completan uno de angulos del lado menor del triangulo, trasladando el angulo
mayor del triangulo, se observa que estos estudiantes los estudiantes se dan
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cuenta que los trabajos anteriores realizando en la situaciones 1 les permitieron

ser usados como herramienta para la solucion de esta situacion.

Transcripcion imagen 27: “teniendo en cuenta el

trabajo realizado anteriormente se sabe que el tridngulo
ABC tiene una caracteristicas especiales, se parte del
echo de que todos los angulos de un pentdgono miden
108°.

por lo tanto a los angulos opuestos a los lados iguales

que miden 72° les faltaria 36 ° para completar 108°”

En cuanto a los modelos algoritmos numéricos podemos referirnos a los presentes
en los nuevos abordajes que realizaron los estudiantes sobre las situaciones,
haciendo mas explicito los objetos similaridad e iteracion, como por ejemplo el
desarrollo realizado por un grupo de estudiantes presente en la imagen 74 -
pag.84-, se observa un proceso de generalizacion sobre los nuevos elementos
gue surgen al iterar el patron establecido y la razén que se encontraba entre estos
nuevos elementos. La intencion de este desarrollo es encontrar un algoritmo
general que les permita describir el proceso de recursion que se presenta al
realizar especificamente un patron de iteracion.

Transcripcion imagen 74: “las areas
de los tri'ngulos que se van creando seran
menores en tamafio al area del triangulo dado

-A_k = A es el tamafio del triangulo a buscar
al triangulo dado

-si se desea buscar el tamafio de un
triangulo cualquiera con respecto al
triangulo dado se debe dividir el tamafo
del tridngulo dado entre 2.617 elevado en
el niumero de iteracion del triangulo al que
se le desea buscar el tamafio

-2.617 es el factor con el cual se puede
buscar el tamafio del tridngulo D, ... sélo
debemos dividir el tamafio de D entre 2.617
elevado al nimero de iteracion de D_k menos
el nimero de iteracién de D

Imagen 86
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-A_k va a ir disminuyendo en una escala exponencial de la razén que se encontrd, con respecto al primer
tamafio.

El trabajar con estudiantes para profesor a lo largo de la propuesta de aprendizaje
hizo que emergieran aspectos muy influyentes en la aplicacion de ésta,
principalmente aspectos relacionados con el uso del lenguaje formal, al ser
estudiantes que estan familiarizados con su uso, hacen que desde el primer
momento se enuncien conceptos formales pero estos no son empleados de
manera significativa lo que lleva a buscar estrategias para que los estudiantes
logren resignificarlos, esta actividad se centra en el planteamiento de las tareas

gue se deben pedir para orientar este proceso.

En la EMR se busca generar reconstituciéon de conceptos matematicos al ser los
estudiantes quienes lo construyen, el docente quien los guia y organiza, en
estudiantes para profesor los conceptos ya han sido constituidos pero esta
constitucién es manejada como un “concepto de” y no como una “comprension de”
es por ello que a lo largo de la propuesta se hace hincapié en la
RESIGNIFICACION de los diferentes conceptos a través de generar conciencia
sobre la actividad matematica, es decir, reflexionar sobre la manera en que son
empleados los conceptos, un ejemplo de esto es la resignificaciéon lograda sobre el
concepto de semejanza, que aparece mediante la enunciacion de los criterios de
semejanza en la primer situacién, sin que sean relacionados con ésta como se
evidencia en la imagen 2 en la pagina 39; ya en la situacién 3 la semejanza se
garantiza desde el proceso de construccion realizado y no sélo en la enunciacion
de los criterios, como se pudo identificar en la pagina 70 del analisis, que

mostramos en la imagen 87 a continuacion.

Transcripcion imagen 2:

b. Dos triangulos son semejantes si_se tienen dos lados
proporcionales e igual forma de 4ngulo que forma.
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C. Dos triangulos son semejantes si sus lados son proporcionales.”

Imagen 2
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Otro aspecto relevante de esta primer tarea, esta relacionado con construir un
triangulo semejante al dado, con relacién a esto se observa que ya no se toma tan
a la ligera la construccion de triangulos semejantes, puesto que van realizando la
construccién verificando que se cumpla alguno de los criterios de semejanza, esto
se puede observar en la imagen 53 en la parte de la transcripcion resaltada en
negrita, se hace alusién al criterio de semejanza: dos triangulos son semejantes si
tienen dos angulos iguales.
Luego 5 Transcripcién imagen 53
55 il Homy “déndonos un nuevo triangulo ADE
paralala al segmento BC semejantes al triangulo ABC ya que
los dngulos de la base de ambos
[ Srinn tridngulos son iguales y el dngulo
que los b ambos tridngulos son iguales y ol angulo AED AED sera semejante el angulo ACB
§ @ngulo ACB del tridngulo dado. del tridngulo dado”

Imagen 53

Imagen 87

Por lo tanto, se busca generar
gue los estudiantes reflexionen
sobre  sus razonamientos
ganando consciencia de los

argumentos que usan, la

manera en que los estan

usando en términos de

adecuacion, pertinencia y buena formulacién, es decir, esta accién de reflexion es

una estrategia que conduce a los estudiantes a estructurar los conceptos

matematicos para poder usarlos elocuentemente en sus argumentos, como lo es

por ejemplo estructurar un buen sistema de referencia que les permita describir y

argumentar su actividad matematica eficientemente. Esto debe ser un aspecto

muy importante en la formacién de docentes, ya que deben tener un gran dominio

de los conceptos matematicos que pretenden ensefiar.
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7. RECOMENDACIONES

Para futuros desarrollos de esta propuesta de aprendizaje se recomienda tener en

cuenta:

En cuanto a la aplicabilidad de esta propuesta de aprendizaje considerar ciertos
aspectos importantes. Uno de ellos es la necesidad de la implementacion de
instrumentos que permitan el uso de software dindmico, bien sea computadores,
tablet, celulares, en los que pueden usar, por ejemplo, el software Geogebra, que
les permita a los estudiantes explorar los recursos para ellos creados o generar
propios. Esta idea esta relacionada con que el objeto fractal habita de manera
natural en medios digitales, que permiten representarlos tanto algebraica como
visualmente. Otro aspecto es el ambiente de aprendizaje que fomente procesos de
conversacion y reflexion, a través de debates que se puedan dar entre los
estudiantes, por ultimo es recomendable que se trabaje con grupos al posibilitar la
discusion de ideas, poder discutir la perspectiva del otro, generar debate
matematico mejorando la argumentacién, es decir, aprender a conversar

empleando las matematicas.

Esta propuesta esta ligada a la constitucion de objetos mentales especificos, por
lo tanto, es necesario introducirle modificaciones de acuerdo a los objetos
mentales cuya constitucién se pueda promover usando las situaciones propuestas,
se considera importante tener en cuenta el curso o grado escolar en el que se
pretenda aplicar, puesto que los objetos mentales que se trabajan en la propuesta
de aprendizaje se encuentran a lo largo de la educacion béasica y media, incluso
en la superior, variando su complejidad y aplicabilidad, lo que permite que se
pueda aplicar en cualquiera de esto niveles variando las tareas de cada
situaciones dependiendo del desarrollo del objeto fractal que se quiera dar, pues

agui se plantea un esquema de aplicacion.
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Si se quisiera profundizar en los alcances de esta propuesta de aprendizaje,
ademéas de describir el proceso de constitucion del objeto fractal, se puede
describir con mas detalle el ambiente aprendizaje en el que se desarrolla, y como

influye en la constitucién de los objetos mentales que se pretendan alcanzar.
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Anexo 1: Situacién 1

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA

SITUACION 1

Un profesor les presenta a sus estudiantes la siguiente situacion:

Construya una secuencia de triangulos semejantes a un triAngulo ABCdado de tal
manera que el triangulo n-ésimo contengan al triangulo n-1-ésimo y compartan un

lado.

Un estudiante describe el proceso que genera el primer triangulo de la siguiente

manera:

- Se traza una circunferencia de centro A y radio AB

- Setoma un punto L sobre la circunferencia

- Larecta | que pasa por el vértice A del triangulo y el punto L sobre la
circunferencia, determina la altura del nuevo triangulo

- Setrazan lo segmentos CL y BL
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- Se obtiene el triangulo BCL

Considerando lo anterior responda:
1. ¢Este proceso de construccion realmente genera triangulos semejantes?
2. ¢Qué condiciones considerd o dejé de considerar el estudiante para llegar a
esta solucion?
3. describa procesos que le permita construir triangulos semejantes al
triangulo dado con las mismas caracteristicas descritas, ¢qué garantiza la
semejanza entre los triangulos?, ¢qué relaciones se pueden determinar

entre la partes constitutivas de triangulos semejantes?

Anexo 2: Situacién 2

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA
SITUACION 2

PENTAGONEANDO DESDE LO DADO

Dado el triangulo ABC construya un pentdgono
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1. Describa el proceso que le permitié construir el pentadgono

2. ¢Qué tipo de relaciones se pueden establecer entre el lado del
triangulo y el pentadgono creado a partir de él?

3. ¢Qué tipo de relaciones se pueden dar entre los diferentes triangulos
que se forman en el pentagono?

Anexo 3: situacion 3

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA

SITUACION 3

Considerando las siguientes situaciones; plantee la solucion a cada una, discuta y

argumente cudl de éstas tiene la mayor carga cognitiva y por qué.

- Dado el triangulo ABC construya un segmento de longitud igual al
perimetro del triangulo, y construya sobre él un triangulo semejante al
triangulo ABC.
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- Dado cualquier segmento AB construya un triangulo is6sceles con
perimetro igual a la longitud del segmento, semejante al triangulo ABC

Anexo 4: situacion 4

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS
FACULTAD DE CIENCIAS Y EDUCACION
PROYECTO CURRICULAR LEBEM
TRANSICION ARITMETICA ALGEBRA

SITUACION 4

UN ARGUMENTO DE PLAUSIBILIDAD

Los profesores Ordofiez y Darwin, discuten sobre la plausibilidad de la teoria de la
evolucion; el profesor Ordoéfiez la intenta refutar, con el argumento de que nunca
ha visto aparecer seres humanos de una pareja de chimpancés. Le pide al

profesor Darwin un argumento de la plausibilidad de la teoria.

El profesor Darwin le dice que la teoria de la evolucion no se aplica a individuos en
particular sino a poblaciones; hay individuos que por pequefios cambios genéticos
dados paulatinamente desarrollan estructuras mas complejas, aprovechables y

optimizadas en relacién con mayores posibilidades de sobrevivir en cierto medio.
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Asi que un cambio evolutivo es, con frecuencia, pequefio y su estabilidad le
requiere mayor competitividad de la prole del individuo que lo posee, en relacion

con las de otros individuos de la poblacion a la que todos ellos pertenecen.

Le dice: “intentaré formular un argumento, pero Pr. Ordofiez le pido me ayude a
conformarlo. Piense en como se da el crecimiento de los arboles en la naturaleza;
ellos compiten por la luz solar, en esa competencia se observa que algunas de sus
ramas o0 sus hojas impiden a otras obtener ese recurso; ese hecho deberia
conducir a la propagacion genética de una forma optimizadora del
aprovechamiento de la luz solar. Entonces un evolucionista buscaria por la
existencia de arboles que hayan desarrollado una estructura de no competencia
por la luz solar entre sus ramas y entre sus hojas, ¢Si se presenta ese tipo de
estructura en los arboles usted aceptaria esta existencia como evidencia de
plausibilidad para la teoria de la evolucion?” Ya veremos dijo Ordofiez, en principio
creo que ademas deberia haber una estructura anéloga a la pedida para un arbol

ipero ahora para todo un bosque!

El profesor Darwin le pide que piense en la representacion en el plano de ese
crecimiento; le muestra la  construccibn  geométrica  alojada  en

https://tube.geogebra.org/student/m1096855 como un instrumento de exploraciéon

con el que intentar determinar si en algin momento es posible que el arbol
abarque la mayor area posible sin que sus hojas y ramas compitan por la luz solar.
Planteandole las siguientes preguntas:

1. ¢(Como seria la distribucion de las ramas y las hojas para que el
crecimiento origine un aprovechamiento éptimo de la luz solar?

2. ¢Como seria la distribucion de los arboles en un bosque para que el
crecimiento de todos los arboles garantice aprovechar de manera 6ptima la
luz solar?
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