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Metodologias

Este trabajo se llevé a cabo segun las caracteristicas del enfoque
cualitativo del tipo exploratorio y descriptivo porque se mantiene
en la linea de a partir de una problematica especifica evidenciada
lo que da lugar a una pregunta problema sobre la ensefianza de as
conicas, se procede a la recoleccion a la basqueda de autores e
investigadores de la didactica de las matematicas. Siguiendo esta
idea las técnicas de informacion de la investigacion documental,
se realizo el andlisis e interpretacion de diferentes textos o trabajos

de investigacion a nivel nacional en los dltimos 10 afios que se
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publicaron en bases de datos académicas como Google académico,
Scielo, Redalyc, Dialnet, Uniandes entre otros)

Conclusiones

Las conicas son un tema especial de las matematicas y se
relaciona mucho con el dibujo técnico lo que les convierte en un
candidato de interés para los estudiantes de la media. Por
supuesto, los profesores de matematicas estan convocados a lleva
temas de interés que puedan despertar la curiosidad de los
estudiantes, una tendencia a la que se ha inclinado el presente
trabajo es a la de ponerlo en el campo de la transversalidad y
Ilevarlo a situaciones del mundo real hacia donde los estudiantes
tienen enfocadas la mayoria de sus preguntas. En efecto, hemos
designado que las curvas conicas satisfacen este requisito y
pueden convertirse en la base para el disefio de una ruta didactica

para la ensefianza de los cuerpos geométricos.

Mediante la disposicion el MEN incluyo en el curriculo la
disposicion para la ensefianza de las conicas como un lugar
geométrico descartando el enfoque algebraico (Fernandez, 2009).
De esta manera se logra que los estudiantes eviten caer en
deficiencias de aprendizaje propios de los procesos de calculo y de
datos para la construccién de funcion, sino que con la
identificacion de unos parametros geométricos basicos ya el
estudiante este en la capacidad de generar dichas curvas. Se
considerd que era una oportunidad para reforzar el aprendizaje de
los parametros geométricos involucrando la modelizacion de las
curvas conicas en GeoGebra y mejoramiento de la visualizacion

de las mismas por parte de los estudiantes.

Una vez que se reconocen las figuras conicas eran una tematica de
las matematicas y orientandolas hacia la idea de que en la

geometria se tiene una vision en el en que de la geometria se tiene




una vision analitica y graficas de las sesiones cdnicas en un plano
mediante pardmetros de foco y mediatriz. Se observa como los
conocimientos de las matematicas no se hicieron a partir de
abstracciones alejadas de la realidad sino que todo lo contrario, los
matematicos de la antigiiedad dedujeron esas razones logicas para
validarlas conforma a los datos arrojados por las observaciones
cada vez mas precisas de los movimientos delos cuerpos celestes
lo que desemboco en las leyes de Kepler, que hoy en dia, siguen
rigen el movimiento de los satélites que son enviados desde las
estaciones estacionales a orbitar sobre la tierra asi como los
movimientos de los satélites naturales de cada planeta y de cada

sistema solar.
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Resumen

En el siguiente trabajo de monografia presenta una sintesis alrededor de una masa
bibliogréafica de la que se tuvo disposicion en torno a la investigacion en didactica de las
matematicas especialmente en la tematica de las figuras conicas. Se plantea la necesidad de
acudir a estrategias novedosas para la ensefianza de las figuras conicas lo que invita a reflexionar
sobre los diferentes enfoques que se han puesto en practica. En el presente trabajo de monografia
se dispone la inclinacién de asumir las curvas cénicas como lugares geométricos asi como una
disposicion para llevarlas a un terreno aplicativo en astronomia y la utilizacion del software
GeoGebra libre como una herramienta para mejorar la visualizacién y la construccion de figuras

conicas en el contexto de la ensefianza de las matematicas en la educacion media.

Palabra Claves: Matematicas, Conicas, Lugar Geomeétrico, leyes de Kepler, GeoGebra
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Abstract

In the following monograph work, he presents a synthesis around a bibliographical mass
that was available around the investigation in mathematics didactics, especially in the subject of
conic figures. The need to resort to novel strategies for teaching conic figures is raised, which
invites us to reflect on the different approaches that have been put into practice. In the present
monograph work, the inclination to assume the conic curves as geometric places is arranged, as
well as a disposition to take them to an applicative field in astronomy and the use of the free
GeoGebra software as a tool to improve the visualization and construction of conic figures. in the

context of teaching mathematics in secondary education.

Keywords: Mathematics, Conics, Locus, Kepler's laws, GeoGebra
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Introduccion

El presente documento presenta un analisis sobre la ensefianza de las cdnicas como cuerpos
geométricos a partir de las nociones basicas de las mismas..., una tematicas que desde el punto de
vista pedagdgico. Este elemento puede convertirse en un aliado del proceso de aprendizaje de las
secciones conicas es el aplicativo de GeoGebra debido a su forma comoda de maniobrar por parte
de los usuarios ademas de ser de gran facilidad y practicidad para fomentar un ambiente nuevo en
el aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, describe la transversalidad entre las matematicas y la ciencia de la
astronomia al evidenciar como las cdnicas fueron utilizadas para representar los movimientos
celestes a partir de las leyes de Kepler.

Este enfoque permite reforzar el disefio de estrategias de ensefianza para convertir la clase
de matematicas en un escenario interesante para los alumnados de la educacion media Las
aplicaciones de las conicas son tan numerosas como apasionantes estando presentes incluso en la
explicacion de comportamientos climaticos; por esta razon, en el escenario del aula de

matematicas se asume el estudio de conicas como un punto de partida.

Se realiza una indagacidn de los estudios e investigaciones que se han realizado en los Gltimos 10
afios a nivel nacional e internacional dentro de los cuales se destacan los trabajos de Araujo

(2019), Diaz (2017), Valdez (2016) Zipa (2020).
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Justificacion

Las investigaciones que se socializan en foros, congresos, simposios, y demas escenarios
dedicados a reflexionar sobre la ensefianza de las matematicas estan continuamente promoviendo
estrategias nuevas orientadas a recuperar el interés de los estudiantes hacia su clase de
matematicas y consecuentemente mejorar su rendimiento en las pruebas nacionales e
internacionales de matematicas (Zipa, 2020). Particularmente tomando el tema de conicas se
plantea como opcidn la incorporacion de un enfoque transversal con la astronomia debido a que
alli las conicas juegan un rol de no menor importancia. Esta suposicion esta apoyada por las
observaciones de Silva (2013), ya que los resultados de sus observaciones a estudiantes de
décimo grado evidenciaban que estos presentaban un interés innato por la astronomia en sus
charlas y su tendencia al ver videos de astronomia en su tiempo libre. El bajo rendimiento
académico, en general, la apatia y el temor que se manifiesta hacia la matematica hace que los
docentes desarrollen nuevas estrategias para acercar el conocimiento a ellos, conservando su
desarrollo personal, y la autonomia escolar. Para los estudiantes de décimo grado, el estudio de
las leyes fisicas, paralelamente con la trigonometria, donde el capitulo de las conicas se ha
tomado de ultimo por efectos del desarrollo del presente trabajo, despierta el interés porque, se
puede ver en estas dos areas, la transversalidad de los conceptos que se han visto en las charlas y
videos relacionados con la matematica y la astronomia, en el proyecto de uso del tiempo libre. El
presente trabajo pretende contribuir al acercamiento de las cdnicas mediante el uso de las

aplicaciones de ellas en la astronomia.

En la perspectiva de favorecer la visualizacion de los pardmetros de las figuras conicas en
un ambiente que En un ambiente que mejore el aprendizaje de las mismas desde un enfoque

geomeétrico, no alineado al concepto de funcion de segundo grado, mas propia del enfoque de la
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aritmética. De acuerdo a como lo plantea Giraldo (2017) Con el software GeoGebra se puede
construir las secciones cénicas: la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola, de tal
forma que el estudiante tenga la posibilidad de trabajar la geometria y el algebra simultdneamente
de forma dinamica e integrada observando la diferencia de cada una de ellas definidas como un
conjunto de puntos que satisfacen una ecuacion algebraica. De esta forma el estudiante
conceptualiza propiedades geométricas que le permiten plantear y resolver problemas
examinando, conjeturando y verificando con la ayuda del GeoGebra, es decir facilitdndole al
estudiante la posibilidad de conjeturar y de preguntar del porqué de determinados hechos,

Ilevandolo a explorar otras situaciones (Diaz, 2017) .
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Descripcion del problema
Las dificultades se evidencian en el aprendizaje de la matematica en el nivel de la educacion

media

Planteamiento del problema.

Las coOnicas constituyen un segmento importante en el cuerpo de la geometria analitica y
es llevado al aula, principalmente en los Ultimos afios de la educacion media. Segin Mosquera
(2011), las cénicas son presentadas de tal manera que quedan reducidas al tratamiento algebraico
en el que se espera que, después de haber pasado por todas las tematicas de la matematica, el
estudiante debe estar en capacidad de resolver y formular problemas que lo lleven a identificar y
peder representar las figuras conicas en planos cartesianos, donde se evidencie los parametros, asi

como la construccion misma de las curvas.

Ademas, El enfoque algebraico prioriza la ensefianza de ecuaciones y algoritmos para
luego asociar representaciones graficas como funciones de segundo grado, dejando sobre el
ambiente un panorama desalentador en cuanto a las limitaciones de la ensefianza de las conicas y
el propésito de las mismas al no salirse del enfoque algebraico de tabulacién de datos para

obtener una curva (Garcia,2019).

Por ende, Un primer paso en recuperar la ensefianza de las cdnicas esta en la actualizacion
de los DBA en 2016 “Exploray describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus
transformaciones a partir de diferentes representaciones”. Esta reduccion de la ensefianza de
las conicas priorizando ecuaciones, algoritmos y encajandolas con representaciones de funciones
a partir de tabulacion de datos en un plano cartesiano no favorece el interés de los estudiantes

hacia su clase de matematicas sino que ademas este enfoque se interpone en practicamente todas
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las tematicas que se ensefian en matematicas durante todo el bachillerato dejando muchas
preocupaciones sobre el perfil del estudiante en cuanto a sus competencias matematices logradas

(Beltran, 2019).

Segun (Pérez, 2004) La representacion en el plano de las figuras conicas en las aulas de
clase de matematicas se realiza de una manera tal que al estudiante se le dificulta dar una
interpretacion espacial de las mismas y si a esto le afiadimos que la generacién de conicas
dependen de puntos y medidas con las que los alumnos aun no han interactuado la carencia de
preconceptos aun no han asimilados se puede concluir que los estudiantes no alcanzan la
condicion de hacer una interpretacion correcta de las curvas conicas.

Esta problematica descrita invita a reflexionar sobre la ensefianza de las conicas y la
necesidad de fomentar estrategias novedosas utilizando herramientas fisicas tanto como
computacionales. En la presente investigacion se tiene en cuenta el software libre GeoGebra para
introducir en el aula de matematicas las relaciones, propiedades y conceptos asociados a las
conicas. En conclusion, mediante el aplicativo de GeoGebra se puede incentivar el tratamiento de
curvas conicas a partir de sus caracteristicas que las hacen ver como un lugar geométrico y no
necesariamente como una funcion de segundo grado; es decir, dar un tratamiento de lasa conicas
en el contexto de la geometria y no en el contexto del algebra.

El carécter innovador de este enfoque se da porque, por ejemplo, partiendo de la elipse, se
pueden crear las otras formas conicas (hipérbolas, parabolas) ya que solo dependen del angulo
que se forma entre el plano y el eje del cono. Asi pues, se considera la pertinencia de abordar las
conicas desde el punto de vista geométrico y haciéndolas méas evidentes con el aprovechamiento

de las herramientas de las tecnologias de la informacion y de la comunicacion.
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Las anteriores consideraciones no permite plantear el siguiente cuestionamiento: ¢ Cual es
impacto de utilizar el aplicativo GeoGebra en la ensefianza de las conicas reconociéndolas como

un cuerpo de la geometria en la ensefianza de las conicas en la educacién media?
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Objetivos
Objetivo general
Analizar la incidencia que tiene GeoGebra en la ensefianza de las conicas como
lugar geomeétrico y su aplicacién en la astronomia, describiendo las principales

investigaciones para dinamizar una clase de matematicas.

Obijetivos especificos

Realizar un modelo explicativo de las conicas en un enfoque geométrico tomando

como base el elemento directriz.

Establecer como las conicas son utilizadas para describir movimientos de cuerpos

celestes, explicando situaciones especificas de modelacion matematica.

Utilizar el aplicativo GeoGebra como instrumento tecnolégico para lograr una
visualizacion de como se construyen curvas conicas en un enfoque geométrico y
poniéndolas de una vez en aplicacion a la rama de la astronomia como modelos utilizados

para la descripcién de orbes celestes.
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Marco Teorico
Se examinaran las tres categorias que componen el presente documento de monografia.
La primera categoria es una descripcion de las figuras conicas como cuerpos geométricos
manteniéndose al margen del enfoque algebraico como funciones de segundo grado. La segunda
categoria es la de las conicas aplicadas a las leyes del movimiento interplanetario de Kepler y la
tercera categoria es la de GeoGebra como elemento didactico de la ensefianza de las sesiones
conicas, asi como el reconocimiento de las leyes de Kepler mediante procesos de modelizacién

que se llevan a cabo en la plataforma en linea y gratuita gedmetra.

Descripcion de las conicas como cuerpos geomeétricos
A continuacién, se describird de manera detallada las definiciones de cada una de las nociones de

las conicas, iniciando con la circunferencia, la elipse, hipérbola

Circunferencia

Se conoce como el lugar geométrico de un nimero de puntos los cuales son equidistantes
al punto fijo denominado: centro.
Simbdlicamente se puede interpretar que una circunferencia C esta definida por

puntos d(X,0) = r. Como a ambos lados de la igualdad se obtienen valores positivos se puede

establecer como el cuadrado (d(P, O))2 = r?
Si X = (x,y) es un punto coordenado cualquiera de la circunferenciay sea O = (a, b) el

centro, entonces se construye la relacion.

(d(P,0))* = (X — a)? + (Y — b)? = r?
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Se deduce que
X—-a)+ Y —-b)?=1r?
Si el centro se encuentra en el origen la ecuacion queda como
X2+ X% =r?
Quedando como resultante la ecuacion para una circunferencia (ilustracion 1) conr > 0y
centro O = (a, b)
A continuacion, se tiene una construccién de los parametros geométricos de la

circunferencia (ver figura 1)

~—_°._ =

Figura 1 Representacion de una circunferencia en Geogebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.
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Elipse

Se conoce como el lugar geométrico donde la suma de las distancias a dos puntos fijos
(focos) es constante.

Simbdlicamente, la elipse se caracteriza por puntos P tales que d(P, F1) + d(X,F,) = 2a.
Para efectos de hacer los calculos més practicos se puede asumir que los focos se encuentran
sobre larecta Y = 0y que en esta recta se encuentren los focos. asi, si se considera que la elipse

tiene centro en el origen y las coordenadas de los focos son F; = (¢,0) y F, = (—c, 0)

De lo anterior se puede concluir que dado un punto P = (X,Y) de la elipse se obtiene:

d(P,F)+d(X,F)) =J(X—c)2+ Y2+ /(X +c)2+Y2=2a

Despejando se obtiene

JX—0)2+Y2=2a—(X+c)?+Y2

Elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad

Vax=oz+ 1/2|2 = |20 - VX + )7+ 72 i

Eliminando las raices con los cuadrados y resolviendo el binomio cuadrado perfecto se

obtiene.
X—c)2+Y2=4a?—4a /(X + )2+ Y2+ (X +c)> +Y?
X2 —2cX+C?+Y?2=4a% —4a (X + )2 + Y2+ X% 4+ 2¢X + c? + y?
Simplificando

—2C = 4a® —4a/(X + ¢)2 + Y2 + 2cX

Despejando la raiz cuadrada

4a\/(X + )2 + Y2 = 4a® + 4cX



El 4 se elimina y elevando al cuadrado se obtiene

(a\/(X +c)2 + Yz)2 = (a? + cX)?

Operando

a’(X + ¢)? + a?Y? = a* + 2a?cX + c?X?

a’X? 4 2a%cX + a’c? + a?Y? = a* 4+ 2a%cX + c*Xx?

Simplificando y reagrupando se obtiene

a’X? —c?X? + a?Y? = a* — a?c?
(a® — c®)X? + a?Y? = a?(a® — ¢?)

Dividiendo a ambos lados de la igualdad entre a?(a? — c?) se obtiene

X? Y?

— =1
a2 (QZ_CZ)

Si asumimos que a? — c? = b? y si b >0 se obtiene

X? y?
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A continuacion se tiene una construccion de los parametros geométricos de la Elipse (ver

figura 2)
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Figura 2 Representacion de una elipse en GeoGebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Del mismo modo se establece la ecuacidn de una elipse que no esté centrada en el origen

X — X0)? Y —Y0)2
(x-x0? @-vop
a b2

Hipérbola
Es el lugar geométrico donde el conjunto de punto contiene una diferencia de distancias a

dos puntos fijos denominados focos es constante.

Simbdlicamente se define una hipérbola sobre los puntos P donde se esta determinado que

|d(X,F1) —d(X,F;)| = 2a cuya curva se puede expresar en coordenadas cartesianas.

Para hacer mas practicos los calculos puede considerarse que los focos se encuentran

sobre la recta y = 0y centro en el origen. Los focos estan determinados por coordenadas
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F1(c.0) y F, = (—c, 0) de tal manera la hipérbola esté definida para un punto P cualquiera de la

forma.

JX =02 +Y2—/(X+c)2+Y2=2a

Despejando la primera raiz se obtiene

JX —0)2+Y2=2a+(X+c)2+Y2

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad se obtiene

(Vox=oz+ YZ)Z = (2a+ /X + )7 + YZ)2

Las raices se anulan y se obtiene

X—c)?+Y2=4a?+ (X +c)?+y?>+4ay(X + )2 + 12

X2+ c?—2cX =4a? + X%+ c? + 2cX +4a\/(X + )2 + Y2

Se anulan términos iguales a ambos lados quedando

—4cX — 4a? = 4a/(X + )2 + Y2

Dividiendo a ambos lados de la igualdad entre 4 se obtiene

—cX—a?=aJ(X +c)?+Y2

Elevando al cuadrado ambos términos de la igualdad se obtiene

(—cx —a?)? = (X 7 4 ¥2)
Se desarrollan los respectivos cuadrados
c’X? 4+ a* + 2a%cX = a*(X + ¢)? + a’y?
c?X? + a* + 2a%cX = a’X? + a’c?+2a%cX + a?y?
Eliminando términos semejantes se obtiene
c2X? + a* = a?X? + a®c?+a?y?

c2X? — g2x2 —a2y2 = a?c? — g*



(CZ _ a2)x2 _ a2y2 — aZ(CZ _ aZ)
Dividiendo a ambos lados de la igualdad entre a?(c? — a?) se obtiene

X2 Y?

Podemos definir que ¢ — a? = b? y se concluye finalmente que

X? vy?
PE

A continuacion se tiene una construccion de los parametros geométricos de la hipérbola

(ver figura 3)

Figura 3 Representacion de una hipérbola en GeoGebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

24
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Parabola

Es el lugar geométrico donde un conjunto de puntos del plano es equidistante a un punto
fijo (llamado foco) y también a una recta denominada: directriz.

Simbdlicamente se tiene un punto P = (X,Y) donde se debe cumplir que d(X,F) =
d(X,1) y puede considerarse para hacer mas practicos los célculos que el foco se encuentre sobre
larecta y = 0y sea perpendicular a la recta [. Ademas el foco tiene coordenadas F = c, 0).

Entonces

dX,D=yX+c)2+ ¥ -Y)2=X+c

De la igualdad se puede concluir que

d(X,F) = d(X, )

JX —0)2+Y2=X+c

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad la expresion se reduce a

X—0¢)?+Y?=(X+c)?
X2 4+c?2=2cX+Y*=X?>4+c*+2cX

Eliminando términos semejantes se obtiene

Y2 =4cX
Lldamese p = 2c obteniedo
Y? = 2pX

El termino p indica la distancia al vértice 0 = (0,0) y la directriz recta [ (ver figura 4)
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Figura 4 Representacion de una parabola en GeoGebra.
Geogebra (clésico) [Free Software Foundation]. 2022.

Como se ha mencionado en capitulos anteriores las TICs permiten una visualizacion méas
adecuada y una construccién mas practica de las curvas conicas sin alterar el modus operandi de
la matematica como un corpus que se basa en un conjunto de reglas y procedimientos que
inexorablemente deben ser aplicados y recogidos por los alumnados. Adicionalmente, a las
representaciones visuales se puede observar las aplicaciones de las curvas conicas en el area de la
astronomia como elemento que puede dinamizar las estrategias de aula y darle un enfoque mas
dindmico a la clase de matematicas. En el siguiente apartado, se observara como las curvas
conicas fueron utilizadas en su momento por los astronomos en su interés de describir los
movimientos planetarios con el mayor grado de precision posible lo que se catalogé como las

leyes Kepler que posteriormente recogié Newton como base para la introduccién de la teoria de
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la gravitacion universal impulsando asi la primer teoria cosmologica del funcionamiento de los
sistemas solares en términos de una base geométrica sélida que hoy en dia sigue teniendo total

validez para cuerpos que se muevan a velocidades no muy cercanas a la velocidad de la luz.

Coénicas aplicadas a las leyes del movimiento interplanetario de Kepler

Primera ley de Kepler

“los planetas describen orbitas elipticas con el sol en uno de sus focos”. (Ver figura 5)

Figura 5 Representacion de una 6rbita planetaria con poca excentricidad.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Se asume como r la distancia mas cercana al foco, 6sea cuando a = 0 y se asume
comor, la distancia mas lejana al foco, 6sea cuando a = . Ahora bien, los pardmetros orbitales

aplicados a la elipse geomeétrica son los siguientes:
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o Semieje mayor: a = (rp+11)/2

o Semieje menor: b

. Semidistancia focal: ¢ = (r, —11)/2

. La relacion entre los semiejes es: a? = b? + ¢?

o La excentricidad se define como el cociente: e = c/a
Segunda ley

“El vector de posicion de cualquier planeta con respecto del sol (vector que tiene el origen

en el sol y su extremo en el planeta) barre areas iguales en tiempo iguales. (ver figura 6)

Figura 5 Representacion de la Velocidad del planeta en terminos de areas barridas en determinados intervalos de
tiempo.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.
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Sea A, el &rea barrida en un intervalo de tiempo t y A, otra area barrida en un intervalo

de tiempo t, analiticamente queda

Se define la velocidad areolar como el cociente del &rea entre el tiempo

Tt

%4

Segun, las leyes de Kepler hacen referencia a elipses de baja excentricidad por lo que
Ilama la atencion como en algunos libros de texto se suelen presentar representaciones de elipses
con unas excentricidades muy grandes que dejan muchos cuestionamientos sobre el analisis de
las velocidades areolares de los planetas. Las implicaciones didacticas de mostrar
representaciones de orbitas con excentricidades altas en aras de diferenciarlas de circunferencias

dejan dificultades en la interpretacion fisica de la velocidad.

Por ejemplo, los libros de texto usan datos astronémicos reales de donde se quedan
caracterizadas orbitas con poca excentricidad las cuales se pueden considerar como
aproximadamente circunferencias y en la representacion de la tercera ley se procede de manera
analoga. Pero entonces se genera una dificultad con la primera ley al enfatizar en que las orbitas
son elipticas mientras que en la segunda y tercera ley los datos astrondmicos arrojan elipses
aproximadamente circulares lo que puede generar inconsistencias conceptuales en los estudiantes

quienes no han hecho una contextualizacién histérica de las teorias de Kepler.
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Tercera ley

"Los cuadrados de los periodos de revolucion (T) son proporcionales a los cubos de las

distancias promedio de los planetas al sol (r)."

T? = Kr3

10—1952

m3

Donde k = 3.0 * y es la constante de Kepler y r coincide con el eje mayor de la

elipse.

Se observa como el periodo depende especialmente del eje mayor de la elipse.

Algunos elementos para la pedagogia

La tercera ley de Kepler es deducible a partir de la ley de gravitacion de Newton universal

asumiendo orbitas circulares y teniendo cuenta la fuerza centripeta.

mM
F=6-—3
r
Igualando se obtiene
mM )
> = mw-r
r
Reagrupando
em’® |
GM = T2 T

Despejando el periodo se obtiene
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B 4%

a3
oM

TZ

Como 4m?,G, y M son constantes se designa una constante K de tal manera que se
obtiene

T? = Kr3

2
Sik = ZLM entonces se puede demostrar que para una masa solar M = 1.98 = 103°kg

4? 41> 1o S?
k== — =299%107" —
6.67 x 1011 kg5 1.98 * 103%kg

Célculo de la posicion del planeta en funcion del periodo si la masa del planeta es M,

Calculo del periodo en funcidn del de la posicién

T =+Kr3
Ensefianza de las cénicas con GeoGebra

Se puede inculcar la nocién de jovenes investigadores resaltando la importancia del
software GeoGebra como un elemento de las TICs que puede impactar de manera positiva el

aprendizaje de las matematicas ya que permite una interaccion entre el estudiante y el aplicativo
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de tal manera que puede observar y disefiar simulaciones ademas de adquirir la destreza de
modelar los resultados obtenidos para ser sometidos a analisis e interpretacion. Lo anterior
plantea la posibilidad de incorporar el software GeoGebra en los lineamientos curriculares para la
ensefianza de las matematicas de la educacion media. Ahora bien, los nuevos desafios de la
educacion matematica reclaman la incorporacion de los escenarios de modelacion matematicas
no solo en las investigaciones sobre ensefianza de las matematicas sino en el dia a dia como tal en
las aulas de clase de matematicas (Valdés, 2019). Siguiendo al autor mencionado, esta
incorporacion se suma al estado de consolidacion de las matematicas en Colombia mediante las
politicas publicas implementadas en materia de educacién por parte del ministerio de educacién

nacional.

La utilizacion de GeoGebra en la modelacion de curvas conicas siguiendo a (Fernandez,
2013) se construyen figuras cénicas en el software libre GeoGebra lo que permite a la poblacién

estudiantil analizar practicas y medir las diferentes construcciones de cada una de las figuras.

Circunferencia

Recordando la circunferencia como el lugar geométrico en el que un conjunto de puntos
equidista del punto denominado centro y cuya distancia desde éste a cada punto se denomina

radio.

Dirijase al menu y seleccione la opcion “circunferencia dado su Centro y su Radio (ver

figura 7).
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N AL DO 4N e

@ Circunferencia (centro, punto)

@ Circunferencia: centro y radio
-

’(_:7 Compas 2
[ =

O Circunferencia por tres puntos 1

(\' Semicircunferencia

1 0 1

.‘] Arco de circunferencia

-1
f:) Arco Tres Puntos

, LD

Q Sector circular
‘:D Sector Tres Puntos -3

4

Figura 7 Representacion de la barra de herramientas GeoGebra software en linea
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Habiendo elegido la opcidn representada en la figura anterior, ahora se procede a dar un
valor para el radio por lo que el aplicativo abre una ventana para para indicarle que valor le va a

asignar al radio. (Ver figura 8)
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A ADRIDLN 2 BeQ

A = Interseca(EjeX, EjeY) -N

- (0 U) 3

Circunferencia: centro y radio

Radio

@ -4

Figura 8 Espacio donde se indica el valor del radio de la circunferencia.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Para efectos ilustrativos se ha colocado un radio de cinco unidades (5u) y a continuacion,
se observa como queda construida de una manera muy cémoda para el usuario una circunferencia
con centro en el origen del plano y un radio de cinco unidades. Se observa como en la barra
izquierda aparece también las coordenadas del punto centro, asi como la ecuacion de la

circunferencia generada. (Ver figura 9)



R [CISIPANIEIR S

® A = Interseca(EjeX, EjeY) =N

— (0,0)

¢ : Circunferencia(A, 5)
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— x2+y? =25
+ E
i)
Figura 6 Circunferencia de radio 2 construida en GeoGebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.
Elipse

Recordando la definicion de la Elipse como aquel lugar Geométrico donde la suma de sus

distancia a dos puntos denominados focos F1 y F2 es constante.

Dirijase al Menu de opciones y escoja la opcion Elipse (ver figura 10)

0 (O (» _
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T :l @ Elipse

§‘~— Hipérbola

{q- Parabola

O Conica por cinco puntos

36

-4 -3 -2 -1

Elipse

Dos focos y un punto de Ia elipse

Figura 7 Barra de herramientas para crear una elipse.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

El software le indica que elija los dos puntos que vayan a ser los focos, para efectos

ilustrativos se ha dispuesto de los puntos sea f1=(0,-2) y f2=(0,2). (Ver figura 11)

-3

A
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RSSO (5] PANNIEIR

o A = Punto(EjeX) N
| ~ (2,0 ® 4
e B = Punto(EjeX)
j — (2.0 @ 2
n
——T—&—
I
-2
-4

Figura 8 Dos puntos focales que va a contener la elipse.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Genere con el cursor una figura ovalada que le vaya dando la forma de Elipse a la figura
que se ha generado. Observe como en la barra izquierda del aplicativo aparece los puntos focales,
las coordenadas de un punto C contenido en la Elipse y la ecuacion de la elipse planteada como

una ecuacion de segundo grado. (Ver figura 12)
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NENPE S S0 [5) PANNIES S

A = Punto(EjeX) =N E
O

— (-2, 0) ®

B — Punto(EjeX) : !
O

— (2,0) ®
O C=(197,267) :

c : Elipse(A, B, C) :
O

— 157.76x% + 221.76y*> = 2186.59

Figura 9: Elipse modelada en GeoGebra
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Parabola

Recordando la definicion de la pardbola como el lugar geométrico en el que un conjunto

de puntos equidista de recta | denominada directriz y de un punto fijo F denominado foco.

Vaya al menu desplegable y elija la opcion parabola (ver figura 13).
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Parabola

Selecciona un punto, luego |a directriz

4
— 3

;t— Hipérbola
kL Parabola 2
O Conica por cinco puntos 1

-4 -3 -2 -1 0 1

-1
-2
-3
-4

Figura 10 Barra de herramientas en GeoGebra para escoger la parabola.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

De clic en el lugar donde fuera a quedar ubicado el foco de la parabola y automaticamente

el Software, desplegara la figura y con el mouse se la da la forma requerida por el usuario hasta

que quede finalmente plasmada sobre el plano cartesiano. (Ver figura 14)
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O A=(21 N ;

¢ : Parsbola(A, EjeY) E 2
- }’2 b 4x - 23:’ -5 2
A
T - @ 1

-2

Figura 11 Parabola ocnstruida en GeoGebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

Hipérbola

Recordando la definicién de la hipérbola como el lugar geométrico donde la distancia de

un conjunto de puntos a dos puntos definidos como focos es constante.

Vaya al menu desplegable y elija la opcion hipérbola (ver figura 15)
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o

¥ AL D OO 4L N e

! 4
T ' @ Elipse

N 3

D™ Hipérbola

\&H\- Parabola 2

O Conica por cinco puntos ;

-4 -3 -2 -1 0 1

Hipérbola

Selecciona dos focos, luego un punto de la hipérbola

Figura 12 Barra de herramintas en Geo para elegir la hipérbola.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.

El software le pedird que elija dos puntos que seran los focos de la hipérbola, para efectos

ilustrativos se definid los puntos coordenados f1 = (0,-2) y f2 = (0,2). (Ver figura 16)
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— (-2,0) ® 3
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Figura 13 Ubicacion de los puntos focales que a tener la hipérbola.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.



43

Luego de definir los puntos focales puede con el cursor dar forma a la figura y en la
parte de la barra de la izquierda aparecen las coordenadas de los puntos focales, punto C que se
encuentra en la curva y la ecuacion de la hipérbola planteada como una ecuacion de segundo

grado (ver figura 17).

h A LD ORdEN e veQ

A = Punto(EjeX)

ﬁ

O
= (2,0) 0 3

0 B = Punto(EjeX) : 2 c
- (2,0) 0
1
O C=(178-09) 5 A 3
0
. 4 3 2[4 0 :
¢ : Hipérbola(A, B, C) ; 0

— -20.32¢2 + 34.68y* = -63.55

Figura 14 Hipérbola contruida en GeoGebra.
Geogebra (clasico) [Free Software Foundation]. 2022.
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Resultados

Este trabajo se llevo a cabo segun las caracteristicas del enfoque cualitativo del tipo
exploratorio y descriptivo porque se mantiene en la linea de a partir de una problematica
especifica evidenciada lo que da lugar a una pregunta problema sobre la ensefianza de as conicas,
se procede a la recoleccidn a la basqueda de autores e investigadores de la didactica de las
matematicas. Cabe mencionar que este enfoque permite elaborar las preguntas y las hipostasis
durante la recoleccion de datos, es decir, ya estaba identificada la problematica de la ensefianza
de las cdnicas antes de la revision bibliografica, sin embargo, la pregunta problema como tal
quedo se tuvo que plantear durante el proceso de revision porque hubo nuevos elementos que en
este caso fue la diferenciacion entre la ensefianza de las conicas desde la aritmética frente a su
realizacion en geometria. Solo en este momento supimos que la pregunta debia pasar a un plano
mas objetivo reconociendo las ventajas de reconocer las conicas como lugares geomeétricos y
precisamente plantear la cuestion de su ensefianza. Como lo menciona (Sampieri, 2020) las
preguntas de la investigacion cualitativa pueden ser perfeccionadas durante el proceso de la
investigacion para poder responderlas. De esta manera podemos estar de acuerdo en que, a partir
de una problematica planteada, se encuentran documentos, tesis o textos que hablan del tema'y de

los cuales se sacan conclusiones.

Siguiendo esta idea las técnicas de informacion de la investigacion documental, se realiz6
el andlisis e interpretacion de diferentes textos o trabajos de investigacion a nivel nacional en los
ultimos 10 afios que se publicaron en bases de datos académicas como Google académico, Scielo,

Redalyc, Dialnet, Uniandes entre otros)
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Se pretende desarrollar un texto argumentativo con en torno a como plantear la ensefianza
de las sesiones conicas desde la rama de la geometria manteniéndose al margen del modelo de
funcién de segundo grafo. Se ha realizado un copilado de autores para presentar y organizar un
marco teorico en torno a las curvas de alas conicas. Po r supuesto, se debe establecer una
organizacion de los procedimientos racionales para llevar a cabo el logro del objetivo de la

manera mas practica.

Inicialmente, se necesita una base conceptual para definir cada una de las curvas conicas
en términos de parametros geométricos como los focos y la mediatriz, en este punto (Araujo,
2019) esta de acuerdo en que el esquema de ensefianza de las conicas como un lugar geométrico
no lleva a las dificultades de operacion y manejo de datos de las funciones lineales de segundo
grado sino que basta con la asuncion de algunas nociones basicas como focos y mediatriz, la se
estad en capacidad de modelar cualquiera de las cuatro formas de cénicas.

Luego, basandonos en la meritoria del MEN por la cual insta a las instituciones
educativas a la utilizacion de las herramientas de la modelacion de matematica de facil acceso o
gratuito en linea. En este caso de escogio el software de interaccion libre para descargar o trabajar
en linea GeoGebra. Se procede como una adecuacién de las curvas conicas plasmadas en los
desarrollos geométricos a una representacion visual elaborada a través de la plataforma
conociendo unos pasos muy sencillos porque una razén mas para haber escogido este software es
su comodo manejo y facil de ejecutar para los usuarios. En este sentido (Valdeés, 2019) esta de
acuerdo en que GeoGebra es forma de mejorar la visibilidad de los parametros geométricos y las
formas de las curvas conicas.

Por supuesto, en este punto se debe tener en cuenta dos tipos de procesos mecanicos a

realizar, el primero es aquel en el que se encuentra la figura modelada ya hecha en GeoGebra
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con sus parametros geometricos correspondientes de una forma ya terminada, y la otra es la de
los procesos propios con los que se le da drdenes al software para que en un “paso a paso” logre
el modelamiento de cada una de las figuras cénicas que se quiera. En este punto, se hace
necesario enfatizar tanto en el modelamiento visual de las curvas como en las 6rdenes que se le

debe dar a GeoGebra respectivamente.

Finalmente y con base a los planteamientos de (Quintero, 2005) se considerd afianzar los
elementos de la ruta didactica incorporando un componente de transversalidad con la astronomia
porque las conicas son aplicadas en esta ciencia que es la encargada de describir los movimientos
de los cuerpos celestes. En este punto autores como (Alexander Bell Mejia, 2003) y (Valdés,
Scielo, 2016) estan de acuerdo en que tratandose de exponer las matematicas como una ciencia
que si se involucra en su dia a dia de manera cotidiana, se pueden mostrar al joven este tipo de
relaciones que han coexistido desde tiempos muy antiguos en la historia y que son saberes que

han provenido de los sabios del pasado a través de generacién en generacion hasta nosotros.

Por lo anterior se vuelve necesario la identificacion de tres categoria pilares en la
visualizacion de un ruta didactica, el primer es el reconocimiento de una conica como lugar
geomeétrico, el segundo traduciendo al lenguaje de GeoGebra favoreciendo la interaccion entre el
joveny las tics y tercero, determinar como lo aprendido puede ser aplicado a una ciencia

modernizada.
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Discusion
El presente trabajo que monografias enfatiza en la visualizacion de algunos elementos
para establecer una ruta didactica para la ensefianza de las secciones conica por lo tanto brinda
algunos elementos iniciales para la ensefianza mas no llega al punto de disefiar como tal una
estrategia una guia para ser aplicado implementado en algun aula de clase en particular por lo que

este documento no es de tipo investigativo aplicativo sino de reconocimiento de masas de

bibliografia asociadas a la temética de la ensefianza de las conicas

Los autores citados estan de acuerdo en que existe un preponderante espacio del algebra
por encima de otras ramas de las matematicas en este caso observamos como las curvas conica
son implementa das como funciones lineales de segundo para la obtencién de parabolas y
hipérbolas haciendo uso de los métodos de conteo y despejes del algebra lo que requiere de una
mayor cantidad de pasos antes de llegar a la modulacion de la curva resultando en una

experiencia todo confortable para los alumnos de la media.

Con base a lo anterior se determina el enfoque de asumir las conicas como lugares
geométricos. En los cuales se determinan unos puntos de referencia denominado focos junto a

otros elementos como la directriz ya se esta en capacidad de construir una figura cénica.

Con base a las fundamentacion teorica de las conicas. La ruta de aprendizaje puede ser
influenciada por el manejo de las tics de una manera guiadas por parte del docente de
matematicas. Plataformas como GeoGebra son de un uso muy comodo para el usuario lo que con
unas pequefias indicaciones se puede modelar las curvas crénicas en dicha plataforma gratuita en

linea.
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Finalmente la tota didactica que involucra a las figuras con ligas sonso aplicacion en las
leyes del movimiento planetario o denominadas en astronomia las leyes de Kepler. Las leyes de
que planteadas das por el astronomo Johannes Kepler establecieron con gran precision los
movimientos de los planetas lo que indican que las orbitas eran elipse con un determinado grado
de ex entre ciudad muy cercanas a la del circulo pero no totalmente la misma es entre ciudad de

un circulo
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Conclusiones

Las conicas son un tema especial de las matemaéticas y se relaciona mucho con el dibujo
técnico lo que les convierte en un candidato de interés para los estudiantes de la media. Por
supuesto, los profesores de matematicas estan convocados a lleva temas de interés que puedan
despertar la curiosidad de los estudiantes, una tendencia a la que se ha inclinado el presente
trabajo es a la de ponerlo en el campo de la transversalidad y llevarlo a situaciones del mundo
real hacia donde los estudiantes tienen enfocadas la mayoria de sus preguntas. En efecto, hemos
designado que las curvas conicas satisfacen este requisito y pueden convertirse en la base para el

disefio de una ruta didactica para la ensefianza de los cuerpos geomeétricos.

Mediante la disposicion el MEN incluyo en el curriculo la disposicion para la ensefianza
de las conicas como un lugar geométrico descartando el enfoque algebraico (Fernandez, 2009).
De esta manera se logra que los estudiantes eviten caer en deficiencias de aprendizaje propios de
los procesos de célculo y de datos para la construccién de funciédn, sino que con la identificacion
de unos parametros geométricos basicos ya el estudiante este en la capacidad de generar dichas
curvas. Se considerd que era una oportunidad para reforzar el aprendizaje de los parametros
geométricos involucrando la modelizacion de las curvas conicas en GeoGebra y mejoramiento

de la visualizacion de las mismas por parte de los estudiantes.

Una vez que se reconocen las figuras cénicas eran una tematica de las matematicas y
orientandolas hacia la idea de que en la geometria se tiene una vision en el en que de la
geometria se tiene una vision analitica y graficas de las sesiones conicas en un plano mediante
parametros de foco y mediatriz. Se observa como los conocimientos de las matematicas no se

hicieron a partir de abstracciones alejadas de la realidad sino que todo lo contrario, los
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matematicos de la antigliedad dedujeron esas razones logicas para validarlas conforma a los
datos arrojados por las observaciones cada vez mas precisas de los movimientos delos cuerpos
celestes lo que desemboco en las leyes de Kepler, que hoy en dia, siguen rigen el movimiento de
los satélites que son enviados desde las estaciones estacionales a orbitar sobre la tierra asi como

los movimientos de los satélites naturales de cada planeta y de cada sistema solar.
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Recomendaciones

La investigacion documental es un proceso sistematico y ordenado que comprende
diferentes fases de desarrollo, las cuales van desde la planeacion del trabajo hasta su revision. De
acuerdo a (Sampieri, 2000), la investigacién documentada consiste en detectar, obtener, y
consultar la bibliografia y otros materiales que partes de otros conocimientos y/o informaciones
recogidas moderadamente de cualquier realidad, de manera selectiva, de modo que puedan ser
utiles para los propositos de estudio.

Con base a que la presente se enmarca en un campo relativo a la didactica de las
matematicas, no se podia por menos, traer a colacion la intencion de transformar de manera
creativa y con innovacion los escenarios de educacion matematica en América Latina. Por lo
anterior, el tema de las curvas cénicas se enmarca desde el inicio presente en el aula de clase de
matematicas reconociendo como se ha dado un papel preponderante a la aritmética sobre las
demas ramas de las matematicas lo que ha venido significado resultados poco satisfactorios en el
escenario de la educacién matematica. En adelante se estructura todo el cuerpo del trabajo tal
cual como esta definido

Considerando que el presente es un ejercicio de busqueda que debe involucrar grades
masas de respaldo debidamente documentado y reconocidos por las academias acreditadas, se
dispuso de escoger un tema que se tomara en el aula de matematicas de la educacién media. Se
escogio el tema de las sesiones conicas que también se encuentra en el Algebra. Con el impetu de
reconocer las impresiones de diferentes autores se avanza a una etapa de busqueda de bibliografia

y finalmente sacar conclusiones.
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El presente trabajo de monografia se basa en autores que han trabajado e investigado en
didactica de las matematicas para adecuar las necesidades educativas de la poblacion a los
desafios del presente milenio enmarcado en un contexto de interconectividad y globalismo. Por lo
anterior acudimos a plataformas como Google academico, Scielo, Redalyc, Dialnet donde
reposan investigaciones publicadas recientemente en materia de educacion matematicas, pero en
especial autores que hayan trabajado la ensefianza de las sesiones conicas.

Se determina que existen tres categorias distinguibles para establecer una ruta didactica
hacia la planeacion de un ejercicio aplicativo en un futuro. Sin embargo, los elementos iniciales
para la determinacion de la ruta didactica fueron: las curvas conicas reconocidas como lugares
geométricos, la modelacion de sesiones conicas en GeoGebra como elemento ligado a la
tecnologia y, por ultimo, la aplicacion de las curvas conicas en las leyes del movimiento
interplanetario de Kepler ligado a la transversalidad.

Se avanza a una presentacion escrita de los resultados, asi como del proceso de reflexién
constante, para lo cual, se establece el modelo de presentacién mas adecuado para dar a conocer
la estructuracién y fundamentos de los elementos propositivos de su autor. Se presenta el cuerpo
del trabajo en una plantilla de monografia de acuerdo a los lineamientos de la educacién superior.
Con base a los tltimos detalles ya no de fondo sino de forma se hace una ultima verificacion y

entrega del respectivo trabajo final
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