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Abstract: Chilean curriculum has recently included an optional module called
“Limits, derivatives and integrals’, which addresses infinitesimal calculus. On
the face of it, it is expected that students understand the notion of actual infin-
ity; however, the curriculum has a paramathematical treatment of that concept
On these grounds, this research operationalizes a virtual class study that pro-
motes the understanding of the notion of actual infinity among upper second-
ary school and first-year university students. The theoretical perspective this
research resorts to is APOS theory. It was observed that the proposal the research
suggests promotes a successful understanding of actual infinity, since the
structure of totality in the students is evident

Keywords: actual infinity, virtual Class Study, APOS theory.

1. INTRODUCCION

El Estudio de Clases (EC) comenzo a desarrollarse como practica pedagogica en
la era Meiji del Japdn. Su objetivo es mejorar progresivamente los métodos de
ensefnanza, trabajando con otros profesores para examinarse y criticarse mutua-
mente las técnicas de ensenanza, pero, ademas, que los docentes aporten como
investigadores al desarrollo de la educacion de su pais (Isoda et al, 2007), por
lo que se pone de manifiesto la importancia del profesor en su rol como cienti-
fico. En el EC que se reporta en esta investigacion se validé un diseno de clase
que promueve la construccion del infinito actual. Este EC se realiza dentro del
Programa de Magister en Didactica de la Matematica de la Pontificia Universidad
Catdlica de Valparaiso y dada la condicion mundial de pandemia, se llevo a
cabo de manera virtual; esto implico que las sesiones con los informantes acon-
tecieran de forma sincrénicas por medio de plataformas virtuales y fueron gra-
badas para su posterior andlisis.

Respecto al objeto matematico del EC, se tiene que la nocion de infinito
tiene origenes filosoficos; el término en si, lejos de pretender cuantificar, aspira-
ba a calificar cualquier ente inaccesible o proceso indefinido. Esto aun ocurre
en determinados contextos, pero las diversas inspiraciones racionalistas permi-
tieron dar con la definicion matematica de este concepto a finales del siglo XIX.
De igual forma, la comprensién del infinito ha permitido el desarrollo de técnicas
y teorias trascendentales en la evolucion de la matematica.
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Por anadidura, este concepto tiene un trato peculiar en el curriculo y textos es-
colares, frente a otros conceptos matematicos: tiene un abordaje desde una nocion
paramatematica y es dificil hallar referencias explicitas sobre su significado en un
contexto educativo. Sin embargo, este concepto esta ligado con la ensefanza de
diversos topicos habituales y obligatorios del curriculo, tales como numero decimal
periddico, numero irracional, numero real, sucesion, asintota, resolucion numeérica
de ecuaciones, sistemas de ecuaciones y su significado geométrico, cardinal de
un conjunto, induccion, etc. Aun mas, este concepto comprende una variedad
de dificultades y obstaculos, originados generalmente por parte de nuestra natu-
raleza finita que genera fuertes concepciones sobre el infinito asociadas con lo
potencial, lo que conlleva en muchas ocasiones a su incomprension (Villabona y
Roa-Fuentes, 2016). Este caracter singular del infinito, y el inevitable interés que
despierta en los estudiantes, ha sido la razon principal para abordar un estudio
que tiene como directriz este concepto matematico.

En relacion con lo anterior nos hemos preguntado, {Cémo abordar una
situacion de ensenanza virtual que promueva la construccion del infinito actual?

Ademas, desde una perspectiva cognitiva, Dubinsky, Weller, McDonald y
Brown (2005a) plantean que el infinito actual es el objeto mental que se obtiene
de la encapsulacion de un determinado proceso infinito. Este objeto mental se
denomina objeto trascendente ya que es el objeto que trasciende del proceso
iterativo infinito del cual proviene (Brown et al, 2010). Entonces, para entender
cémo los estudiantes construyen el concepto de infinito actual nace la siguien-
te pregunta de investigacion: {Qué estructuras mentales se evidencian en estu-
diantes de cuarto medio y primer ano de universidad cuando se enfrentan a
una actividad de ensenanza que involucra el infinito actual?

El interés de este estudio es promover la construccion de la estructura de
Totalidad por medio de la operacionalizacion de un EC y, analizar cémo los
estudiantes de educacion media y primer ano de universidad construyen Tota-
lidades a partir de Procesos lterativos.

2. PROBLEMATICA

Por un lado, la comprension del infinito es compleja en cuanto es un obstaculo
epistemologico y genera cierta resistencia en los aprendices (Mena-Lorca et al,
2015). Mas aun, diversas investigaciones concluyen que las concepciones que
tienen los estudiantes acerca del infinito son de caracter netamente potencial,
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es decir, generalmente estan asociadas a esta idea de repetir sin fin (D'’Amore
et al, 2006; Montoro et al, 2016). Ademas, dichas concepciones son fortalecidas
en los primeros anos de vida escolar (Fischbein, 1978; Fischbein et al, 1979; Tall,
1980; Fischbein, 2001; Belmonte y Sierra, 2011).

Por otra parte, el curriculo chileno incorporé recientemente, a los planes elec-
tivos de formacion media, una asignatura electiva denominada Limites, derivadas
e integrales. En dicha asignatura, se espera que los estudiantes comprendan con-
ceptos vinculados al dominio del analisis y parte de la teoria de conjuntos; para
esto, es fundamental que primero comprendan la nocion de infinito actual. Pero,
la asignatura en ningun momento aborda de manera explicita el concepto infinito
actual, es mas, este tiene un tratamiento paramatematico, por lo que las ideas
que presentan los estudiantes en torno a €l son asumidas a través de nociones
intuitivas que desarrollan en contextos no formales de educacion y podrian estar
asociadas a las ideas de infinito potencial, es decir, a la nocion de infinito como
estructura de proceso (Dubinsky et al, 2005a).

Con relacion a lo anterior, es de suma importancia que los docentes de
educacion media, que dictan la asignatura mencionada, se impregnen de cono-
cimiento que les permita llevar a cabo una ensenanza que fomente la construccién
del concepto de infinito actual. Probablemente, quienes utilizan el concepto de
infinito en el proceso de ensefanza, no se detienen en su construccion, pero,
‘analizar situaciones relacionadas con el infinito a partir de procesos iterativos
infinitos y sus objetos trascendentes, puede darle a un estudiante una herra-
mienta formal que le permita confrontar sus propias creencias sobre el infinito”
(Roa-Fuentes y Oktag, 2014, p. 98).

Todavia mas, Tirosh (1991) plantea que los estudiantes deben trabajar con
situaciones de ensenanza no tradicionales acerca del infinito, que les permita
cuestionarse y reflexionar sobre este concepto. Ademas, Villabona y Roa-Fuentes
(2016) mencionan que, para comprender el concepto de limite y otros conceptos
del calculo infinitesimal, se requiere una concepcion actual del infinito. En efec-
to, este trabajo puede ser orientador al momento de planificar una ensenanza
que asuma los desafios de los cambios curriculares actuales.
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3. ANTECEDENTES DIDACTICOS DEL INFINITO

Debemos considerar que la idea de infinito potencial aborda el infinito como un
proceso, mientras que el infinito actual es el objeto mental que se obtiene de la
encapsulacion de este proceso (Lakoff et al, 2000; Dubinsky et al, 2005a; 2005b).
Las ideas construidas fuera y dentro del aula de matematicas suelen suscitar
inconsistencias cuando una situacion requiere que los estudiantes vean este
proceso como un todo terminado, pensando en las colecciones formadas por
una infinidad de elementos (Roa-Fuentes y Oktag, 2014). Ademas, las situaciones
que involucran el infinito suelen relacionarse con paradojas, en funcion del
contexto o de la tarea (Fischbein et al, 1979; Garbin, 1998; Garbin y Azcéarate,
2000; Mantica et al, 2013; Waldegg, 1993b).

El concepto de infinito matematico ha estado concebido desde la percepcion
y basado en la experiencia con el mundo fisico, lo que conlleva a paradojas,
pues se abordan desde un mundo finito, generando una serie de confusiones
y contradicciones (Ortiz, 1994). Por otra parte, D’Amore et al. (2006), proponen
varias situaciones que permiten confrontar el infinito actual y el infinito potencial
en estudiantes de Furopa y América Central, cuyos resultados muestran que
‘normalmente el sentido del infinito no existe o es fuertemente obstaculizado
por la intuicién basada en modelos precognitivos” (D'Amore et al, 2006, p. 27).

Igualmente, Fedriani y Torino (2010) estudian la nocion de infinito en la
sociedad y la evolucion historica del concepto matematico, y senalan que existen
muchas nociones ingenuas e intuitivas del infinito, las cuales dependeran del
contexto en el que se usa.

Asi también, Montoro et al. (2016), analizan las concepciones sobre la car-
dinalidad infinita de conjuntos numéricos, de estudiantes con distinta formacion
matematica (secundaria y universitaria). Esta investigacién concluye que los
estudiantes tienen visiones finitas muy arraigadas; dentro de ellas sefalan que
las justificaciones, al momento de comparar los conjuntos de los naturales,
enteros y racionales, hacen referencia a que un conjunto esta incluido en el otro
0 que abarca mas numeros que el otro, lo cual es valido desde un punto de
vista finitista. Ademas, emanan fuertemente argumentos del tipo “ambos son
infinitos’, haciendo alusién a una unicidad de infinito al momento de comparar
un infinito numerable con uno continuo. Asi mismo el infinito como cardinal
estd muy lejos de ser una nocion que los estudiantes adquieren por el solo
hecho de estar en contacto con conjuntos infinitos de nimeros (Montoro et al,
2016). Otros estudios, que también abordan el estudio de cardinales transfinitos,
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afirman que la demostracion de Cantor de que hay la misma cantidad de nume-
ros naturales, enteros y racionales enfrenta ideas contraintuitivas debido a que
entre dos racionales siempre podremos encontrar otro racional, a diferencia del
caso de los naturales y los enteros (Dehaene, 1997; Pérez-Echeverria et al, 2005).
Por otra parte, Waldegg (1993a; 1996), argumenta que el hecho de establecer
una correspondencia biunivoca entre un conjunto infinito y una parte propia de
él, genera un obstaculo para la comprension de los conjuntos infinitos y coin-
cide con Mena-Lorca et al. (2015) en relacién con la resistencia que se genera
en los aprendices.

Ademas, desde la socioepistemologia, Crespo y Leston (2010) mencionan
que el concepto de infinito se construye fuera de la escuela, pero una vez que
ingresa al aula matematica lo hace de manera conflictiva ya que se ve influido
por ideas intuitivas y extraescolares que generan obstaculos epistemoldgicos.

Bajo una mirada de la ensenanza, Montes et al. (2017) exploran el conoci-
miento del profesor acerca del infinito desde la dptica del conocimiento profe-
sional que usan para tratarlo en el aula y mencionan que, conocer el infinito
en un sentido especializado (desde el marco tedrico MTSK) implica conocerlo
desde una perspectiva matematica y didactica. En la investigacion, realizan un
estudio de caso con un docente de educacién media y superior. Concluyen que
el docente no logra la comprension del infinito actual, y que, por tanto, es muy
probable que dentro de las aulas existan obstaculos didacticos. Ademas, men-
cionan que existen dos fuentes de complejidad involucradas en este concepto:
la primera estd asociada a la comprension del objeto desde una perspectiva
matematica, y una segunda deriva de las reflexiones que el docente establece
en torno a este concepto.

Los antecedentes presentados son los aportes mas relevantes encontrados;
ellos generan una base de conocimiento cientifico, que permite visualizar el
estado de avance, desde la didactica asociados a estos temas.

Por otro lado, existen otros significativos estudios sobre el concepto infinito
desde una mirada cognitiva, particularmente desde la teoria APOE, los cuales
seran detallados dentro del marco teorico. Las investigaciones estudiadas, desde
esta teoria, daran la perspectiva teorica del presente estudio.
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4. MARCO TEORICO Y CONSIDERACIONES DEL ESTUDIO DE CLASES (EC)
4.1 INFINITO DESDE LA TEORIA APOE

En la teoria APOE, la Descomposicién Genética (DG) es un modelo de construc-
cion de un concepto o nocion matematica. La DG es un modelo cognitivo
(hipotético) que se entiende, metaféricamente, como una ruta topografica que
se plantea con base en las estructuras y mecanismos mentales que estan inmer-
sos en la comprension de un concepto matematico. En esta seccion trabajaremos
particularmente el modelo asociado a la construccion del infinito.

Respecto al infinito, Dubinsky et al. (2005a) relacionan el infinito potencial
con una estructura mental de proceso y el infinito actual a la estructura men-
tal de objeto, en este sentido:

El infinito potencial es la concepcién de infinito como un proceso. Este proceso se
construye empezando por los primeros pasos (por ejemplo 1, 2, 3 en la construccion
del conjunto de los numeros naturales) que se refieren a una concepcién accion.
Repetir estos pasos (por la adicion de 1 repetidamente) al infinito, requiere de la
interiorizacion de estas acciones en un proceso. El infinito actual es el objeto men-
tal que se obtiene de la encapsulacion de este proceso. (20053, p. 346)

Ademas, Dubinsky et al. (2008) recalca la importancia del trabajo con iteraciones
infinitas para alcanzar la estructura de objeto del infinito, menciona que se debe
dar la coordinacién de procesos de iteracion, y que el éxito se obtendra cuando
al menos uno de los procesos se visualice como un objeto. Por ende, lo que
permitiria a un individuo pensar en un proceso iterativo infinito como un todo
es aceptar la idea de que el proceso ha alcanzado a todos los numeros natura-
les, es decir, el proceso de iteracion “termina’.

Asimismo, “las estructuras y mecanismos tradicionales no han sido suficientes
para explicar la manera cémo los individuos intentan comprender situaciones
matematicas que involucran el infinito” (Roa-Fuentes y Oktag, 2014, p. 74). Es asi
como el estudio del infinito matematico en la teorfa APOE es de suma impor-
tancia, ya que han emanado nuevas estructuras y mecanismos mentales para
poder explicar el proceso constructivo que implica este concepto. Especificamente,
Dubinsky et al (2013) plantearon una nueva estructura independiente, la cual se
encuentra entre las estructuras de proceso y objeto; esta estructura permite que el
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estudiante pueda ver el proceso iterativo infinito como un todo terminado; a esta
nueva estructura la denominaron Totality, que aqui se llamara totalidad.

Ademas, Brown et al (2010) definen los procesos iterativos infinitos y los
objetos trascendentes. Una estructura dinamica del infinito sera definida como
proceso iterativo infinito (entre el conjunto de los nimeros naturales y otro
conjunto cualquiera) y, los objetos trascendentes seran aquellos objetos que se
abstraen de dicho proceso, “podemos pensar en el objeto trascendente como el
estado al infinito del proceso iterativo que lo origind” (Villabona y Roa-Fuentes,
2016, p. 127).

Considerando la estructura de totalidad, Villabona y Roa-Fuentes (2016) plan-
tean que, para alcanzar esta estructura, se debe considerar un nuevo mecanis-
mo: uno que presente la particularidad de descentralizar la mirada de los
elementos del proceso y enfocarla en ver el proceso como un todo terminado;
es decir, este mecanismo tiene una caracteristica distintiva, de abstraccion del
proceso para poder visualizarlo como una estructura estatica. A este mecanismo,
que normalmente se definiria como encapsulacion, lo denominaron: completez.
Villabona (2020) define el mecanismo completez de la siguiente manera:

Completez: Es un mecanismo mental que le permite al individuo imaginar las carac-
teristicas que tiene la Totalidad de un Proceso infinito. El establecimiento de este
mecanismo requiere de una construccion consciente de elementos fundamentales
relacionados con la teoria de conjuntos: la relacién entre un conjunto infinito y sus
subconjuntos propios, los conceptos de cardinal y ordinal y la construccion de con-
juntos infinitos con diferentes cardinalidades, especificamente, la construccion de
concepciones Objeto del conjunto de los nimeros naturales (para las totalidades de
procesos iterativos infinitos) y del conjunto de los nimeros reales (para las totalida-
des de procesos continuos). Estos elementos permiten la aplicacion de un proceso
infinito como una unica transformacion sobre todo N o R (o subconjunto de R).
(Villabona, 2020, p. 66)

Por otro lado, si el individuo logra encapsular el objeto trascendente podria ge-
nerar acciones sobre este, por el contrario, la estructura totalidad no asegura que
el individuo pueda aplicar acciones sobre ella (Villabona y Roa-Fuentes, 2016).

Para sintetizar estas ideas, se puede observar la figura 1 que se muestra a
continuacion:
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Interiorizacidn

Acciones
[ | Totalidad
Objeto (concepcién Procesos iterativos
Trascendente estatica) infinitos (concepcion
\_J Completez dinamica)
Encapsular \J
Desencapsulacion

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales en la construccion del infinito actual.
Basado en Villabona y Roa-Fuentes (2016).

4.2 DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARTICULAR: PARADOJA DE LAS PELOTAS

En este apartado se analizara el modelo cognitivo para la particularidad de la
actividad a trabajar. Para esto, se consideraran los trabajos de Mamolo et al.
(2008) y de Roa-Fuentes y Oktag (2014).

Roa-Fuentes y Oktag (2014) mencionan que toda situacién matematica rela-
cionada con el infinito puede modelarse con un proceso iterativo infinito, y que,
el contexto de la situacion es fundamental pues determina la manera en que el
individuo la aborda. Es por esto, que en esta seccion se interpelara la particulari-
dad de la actividad utilizada en esta investigacion. Dicha actividad se denomina
paradoja de las pelotas y es una adaptacion de la paradoja de las pelotas de
ping-pong presentada por Mamolo et al. (2008). A continuacion, se presenta la
actividad paradoja de las pelotas:

Estds a punto de realizar un experimento que durard exactamente 1 minuto,no mas,
no menos. Imagina que tienes un numero infinito de pelotas numeradas 1, 2, 3.,y
un recipiente muy grande. Tu mision serd introducir las primeras 10 pelotas en el
recipiente y retirar la pelota 1 en la mitad del tiempo del experimento. En la mitad
del tiempo restante, introduces las pelotas de la 11 a la 20 y retiras la pelota 2.
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Luego,en la mitad del tiempo restante, ingresas las pelotas de la 21 a la 30 y retiras
la pelota.

Asi sucesivamente, debes continuar tu tarea hasta el infinito. {Cudntas pelotas que-
dan en el recipiente al finalizar el experimento?

En sintesis, en cada iteracién se ingresan 10 pelotas y se saca una. Asi, en la
iteracion n habran salido n pelotas del recipiente; ademas, dicha iteracion serd
en el tiempo i (iempo restante para finalizar el experimento), y, dentro del
recipiente quedan 9n pelotas. Pero lo paradojico estd en que se puede concluir
que al finalizar el experimento no habra pelotas en el recipiente pues, para cada
pelota se puede encontrar el instante de tiempo en que esta sali¢ del recipiente.

Un individuo debe comenzar realizando un nimero pequeno de iteraciones;
una cantidad finita, de tal modo que logre establecer la manera en que se
asigna un estado a cada numero natural. En el primer movimiento n = 1, han
transcurrido 30 segundos (o sea, aun queda la mitad del tiempo del experimen-
to), han entrado 10 pelotas y ha salido una pelota. Ahora, para la siguiente
iteracion han entrado 20 pelotas y han salido 2. Con base en la realizacion de
estas acciones, el estudiante podria interiorizarlas en procesos iterativos infinitos,
desde una concepcion dinamica (Dubinsky et al, 2008). Para esto, el estudiante
debe construir los procesos iterativos infinitos involucrados, vale decir, la suce-
sion sobre los niimeros naturales (sy), la del movimiento de las pelotas (sp y Spe:
pelotas ingresadas y pelotas que han salido respectivamente) y el tiempo res-
tante para terminar el experimento (sy).

Tabla 1. Sucesiones involucradas en la actividad Paradoja de las pelotas

Numero de Tiempo restante para Numero de pelotas que Namero de
iteracion (sy) terminar el experimento han ingresado pelotas que ha
(sp (sp) salido (spg)
1 1/2 10 1
2 1/4 20 2
3 1/8 30 3
n (172 10n n
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Con estos procesos iterativos infinitos identificados, el individuo puede esta-
blecer una coordinacion entre ellos. Se puede observar que, sy es una sucesion
que crece y sy decrece, por lo que el mecanismo de coordinacion entre los pro-
cesos iterativos infinitos involucrados no es inmediato, “por tanto, la fijacion en
este conjunto centrada en sus elementos puede generar en los individuos la
imposibilidad del ver el experimento terminado” (Roa-Fuentes y Oktag, 2014,
p. 92). Para que se establezca la coordinacion, el individuo debe percatarse de
las relaciones entre cada sucesion y la transformacion correspondiente. De esta
manera, puede establecer que el movimiento de las pelotas y el paso del tiempo
estan condicionados por cada iteracién realizada sobre el conjunto de los nime-
ros naturales. El individuo, podra notar que para cada natural n, existe un tnico
estado del proceso y podra determinar qué estado es y el objeto que se genera
en dicha sucesion.

El mecanismo que permitird al individuo ver al proceso como un todo termi-
nado, es decir, como una estructura de totalidad, sera el mecanismo completez.
Alcanzar la totalidad dependera de ver al menos a una de las sucesiones s, Sp,
Sps 0 Sy como un todo terminado, ya que estas representan los procesos iterativos
infinitos. Finalmente, los individuos deberan aceptar que el experimento termina,
pues se alcanzan a cumplir los 60 segundos y que han salido todas las pelotas
puesto que es posible determinar el tiempo en que cada pelota sale del reci-
piente.

4.3 CONCEPTOS DEL ESTuDIO DE CLASES (EC)

A continuacion, se describen roles y consideraciones que deben seguir los
docentes durante eldesarrollo de una clase.

* Hatsumon en la presentacion de una actividad

‘Hatsumon significa hacer una pregunta clave para atraer el pensamiento del
alumno sobre un punto particular en una clase” (Isoda et al, 2007, p. 88). Con
la finalidad de promover o comprobar la comprension de la tarea de la clase por
parte de los estudiantes, el docente va realizando preguntas. En esta parte, se pre-
senta la actividad paradoja de las pelotas y se realizan preguntas para asegurar
el entendimiento de la actividad y para la realizacién de las primeras acciones.
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* Kikan-shido durante la resolucion de la actividad por los alumnos

“El' Kikan-shido, que significa una instruccion en el escritorio del alumno
incluye un reconocimiento deliberado que realiza el profesor de la resolucion
de la actividad que hacen los alumnos por si solos” (Isoda et al, 2007, p. 88).
Mientras los estudiantes desarrollan la tarea propuesta, el profesor va evaluan-
do el progreso de la resolucion de la tarea de cada estudiante. Asi, el docente
ordena la manera en que los estudiantes exponen sus desarrollos y de como
dirige la discusion (Isoda et al, 2007). Aqui, el docente debe reconocer las
estructuras mentales que han alcanzado los estudiantes.

» Neriage en una discusion de toda la clase

‘Neriage se refiere a la construccion de objetos de porcelana o arcilla, e incluye
los conceptos de amasary pulir’ (Isoda et al, 2007, p. 89). Entonces, en el con-
texto de ensenanza, este es un término metaforico que describe el proceso de
pulir las ideas trabajadas por los estudiantes y obtener una idea matematica
que permita generalizar la discusion de la clase. Depende del avance de los
estudiantes, el docente puede hacer preguntas en relacién con los procesos
iterativos involucrados o la coordinacion de estos o, si es que es prudente, hacia
la explicacion de la estructura de totalidad.

* Matome como recapitulacion

‘Matome en japonés significa recapitular. Los profesores japoneses piensan que
esta etapa es indispensable para cualquier clase exitosa” (Isoda et al, 2007, p.
90). Durante esta instancia el profesor retoma las ideas generales y recapitula
lo aprendido en la clase. Aqui, es importante que no se fuerce la estructura de
totalidad y que se resuman las estructuras efectivamente construidas por los
estudiantes. En esta etapa se espera que los estudiantes expongan y defiendan
sus soluciones a través de argumentos que estan relacionados con las estruc-
turas cognitivas evidenciadas previamente.

* Asegurar la propiedad del alumno

Esta es una técnica para mantener la propiedad de cada una de las resoluciones
de los estudiantes. “Durante la discusion, cada método de soluciéon es rotulado
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con el nombre del alumno que lo present6 originalmente: ese nombre se escri-
be en la pizarra” (Isoda et al, 2007, p. 90). De esta manera, cada resolucién es
aludida usando el nombre de quien la origino.

* Bansho: uso efectivo de la pizarra

Bansho se le denomina a la pizarra inspiradora. En la pizarra se mantiene todo
lo que se ha escrito durante la clase, sin borrar si es posible. Esta idea se funda
en que, para quien aprende, visualizar diferentes estrategias de forma simultanea
le permite comparar de manera mas facil las resoluciones de un problema. Lo
principal aca es que queden plasmadas las estructuras mentales que construye-
ron los estudiantes.

5. METODOLOGIA

Esta investigacion utiliza un ensamblaje entre la metodologia ofrecida por el
Estudio de Clase (EC) y el ciclo metodologico propuesto por la teoria APOE; a
ello se acopla un disefio metodologico de estudio de caso (Stake, 2010), pues
se busca comprender la particularidad y complejidad de un caso singular, par-
ticularmente las evidencias del modelo cognitivo planteado para la actividad
particular propuesta (paradojas de las pelotas).

El método utilizado en este EC virtual es el método de resolucion de proble-
mas. El problema central de la clase deriva de una adaptacion de la actividad
paradoja de las pelotas de ping-pong trabajada en Mamolo (2008).

El proceso tomo6 como base el diagrama de flujo propuesto por Stigler y
Hiebert (1999), pero considerando que las tres grandes fases metodoldgicas:
kyozai kenkyu (disefio), koukai/kenkyu jyugyo (implementacién) y jyugyo ken-
toukai (revision) se pueden repetir tantas veces como se estime conveniente,
decidimos aplicar estas fases metodoldgicas una vez mas de lo que contiene el
diagrama de Stigler y Hiebert (1999). A este proceso, se acoplaron las tres com-
ponentes del ciclo metodoldgico que sugiere la teoria APOE: el analisis tedrico,
el diseno y aplicacién de ensenanza y el analisis y verificacion de los datos
(figura 2).

Asi, el diagrama utilizado queda de la siguiente forma (figura 2):
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(0) (Analisis tedrico)

(1) Identificacion de un problema (Disefio de
instrumento

(2) Planificacién de clase

(3) Implementacion 1 (Aplicacion de instrumento)

(4) Evaluacion de la implementacion 1 y revision de
resultados (Analisis y verificacion de los datos)

(5) Reconsideraciéon (Redisefio de instrumento)

(6) Implementacién 2 (Aplicacién de instrumento)

(7) Evaluacién y revisién de la implementacién 2
(Andlisis y verificacidn de los datos)

(8) Reconsideraciones (Redisefio de instrumento)

(9) Implementacion 3 (Aplicacion de instrumento)

(10) Evaluacidn y revisién de la implementacién 3

(4)(7) (Analisis y verificacion de los datos)
(11) Discusidn de resultados

Preparacion: plan

(1), (2) (5)(8)

!

Clase a investigar

3) (6)(9)

!

Sesion de revision
(4) (7)(20)

Figura 2. Diagrama de flujo planteado para este EC. Basado en Stigler y Hiebert (1999) y
en las componentes del Ciclo metodologico de investigacion de la teoria APOE (Asiala et
al, 1996).

En el analisis tedrico se realizd un estudio histdrico-epistemoldgico acerca de
los conceptos asociados al infinito, y se estudiaron algunas descomposiciones
genéticas asociadas a la nocion de infinito (Roa-Fuentes y Oktag, 2014; Dubins-
ky et al, 2013; Brown et al, 2010; Stenger et al, 2008; Dubinsky et al, 2005a;
Villabona, 2020), las cuales se resumen en el apartado 4.1; esto permitio generar
la descomposicion genética de la actividad paradoja de las pelotas.

En el disefo (puntos 1, 5y 8 del EC) y aplicacion de los instrumentos (pun-
tos 3, 6 y 9 del EC). Se llevaron a cabo las tres implementaciones

En la componente Analisis y verificacién de los datos (puntos 4, 7 y 10 del
EQ), se llevd a cabo el andlisis de las discusiones, explicaciones, argumentacio-
nes y producciones de los estudiantes, obtenidas de las tres implementaciones.
El propdsito fue identificar aquellos elementos presentes de la DG preliminar
particular, cudles no se pudieron identificar, y cuales no estaban considerados
por la DG, si es que los hubo. Aqui, 1a DG se ejemplificara con las producciones
de los estudiantes, es decir, se evidenciara la DG mostrando explicitamente los
mecanismos y estructuras mentales que se evidencian en los estudiantes, para
observar si se alcanza la estructura de totalidad.

Respecto de las implementaciones, todas fueron sesiones virtuales a través
de la plataforma Meet, tuvieron una duracion de 60 minutos y su gestion fue
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realizada por dos profesoras (se les denominara P1y P2), las cuales ademas son
investigadoras de este trabajo.

5.1 DE LA PRIMERA IMPLEMENTACION

Se presento la actividad paradoja de las pelotas tal y como fue descrita en el
apartado 4.2. Se trabajo con un grupo de 6 estudiantes de cuarto ano de edu-
cacion media (E1, E2, .., E6).

Los estudiantes pertenecen a un colegio particular subvencionado de la
region de Valparaiso. El grupo es mixto, de mujeres y hombres, cuyas edades
son 18 anos. Ademas, todos los estudiantes pertenecen a la formacion diferen-
ciada humanistico-cientifica del drea de matematicas y ciencias. Todos presentan
conocimientos en los conceptos de limite y continuidad, y han trabajado con
funciones discretas y continuas, y con sucesiones.

En relacion con la gestion, ingresaron todos a una misma sala y realizaron
una lectura individual de la actividad, se aclararon dudas y luego se conforma-
ron salas grupales para llevar a cabo un trabajo colectivo (2 grupos de 3 estu-
diantes cada uno). Finalmente, se realizé una exposicion de las ideas centrales
de cada grupo y para ello se utilizo la pizarra Jamboard de Meet.

5.2 DE LA SEGUNDA IMPLEMENTACION

La actividad paradoja de las pelotas sufrié una modificacion en el abordaje de
la variable tiempo que serd explicada mas adelante.

Se trabajo con un grupo compuesto por 5 estudiantes de universidad (U1,
U2, .., U5) y 3 de cuarto ano de educacion media (Es1, Es2 y Es3). Los estudian-
tes universitarios pertenecen a una universidad del norte del pais y cursan primer
ano de licenciatura en Fisica. Los estudiantes escolares pertenecen a un colegio
particular de la region de Antofagasta. El grupo es mixto, de mujeres y hombres,
cuyas edades flucttian entre los 18 y 20 afos. Ademas, todos pertenecen a la
formacion diferenciada humanistico-cientifica del area de matematicas y cien-
cias. Todos los estudiantes presentan conocimientos en los conceptos de limite
y continuidad, y han trabajado con funciones discretas y continuas, y con suce-
siones. Es justamente por este punto que la investigacion abarca tanto a estu-
diantes de educacion media como de primer ano de universidad; ambos
presentan los mismos conocimientos previos.
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En relacion con la gestion, ingresaron todos a una misma sala y realizaron
una lectura individual de la actividad, se aclararon dudas y luego se conforma-
ron salas grupales para llevar a cabo un trabajo colectivo. Un grupo lo confor-
maron los estudiantes universitarios y otro los estudiantes de educacion media.
Finalmente, se realizd una exposicion de las ideas centrales de cada grupo y
para ello se proyecté un archivo PowerPoint

5.3 DE LA TERCERA IMPLEMENTACION

La actividad paradoja de las pelotas se abordd de la misma manera que la
segunda implementacion. Pero, previo a preguntar por cuantas pelotas quedan
en el recipiente, se solicitd a los estudiantes que establecieran una representa-
cion de la situacion, el porqué de esto sera explicado mas adelante.

Se trabajo con un grupo compuesto por 4 estudiantes de cuarto ano de
educacion media (Estl, Est2, Est3 y Est4). Los estudiantes pertenecen a un cole-
gio particular de la regién metropolitana. El grupo es mixto, de mujeres y hom-
bres cuyas edades son de 18 anos. Ademas, todos pertenecen a la formacion
diferenciada humanistico-cientifica del area de matematicas y ciencias. Asimis-
mo, han trabajado con funciones discretas y continuas, y con sucesiones; pero,
en este caso, no han trabajado con limites.

En relacion con la gestion, ingresaron todos a una misma sala y realizaron
una lectura individual de la actividad, se aclararon dudas y luego se conforma-
ron salas individuales de trabajo. Finalmente, se realiz6 una exposicion de las
ideas centrales de los estudiantes y para ello se proyecté un archivo PowerPoint

6. RESULTADOS

6.1 DEL ESTUDIO DE CLASES Y SU GESTION

* Evaluacién de la implementacion 1y revisién de los resultados (4)
Respecto de los roles, una vez que los estudiantes comprendieron la actividad, las
Hatsumon estuvieron enfocadas, como lo decia el plan de clases, en cuestionar
las pelotas que quedan dentro del recipiente. En un inicio, las preguntas estuvie-

ron pensadas para que los estudiantes establecieran acciones: {Cuales son las
variables del problema? ¢Cual es el tiempo en el primer movimiento? &Y en el
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segundo? &Y en el tercero? {Qué pelota sale en el sequndo movimiento? &Y en
el tercero?, ¢Qué valores han tomado las variables en el primer movimiento? &Y
en el segundo movimiento?, por ejemplo. Luego, las preguntas intentan guiar a
los procesos iterativos involucrados y la coordinacion de estos: éComo se pueden
generalizar los comportamientos? ¢De qué manera se relacionan? Finalmente,
¢Salen todas las pelotas del recipiente? para promover la estructura totalidad.

Se pudo observar que siempre estuvo presente la resistencia en los apren-
dices (Mena-Lorca et al, 2015) a aceptar la idea de infinito actual, en este
sentido, no aceptan que han salido todas las pelotas. Se buscé durante toda la
clase la Neriage, pero siempre estuvo presente el pensamiento de infinito poten-
cial, y considerando que ‘el rol del profesor no es indicar la mejor solucion, sino
guiar la discusion de los alumnos hacia una idea integrada’ (Isoda et al, 2007,
p. 90) la Matome de la clase, no llego a ser la solucion esperada de la actividad.

Por otro lado, el Kikan-shido fue muy complejo de llevar a cabo, ya que las
salas de trabajo eran grupales por lo que en ningin momento se tuvo la ins-
tancia de trabajar de manera personalizada con cada estudiante. Esto produjo
que ciertas maneras de abordar la actividad planteada, por parte de algunos
estudiantes, influyeran mas de lo necesario en otros que aun no llegaban al
fondo de su reflexion personal.

Por otra parte, la organizacion de la Bansho fue muy compleja, los estudian-
tes no se familiarizaban con la pizarra Jamboard de Meet por lo que se les
acomodo enviar sus producciones via WhatsApp ya que esta es una plataforma
de uso cotidiano para ellos. Este cambio produjo tardanza en la recoleccion y
organizacion de las mismas. Lamentablemente, no se alcanzd a presentar una
Bansho que resumiera las producciones principales de los estudiantes. Por
consecuencia, la propiedad de cada una de las resoluciones de los estudiantes
no se pudo realizar de manera visual, pero se intento recalcar de manera verbal
en todo momento.

Respecto de la gestion de los tiempos, estos se cumplieron a cabalidad.

» Reconsideracion (5)

Consideramos que las Hatsumon deben hacer mas énfasis en las pelotas que
salen, y una vez que los estudiantes consideren esta sucesion (sys: de los nimeros
naturales) preguntar por aquellas pelotas que quedan dentro del recipiente. En-
tonces, las preguntas estaran orientadas a hacer pensar al estudiante acerca del
proceso dado por las pelotas que salen del recipiente. La idea es que noten que
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este proceso tiene infinitas iteraciones y luego, visualicen que el proceso culmina,
y asi, puedan concluir que el recipiente queda vacio al finalizar el experimento.
Algunas de las preguntas utilizadas fueron: éSalen todas las pelotas del recipien-
te?, ¢Hay alguna pelota que no salga? y (Queé pelota no sale?

Respecto a la Bansho, decidimos simplemente recolectar las producciones
de los estudiantes via WhatsApp ya que es una aplicacion cercana a ellos. Pero,
para agilizar la recoleccion y organizacion de las producciones, descargaremos
WhatsApp Web ya que este programa permite contar con las imagenes de
inmediato en el computador. Esto creemos que nos permitira poder organizar
de mejor manera la Bansho.

* Evaluacion y revision de la implementacion 2 (7)

Respecto de los roles, esta vez las Hatsumon estuvieron pensadas para que los
estudiantes noten que sp = s, pero la falta de representaciones de la actividad
les impedia ver esta igualdad de manera clara. En este sentido, en el primer
momento {cuantas hay dentro y cuantas hay fuera?, en el seqgundo momento
dcuantas hay dentro y cuantas hay fuera? Luego, aludir a la idea de que la
sucesion sp representa las pelotas que han salido, entonces équé pelotas han
salido?, entonces dcuantas hay dentro?

Durante el trabajo grupal, los estudiantes se separaron en dos grupos: uno
compuesto por los estudiantes universitarios y el otro por los estudiantes de
educacion media. En el momento de realizar las exposiciones de los grupos, el
primer grupo que expuso fue el de los estudiantes universitarios; sus participan-
tes mencionaron que la expresion algebraica que representa el ingreso de las
pelotas es 9n y que, como el experimento dura infinitamente, se debe calcular
el limite, cuando n tiende a infinito, de la expresién 9n. Por lo que concluyen
que la cantidad de pelotas que hay en el recipiente al finalizar el experimento
es infinita. Para dar a conocer la resolucion del grupo, un estudiante proyecto
su pantalla para detallar los calculos realizados. Esta situacion produjo que los
estudiantes de educacion media se convencieran de ese argumento, pese a que
su conclusién central habia sido que el recipiente quedaba vacio al finalizar el
experimento.

En esta implementacion, nuevamente estuvo presente la resistencia en los
aprendices (Mena- Lorca et al, 2015) en aceptar la idea de infinito actual, en el
sentido que son capaces de responder que salen todas las pelotas, pero igual
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quedan infinitas porque el proceso continda infinitamente y son mas las que
han entrado que las que han salido.

De nuevo durante la Neriage se abordaron preguntas para que los estudian-
tes reflexionaran en torno a los cuantificadores involucrados, es decir, que con-
cluyeran que si todas las pelotas han salido entonces ninguna queda dentro,
pero en la mayoria estuvo presente el pensamiento de infinito potencial, aunque
esta vez se observo la excepcion de un estudiante. Especificamente, un estu-
diante de educacion media defendio la nocion de infinito actual, es decir, con-
cluye que todas las pelotas han salido por lo que el recipiente queda vacio.

Considerando el contexto de virtualidad, el Kikan-shido fue muy complejo
de llevar a cabo; solamente se lograron discusiones grupales, pero en ningun
momento se tuvo la instancia de trabajar de manera personalizada con cada
estudiante. Esto produjo que ciertas maneras de abordar la actividad planteada,
por parte de algunos estudiantes, influyeran mas de lo necesario en otros que
aun no llegaban al fondo de su reflexion personal. Esto sucede principalmente
en el momento en que deben dar a conocer la comprension de la actividad; en
ese momento, ademas de resumir la tarea que deben realizar, se aventuran a
dar respuestas de la actividad, pero siempre estan asociadas a nociones de
infinito potencial, y, posteriormente, estas ideas quedan instaladas para el resto
de la clase, pese al trabajo del Neriage.

Por otro lado, pese a tener instalado el programa para reunir las produccio-
nes de los estudiantes, la seleccion de las imagenes para la Bansho fue com-
pleja ya que enviaron demasiadas imagenes, esto impidié generar una Bansho
que visualizara las diferentes estrategias de forma simultanea.

Respecto de la gestion de los tiempos, estos se cumplieron nuevamente a
cabalidad, por lo que consideramos estan bien considerados en la planificacion.

» Reconsideraciones (8)

Para llevar a cabo un buen proceso de Kikan-shido decidimos hacer salas de
trabajo individuales que permitan llevar un didlogo personalizado con cada
estudiante, y por consecuencia poder evaluar el progreso de cada uno. Creemos
que esto nos permitird conocer cada una de las resoluciones y, con esta infor-
macion, ordenar la Neriage que se dara posteriormente en la discusion grupal.
Nos parece estratégico que expongan solo dos estudiantes: uno que visualice
la actividad desde una mirada potencial y uno que presente nociones de infinito
actual. Con esto, esperamos que se confronten estas dos miradas y que, desde
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el protagonismo de la sucesion de las pelotas que salen, los estudiantes puedan
concluir que el recipiente queda vacio al terminar el experimento. Al mismo
tiempo, para contar con solo dos producciones que representen las estrategias,
estas las escogeremos previamente en la instancia de los didlogos personaliza-
dos. Creemos que nos facilitara el orden de la Bansho 'y para el uso de la téc-
nica de la propiedad de cada una de las resoluciones de los estudiantes.
Entonces, pese a que los tiempos de cada momento en las implementaciones
anteriores se cumplieron a cabalidad, los tiempos se ajustaran en la tercera
implementacion. Esto, con la intencion de que los estudiantes tengan mas
tiempo para llevar a cabo su propia resolucion hacia la actividad central de la
clase y, luego realizar las discusiones en conjunto.

* Evaluacién y revision de la implementacion 3 (10)

El trabajar con salas individuales facilité el Kikan-shido. Esta vez se pudo atender
de manera personalizada a cada estudiante, segun sus propias resoluciones de la
actividad. Asimismo, se pudo levantar informacion acerca de los estudiantes que
expondrian en el momento grupal. La eleccion de los estudiantes fue estratégica
ya que se logrd poner en controversia los pensamientos de infinito potencial y
actual, luego, con base en esta dualidad, se dieron las discusiones grupales.

Respecto al Bansho, como se tenia claridad de los estudiantes que expon-
drian, se pudieron recopilar sus producciones, las cuales fueron consideradas al
momento de ordenar la Bansho. Asi, esta vez la Bansho sintetizé las resolucio-
nes mas significativas para la clase. Al mismo tiempo, se pudo llevar a cabo la
técnica de la propiedad de las resoluciones de cada estudiante.

Respecto de la gestion de los tiempos, estos se cumplieron nuevamente a ca-
balidad, por lo que reafirmamos que estan bien considerados en la planificacion.

 Discusiéon de los resultados (11)

Se observa, en la tercera implementacion, que la mayoria de los estudiantes
logra una resolucion correcta de la actividad propuesta para la clase. Esto nos
hace pensar que las reconsideraciones tomadas: tanto para la actividad (que
seran presentadas mas adelante), como para la gestion, contribuyen para alcan-
zar el objetivo de la actividad.

Ademas, el trabajo en salas personalizadas, posibilitd atender de mejor mane-
ra el Kikan-shido, y esto a su vez, permitié retroalimentar a cada estudiante y
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organizar optimamente su exposicion. Lo expuesto, sumado a la experiencia de
las primeras implementaciones, permitié que se culminara con una Bansho que
resume las estrategias principales de forma simultanea, en conjunto de la pro-
piedad del estudiante. A continuacién, se presenta la Bansho resultante de la
tercera implementacion (figura 3):

Inicio Desarrollo Cierre
¢Cudntas pelotas
Estds a punto de realizar en un quedan en el recipiente
experimento que durard a y al finalizar el
infinitamente. Imagina que tienes e T
un ndmero infinito de pelotas (o) Bt Z “ﬂ:’; “:_5 :.\m z exgerimentar
numeradas 1, 2, 3 .. y asi

sucesivamente, y un recipiente
muy grande. Tu misibn en el
primer instante serd introducir las
primeras 10 pelotas en el
recipiente y retirar la pelota 1. En
2l segundo instante, introduces
las pelotas de la 11 a la 20 y
retiras la pelota 2. Luego, en el
tercer instante, ingresas las
pelotas de la 21 a la 30 y retiras la
pelota 3, y asi sucesivamente.

| TS
e aee e haes son A 5

alen todas las pelotas,
pero siempre van a
quedar adentro pelotas.
(Contradiccion-Paradoja)

= Quedan cero pelotas
adentro.

pres el
de las pelotas.

No quedarian pelotas.

iCudntas pelotas quedan en el
recipiente  al finalizar el
experimento?

Figura 3. Bansho resultante de la tercera implementacion.

6.2 DEL ESTUDIO DE CLASES Y PRECISIONES COGNITIVAS
* De la primera implementacion

Una de las ideas intuitivas de los estudiantes que perdurd durante la implemen-
tacion, y que coincide con los estudios de Mamolo et al. (2008) acerca de la
premisa que manifiestan los individuos al tratar con una paradoja similar, es
que, al finalizar el experimento, hay una cantidad infinita de pelotas dentro, pues
el infinito de pelotas que ingresan es mas grande que el infinito de pelotas que
salen. Esto se ejemplifica con lo mencionado por el estudiante Eb:

E5:  salen infinitas, pero sigue siendo menor al infinito que entra, por lo que quedan infi-
nitas dentro. El infinito que hay dentro es mas grande que el infinito que sale.
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Para que un individuo inicie con la construccion estatica del infinito, es
fundamental que logre diferenciar sus ideas intuitivas del conocimiento formal
(Mamolo et al, 2008). En relacion con esto, se pudo observar que los estudiantes
se mueven entre pensamientos intuitivos y, a ratos emananargumentos formales
basados en la logica, pero finalmente los pensamientos intuitivos son los que
se ven arraigados en los estudiantes al momento de concluir la implementacion.
Los estudiantes mencionan que el infinito de pelotas que ingresa es mas gran-
de al infinito de pelotas que sale.

Por otro lado, en reiteradas ocasiones, consideran la imposibilidad de com-
pletar los 60 segundos. Quine (1966, citado en Mamolo y Zazkis, 2008) plantea
que, los individuos, al tratar con situaciones infinitas que involucran el tiempo,
cometen el error de pensar que infinitos intervalos de tiempo implican un pro-
ceso sin fin. Estos argumentos son presentados por varios estudiantes, quienes
plantean que la subdivision del tiempo no tendra un final y que, por tanto, el
experimento no acabara. ks asi el ejemplo de E2:

E2: pero a la vez siento que cuando el tiempo se parte en dos, esa fragmentacion no se
puede acabar, o si? Se hara una y otra vez pero no se llegara a un final.

Como se menciond, la actividad involucra la subdivision iterativa de un interva-
lo de tiempo; los individuos deben aceptar que trascurren los 60 sequndos y que
el experimento termina. Ante este contexto, Roa-Fuentes y Oktag (2014) plantean
que la idea de aceptar lo infinito en lo pequefno es mas dificil de aceptar que
el infinito en lo grande.

Por esta dificultad, hemos realizado un cambio de condiciones en la actividad
propuesta; decidimos cambiar el abordaje del tiempo para la siguiente imple-
mentacion. Para la implementacion 2, se planted que el experimento durara
infinitamente.

* De la segunda implementacion

Pese a que los estudiantes realizan acciones, las cuales son interiorizadas en
procesos iterativos infinitos, y a que un estudiante logra dar argumentos que
evidencian la comprension del infinito desde una estructura de totalidad, al
finalizar la implementacion, los estudiantes retoman las ideas intuitivas que
emanan en el comienzo de la implementacion.
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Al finalizar, el estudiante U3 resume las ideas de varios estudiantes de la
siguiente forma:

U3:  Cada 10 pelotitas se perdia una, cuando hay 20 pelotitas ingresadas se pierden 2,
cuando hay 30 se pierden 3, y asi infinitamente. Entonces, si se dan cuenta siempre
se cumple que para el ciclo 1, vamos a llamarle ciclo a este proceso de agregar 10
quitar 1, se pierde el equivalente al ciclo, es decir, si estamos en el ciclo 2, perdieron
2, si estamos en el ciclo 3, se perdieron 3. Por tanto, para el x-ésimo ciclo se han
ingresado 10x pelotas y han salido x. Entonces, podriamos llevar esto a una funcion,
es decir, la funcion agregamos 10 por ciclo, 10x y le restamos una por cada ciclo, es
decir, x, nos queda finalmente la funcion f(x) = 9x .. podemos ocupar una herra-
mienta que vamos a llamar limite.. cuando tenemos infinitas pelotas dentro, igual-
mente se nos van a ir infinitas pelotas para afuera y choca un poco igual esta idea,
de que porque si tenemos infinitas pelotas dentro, sabemos que vamos a quitar in-
finitas pelotas ..estamos descubriendo en cierto modo, que los infinitos no tienen por
qué tener el mismo tamano, y quizas esto pueda errar un poco, porque es una idea
que me choca, pero es que la cantidad de pelotas que metemos es un infinito mu-
cho mas grande del que podriamos tener al quitar pelotas. Y finalmente, van a ver
mas pelotas adentro que afuera..
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Figura 4. Produccioén sintesis de la respuesta expuesta por el estudiante U3.

Se puede apreciar que los estudiantes tienen claridad de las acciones que hay
en juego, y que pueden interiorizarlas en procesos iterativos infinitos, ademas,
coordinan los procesos iterativos infinitos involucrados en la actividad. Luego,
al momento de buscar los argumentos para dar respuesta con la actividad,
calculan los limites de las expresiones algebraicas encontradas. Para los estu-
diantes, las pelotas que hay dentro se calculan por medio del limite cuando x
tiende a infinito de 9x y, el calculo de las pelotas que hay fuera, viene dado por
el limite cuando x tiende a infinito de x. Concluyen, después de realizar los
calculos, que hay infinitas pelotas dentro e infinitas pelotas fuera.
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Los estudiantes no argumentan desde la iteracion de las pelotas que salen
del recipiente, por lo que no aceptan que todos los elementos del conjunto de
los numeros naturales han sido alcanzados mediante el proceso y, por tanto, no
concluyen que todas las pelotas han salido.

En esta implementacién, vuelve a apreciarse la premisa de que, al finalizar
el experimento, hay una cantidad infinita de pelotas dentro, pues consideran
que el infinito de pelotas que ingresan es mas grande que el infinito de pelotas
que salen. Mamolo et al. (2008) plantean que este tipo de reflexiones se dan en
los primeros momentos que los individuos afrontan situaciones similares, pero
en este caso, perduran a lo largo de la implementacion.

Se aprecia, al concluir la implementacion, que los estudiantes generan una
resistencia a aceptar que, al finalizar el experimento, salen todas las pelotas. Por lo
anteriormente expuesto, para la siguiente implementacion, se presenta la misma
actividad a los estudiantes, pero se les solicitara que realicen una representacion
de la actividad y luego que respondan a la pregunta {cudntas pelotas quedan en
el recipiente al finalizar el experimento? Adicionalmente, decidimos trabajar con el
software Excel para mostrar un gran ndmero de iteraciones. El objetivo es que, por
medio de funciones de Excel, se muestre la coordinacion de los p