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Resumen: En Educacion Primaria, la proporcionalidad se modeliza algunas
veces mediante tablas de valores. El uso de estas tablas queda condicionado
por los objetos matematicos involucrados. En este trabajo, se determinan indi-
cadores sobre el uso operativo y discursivo de estos objetos segun el nivel de
algebrizacion. Estos indicadores sirven para valorar el nivel mostrado por estudian-
tes de 11-12 afos, quienes resuelven tareas de proporcionalidad modelizadas
mediante tablas. Las respuestas dadas se codifican mediante variables opera-
torias. Estas variables son analizadas de forma aislada mediante estadistica
descriptiva elemental y de forma relacional mediante analisis de similaridad y
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analisis estadistico implicativo. A partir de los datos experimentales, se constata
que para alcanzar el nivel de algebrizacion previsto en esa etapa escolar, es
mas eficaz una ensefanza con una componente constructivista esencial que
una intervencion mas objetivista por parte del docente. Finalmente, el trabajo
permite extraer orientaciones para posibles intervenciones didacticas basadas
en los indicadores del nivel de algebrizacion identificados.

Palabras clave: razonamiento algebraico elemental; proporcionalidad; tablas
de valores; Educacion Primaria; andlisis estadistico implicativo.

Abstract: In Middle Education, proportionality is often modeled using tables of
values. The use of these tables is conditioned by the mathematical objects
involved. In this research study, indicators on the operational and discursive
use of these objects are determined according to the algebraization levels. These
indicators are used to assess the level shown by students, 11-12 years old, who
solve proportionality tasks modeled using tables. The responses given are coded
through operating variables. These variables are analyzed in an isolated way
using elementary descriptive statistics and in a relational way through similarity
analysis as well as implicative statistical analysis. Based on the results of this
research, we can conclude that in order to reach the level of algebraization
expected at this grade level, it will be essential to implement a teaching method
based on an essential constructivist approach rather than an objectivist
approach. Furthermore, results also suggest possible didactic interventions based
on the indicators of the level of algebraization previously identified.

Keywords: elementary algebraic reasoning, proportionality, tables of values,
Middle Education, statistical implicative analysis.
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INTRODUCCION

Actualmente existe un consenso respecto a que la ensenanza del algebra se
debe realizar segun un continuo de nociones, procesos y significados aritméticos
y algebraicos (Kieran et al, 2016). Diversas investigaciones proponen la necesi-
dad de establecer situaciones de proporcionalidad que articulen este continuo,
pues se trata de una nocion transversal al curriculo de Educaciéon Primaria y
Secundaria: desde las primeras aproximaciones de relaciones de doble-mitad,
con los primeros numeros, hasta la modelizacion mediante la funcion lineal
(Wilhelmi, 2017).

El estudio de la proporcionalidad se considera dentro del campo conceptual
de las estructuras multiplicativas. Ya Vergnaud (1991) observé que el conjunto
de conceptos y teoremas que permiten analizar esas situaciones son “multiplo
y divisor, razon, fraccion, nimero racional, la relacion escalar directa e inversa,
cociente y producto de dimensiones, combinacion y aplicacion lineales, funcion
lineal, etc” (p. 147). De hecho, las dificultades en la adquisicion de la nocion de
funcion lineal en la Educacion Primaria fueron identificadas en la década de los
80 (Ricco, 1982).

En Educacion Primaria, las tablas numéricas se emplean como herramienta
para promover el desarrollo de conceptos asociados al estudio de las razones,
fracciones, proporcionalidad y funciones lineales (Brinker, 1998; Schliemann et
al, 2001; Dole, 2008). Asi, es usual encontrar problemas que involucran la tarea
de completar tablas de valores en la introduccion sobre proporcionalidad (Midd-
leton y Heuvel-Panhuizen, 1995). Esta modelizacion tabular tiene continuidad
en la determinacion de parejas de valores que permiten establecer una relacion
funcional entre dos magnitudes. Se distingue entonces entre razones enteras y
no enteras o unitarias y no unitarias. Las situaciones donde la razén no es
entera suelen asociarse con el uso erroneo de estrategias aditivas, esto debido
al conocimiento de la estrategia doble-mitad y su generalizacion con multi-
plos-divisores, estable en N, la cual debe ser nuevamente generalizada a otras
razones (Block, 2006, Ramirez y Block, 2009, Block, 2021).

Ademads, en las tablas de valores, seguin las caracteristicas de la informacion
dada, se originan diversas tareas. Por ejemplo, la actividad matematica cambia
segun la ubicacion de las incognitas, la cantidad mostrada de parejas de datos, el
que los pares de valores sigan un criterio de “contigliidad” en N (es decir, siguiente,
siguiente multiplo, siguiente seguin una regla de formacion discreta), la presencia o
no del valor unitario, el conjunto numérico de referencia (N o Q+), la representacion
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elegida de los nimeros en Q+ (decimales o fracciones), asi como los valores que
toman las variables (nimeros “pequefnos’ o numeros “grandes’). Asi, se pueden
observar tanto distintos niveles de fracaso y de éxito en el uso de tablas, segun
se modifiquen estas variables, asi como errores diversos.

Por un lado, en aquellas respuestas en donde no se preserva la proporcio-
nalidad, es usual que los estudiantes aporten reglas con correspondencias arbi-
trarias, que Unicamente respetan el orden estrictamente creciente, sucesiones
numeéricas de diferencia +1 o reglas compuestas de caracter aditivo o multipli-
cativo. Por otro lado, en el caso de respuestas dadas por los estudiantes donde
si se respeta la proporcionalidad, estas se basan en diferentes formas de obser-
var la relacion proporcional. Por ejemplo, se identifica la nocion de constante
(operador aditivo y operador funcion), asi como procedimientos y propiedades
para determinar imagenes tales como multiplicar cada nimero n por una cons-
tante ¢ (p(n) = n-c), el proceso de determinacion de un valor en funcion del
anterior (p(n) =p (n-1) + ¢), o propiedades de la funcion lineal “la imagen
de una suma es igual a la suma de imagenes” (p(x+y) =p(x) +p(y)) vy ‘la
imagen del producto de un parametro por la variable es el producto del para-
metro por la imagen de la variable” (p(a-x) = a-p(x)).

Por todo ello, es necesario fundamentar teéricamente y aportar datos expe-
rimentales que permitan valorar diferentes tareas relativas al desarrollo del razo-
namiento algebraico elemental (RAE) y su resolucion por estudiantes
atendiendo a los distintos campos de problemas. En particular, este trabajo tiene
por objetivo describir y valorar respuestas de estudiantes al final de la Educacion
Primaria (11-12 anos) a tareas de proporcionalidad que incluyen tablas de
valores. Para alcanzar este objetivo, en la seccion siguiente se muestran algunos
aspectos generales del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y de la instruc-
cion matematicos (EOS), asi como aspectos especificos del RAE y de las tablas
de valores en el contexto escolar. Ademas, se indica como método de investiga-
cion la ingenieria didactica. Asi, el resto del trabajo queda estructurado de la
siguiente forma:

 Diseno y analisis a priori
— Sobre las tareas en contexto consideradas en el cuestionario
— Cuestionario
— Variables consideradas para el andlisis de las respuestas

* Experimentacion

* Analisis a posteriori: Resultados y su discusion
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- Andlisis puntual de la presencia y ausencia de las variables en los
grupos.

— Andlisis de similaridad.

- Andlisis estadistico implicativo.

Finalmente, se senalan algunas implicaciones para la ensenanzay se proponen
cuestiones abiertas para futuras investigaciones.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

El Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (Godi-
no, Batanero y Font, 2007) describe un objeto matematico en funcion del sistema
de practicas operativas y discursivas que se realizan al resolver problemas donde
este aparece. Basandose en las diversas funciones que las entidades matemati-
cas desempenan en el trabajo matematico, se consideran como objetos primarios
a: situaciones, acciones-procedimientos, lenguaje, conceptos-reglas, propiedades y
argumentaciones (Godino, 2002). EI EOS considera que la actividad algebraica
tiene lugar cuando una persona aborda la solucion de cierto tipo de problemas
que involucran procesos de simbolizacion-representacion y generalizacion-parti-
cularizacién y, por lo tanto, procesos en los que la dualidad “intensivo (general)
—extensivo (particular)’ es clave (Godino et al, 2012).

Para analizar la actividad matematica vinculada a problemas con un com-
ponente algebraico, el EOS propone un modelo de Razonamiento Algebraico
Elemental (RAE). La definicion de los niveles de algebrizacién tiene en cuenta
los grados de generalidad (la generacion de intensivos y su reconocimiento
explicito como entidades unitarias), asi como el uso de lenguajes (natural, numé-
rico, simbdlico-literal, etc) y la transformacion entre ellos en procesos de expre-
sién y de comunicacion (Godino et al, 2014a).

Burgos y Godino (2019a) proponen indicadores para determinar el nivel RAE
en practicas matematicas asociadas con la proporcionalidad. Para ello, adaptan
los niveles genéricos del RAE a dicho contenido, teniendo en cuenta sus diferentes
significados. El Nivel 0 de algebrizacion se asocia al significado aritmético, carac-
terizado por la aplicacion de procedimientos de calculo aritméticos (multiplicacion,
divisién) con valores particulares. El Nivel proto-algebraico 1 se centra en la no-
cion de proporcion, mediante el procedimiento de reducciéon a la unidad. El Nivel
proto-algebraico 2 se relaciona con la solucién de problemas de valor faltante,
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basado en el uso de las razones y proporciones, el uso de una incognita, asi como
el planteamiento y resolucion de ecuaciones de la forma Ax = B.

Para el RAE, las tareas de proporcionalidad, modelizadas mediante tablas de
valores, son pertinentes para el desarrollo intuitivo de la proporcionalidad (Bur-
gos y Godino, 2019b). Estas tareas movilizan conocimientos asociados al uso
del doble o mitad y, posteriormente, el procedimiento de reduccion a la unidad
en el campo de los numeros naturales (N).

Cuando dichas tareas se modifican, amplidndolas al campo numérico de los
racionales positivos (Q+), tanto para la razén de proporcionalidad como para
los valores de la tabla, estas demandan un mayor nivel de razonamiento alge-
braico. Es pertinente entonces elaborar una propuesta de indicadores de RAE
especificos para describir la actividad matematica que se lleva a cabo al resolver
tareas de proporcionalidad con tablas de valores cuando se modifica el campo
numérico de los datos o las relaciones entre las variables.

SOBRE LAS TABLAS Y EL RAE

Denominaremos tareas de proporcionalidad, modelizadas mediante tablas de valo-
res, a situaciones en las que los enunciados establecen una relacion de propor-
cionalidad entre dos variables y vienen acompanados por una tabla, cuyos
elementos se nombran en la figura 1.

a; -
P razon interna Simbolos reiterativos
1
Valores de
Variable 1 a; a; ay la primera
variable
1 .
—:razon externa
a
. Valores de
Variable 2 by la segunda
variable

Figura 1. Elementos de las tablas de valores en tareas de proporcionalidad.
Fuente: elaboracién propia
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En estas tablas aparecen algunos valores de la Variable 1 (a1, az, ..., a;, .) ¥
al menos un valor de la Variable 2 (b1). Se denomina agrupamiento minimo a la
pareja de valores minimos de numeros naturales en la tabla (rlgleil{ll{ak}, r;?eiﬁ{b"})'
A la razon constante entre valores de la misma columna (relacion entre las
variables), se le denomina razon externa, por ejemplo 2 (figura 1) y, a la razén
entre los valores de dos columnas consecutivas (valoré$ de la misma variable),
se le denomina razon interna, por ejemplo, %2 (figura 1).

El progreso en el RAE a partir de la resoluicion tareas de proporcionalidad,
modelizadas mediante tablas de valores, permite una evolucion en relacion con
los siguientes aspectos:

a) Relacion de multiplicidad: de relaciones sencillas “doble-mitad’, entre valo-
res consecutivos de la misma variable, a su generalizacion en “‘multi-
plos-divisores” (razén interna).

b) Procedimientos de cdlculo: de valores “pequenos’ donde el cdlculo mental
es sencillo a valores “grandes” donde la eficacia precisa de calculos escritos.

c) Exhaustividad y orden: de tablas con todos los valores entre uno minimo
y uno maximo, dados de forma ordenada, seguin la regla de formacion, a
tablas con valores dispersos y no ordenados, donde el reconocimiento de
la regla de formacion exige alguna estrategia como ordenar, anadir valo-
res, determinar una regla de formacion, reducir a la unidad, etc.

d) Relacion entre valores: de una relacién “local” (razén externa), entre pare-
jas de valores consecutivos (valor faltante o razones equivalentes) a una
relacion “global’, que implique determinar una regla general de formacion.

e) Campo numérico: del campo numeérico de los numeros naturales (N) al
campo numérico de los numeros racionales positivos (Q+).

Castro, Martinez y Pino-Fan (2017) ponen énfasis en la aparicion progresiva de
los niveles de algebrizacion, mas alla de su descripcién formal como niveles aca-
bados o cerrados. Asi, considerando que el transito de un nivel del RAE a otro se
produce de manera gradual, se emplea aqui la notacion nivel X-Y para senalar
que se consolida el nivel X'y se encuentran indicios del nivel Y. Asi, el analisis de
las practicas matematicas de los alumnos deberia permitir analizar su progreso
en los niveles del RAE desde el nivel basico (0-1), propio en las practicas iniciales
con 9-10 anos, hasta el nivel mas algebrizado (2-3), con 11-12 afos.

Teniendo en cuenta lo anterior y la evoluciéon de los seis objetos primarios
(lenguajes, concepto-definicion, procedimientos, propiedades y argumentos), en
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este trabajo se proponen indicadores de progreso del RAE para las soluciones de
tareas de proporcionalidad, modelizadas mediante tablas de valores (tabla 1).

Tabla 1. Indicadores RAE en tareas de proporcionalidad modelizadas mediante

tablas de valores y su resolucion esperada

Objeto Nivel RAE 0-1 Nivel RAE 1-2 Nivel RAE 2-3

Natural Natural y matematico en | Matematico en relaciones
Uso de flechas o simbolos | relaciones de igualdad de igualdad “por

Lenguajes reiterativos que relacionan | “aritmética” entre valores | equivalencias’ entre las
celdas consecutivas de de las variables variables
una misma variable
Progresiones aritméticas Progresiones geométricas | Funcion lineal

Razon en N Razon en Q+
Conceptos Q

Constante de
proporcionalidad

Procedimientos

Doble-mitad, reduccion a
la unidad en N

Reduccion por
agrupamientos minimos
en N

Reduccién a la unidad en

Q+

Multiplicidad y Propiedades de la Propiedad de la funcion
divisibilidad funcion lineal en N: lineal en Q+ asociada a
Propiedades f(a+b) = f(a) + f(b) | la constante de
f(na) =nf(a) proporcionalidad:
(n,a,beN) fk)=kf (1), (keQ+)
Determinacion de Determinacion de un Identificacion del
relaciones entre valores patron general que coeficiente de
Argumentos consecutivos en una serie | relaciona valores proporcionalidad para la

ordenada de valores de
menor a mayor

consecutivos

determinacion de
cualquier valor

Asi, a partir de la caracterizacion de la actividad matematica que desarrollan los
estudiantes, al resolver tareas sobre proporcionalidad modelizadas a través de tablas
de valores y, teniendo en cuenta el rol del docente durante las clases, se caracterizan
‘tipos” de alumnos segun el nivel RAE que alcanzan y se senala el nivel en proceso:

* Nivel RAE 0-1: Se hace uso del lenguaje natural, asi como de flechas que
relacionan valores consecutivos de una misma variable (razon interna). Se
emplean conocimientos previos de doble o mitad. Se reconoce una pro-
gresion aritmeética en cada fila, pero no se establece relacion entre las dos
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variables. Se ordenan los valores en forma creciente, se completa la secuen-
cia en forma exhaustiva y se reiteran las operaciones entre dos columnas,
senalando la diferencia.

* Nivel RAE 1-2: Se hace uso del lenguaje natural, asi como de numeros en
relaciones de igualdad aritmética. Se reconocen progresiones geométricas
en cada fila y una relaciéon entre las variables (razon externa) a partir de
un agrupamiento minimo en N. Se emplean propiedades de la linealidad
para determinar algunos valores, sin necesidad de ordenar en forma cre-
ciente los valores de cada fila de la tabla.

» Nivel RAE 2-3: Se emplea lenguaje matematico con el signo igual como
equivalencia entre valores de variables. Se reduce a la unidad en Q+,
mediante el agrupamiento minimo, o se emplean fracciones equivalentes.
Se emplean de manera consistente las propiedades de la linealidad. Se
identifica una relacion explicita entre las dos variables a partir del coefi-
ciente de proporcionalidad.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Tras el diseno del instrumento, que tiene en cuenta los indicadores RAE para
tareas de proporcionalidad modelizadas mediante tablas de valores (tabla 1) y
su resolucion esperada, se lleva cabo la experimentacion. Es necesario tener en
cuenta la influencia de la organizacion del proceso de ensefanza para com-
prender los resultados, siendo que la descripcion de un método depende fun-
damentalmente del papel atribuido a los sujetos (docente y estudiantes), a la
forma en que se distribuye la responsabilidad matematica, al modo de regulacion
del proceso de estudio y, finalmente, al modo y momento de explicitacion del
saber objetivo y su institucionalizacion. Asi, atendiendo al proceso de estudio, el
docente “ajusta” el modelo haciéndolo variar entre los dos extremos constructi-
vista y objetivista, adoptando en general modelos mixtos (Godino et al, 2019).
Ademas, como los disenos de experimentacion se realizan por lo general con
muestreos no aleatorios, intencionales, en grupos de cohortes y en contextos
especificos que condicionan las decisiones, se adoptan metodologias focalizadas
en la validacion interna. En estas condiciones, la ingenieria didactica (Godino et
al, 2014b) permite obtener conclusiones mediante el contraste entre lo previsto
(andlisis a prior)) y lo observado (andlisis a posteriori), estableciendo
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triangulacion de resultados extraidos mediante analisis cuantitativos o cualita-
tivos (Wilhelmi et al, 2021).

Para el trabajo experimental se consideran dos grupos de estudiantes de
sexto grado de primaria, con los cuales se siguen dos métodos de ensenan-
za distintos y se analiza de qué manera la forma en la que el docente
gestiona las interacciones, influye en los resultados. El analisis a posteriori
incluye un analisis descriptivo de las variables identificadas de forma aisla-
da, asi como analisis relacionado de las mismas, mediante un analisis de
similaridad y un analisis estadistico implicativo.

DISENO Y ANALISIS A PRIORI
SOBRE LAS TAREAS EN CONTEXTO CONSIDERADAS EN EL CUESTIONARIO

Desde la década de los 80 se resalta la importancia de utilizar situaciones en
contexto para la ensefianza de las matematicas (Carraher et al, 1988; Freuden-
thal, 1991) y esta maxima sigue hoy vigente. Asi, las matematicas escolares
deben ayudar al individuo a identificar y comprender el papel que juega esta
disciplina en la comprension del mundo y deben también permitirle tomar deci-
siones en su vida como ciudadano (OCDE, 2011). En esta misma linea, ya el
National Councild of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000), habia planteado
la vinculacion de las matematicas ensenadas en la escuela con la vida actual
y futura de los estudiantes, aspecto en el que sigue incidiendo (www.nctm.org).
En el caso peruano, el Curriculo Nacional (MINEDU, 2016) senala que la ense-
nanza escolar debe tener en cuenta contextos de la vida cotidiana del alumno,
de modo que estos sean de su interés, que lo comprometan afectivamente y que
desarrollen competencias necesarias para afrontar su papel como ciudadano.
Por lo anterior, el diseno del cuestionario se basa en una situacion contex-
tualizada sobre la proporcionalidad, que busca, también, involucrar al estudian-
te. Asi se tiene en cuenta que las estrategias de solucion estan relacionadas con
el contexto del problema (Misailidou y Williams, 2003). Se buscan contextos “de
referencia” que puedan ser utilizados de forma eficaz en la docencia del tema.
Obando et al. (2014) justifica la importancia de ciertos problemas para la intro-
duccion y desarrollo del razonamiento proporcional: problemas de tasa y mez-
clas, problemas con conceptos matematicos (semejanza de figuras, funciones
lineales, etc) y de otras ciencias como la fisica (problemas de velocidad
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constante, etc). Asi, la eleccion del contexto para el cuestionario es la mezcla de
pinturas, que ya Tourniaire y Pulos (1985) estudiaron, aunque sin poner el énfasis

en el uso de tablas de valores.

CUESTIONARIO

El cuestionario consiste en un problema de proporcionalidad con tablas de
valores que consta de dos tareas relativas a mezclas de pinturas (figura 2).

Tarea 1

La mama de Juan tiene una ferreteria en la cual se
realizan matizados de pinturas a pedido del cliente.
El dia de hoy un cliente hizo un pedido de 15 litros
de tono azul que, seguin los calculos de la mama de
Juan, resulta de la mezcla de 12 litros de pintura azul
y 3 litros de pintura blanca. Juan se pregunta:
¢Cémo deberia hacer mi mamda si otro cliente le
pide otras cantidades de pintura, pero de la misma
tonalidad de azul? Bueno, a Juan se le ocurrié crear
una tabla como la que ves. Ayudale a completarla:

Tarea 2
La mama de Juan ha visto el trabajo de ¢l y le ha
gustado mucho, pues ahora cuenta con una tabla
que le permite obtener rapidamente las cantidades
de pintura que deba mezclar ante un eventual pedi-
do. Ella le pide completar una tabla similar a la ante-
rior, esta vez para otra tonalidad de azul con la que
siempre ha tenido problemas. Asi, ella podra saber
qué cantidades mezclar de acuerdo con la cantidad
que le pidan. Ayuda a Juan a completar la tabla que
esta preparando para su mama:

Indica qué has hecho para completar la tabla.

(B“Ita:(r)wsc)a 3 l6lol12 30 Blanca (litos) |6 |15 [21 |9
Azul (litros) 14
Azul 1
(litros) Indica qué has hecho para completar la tabla.

Figura 2. Cuestionario

Los propdsitos de la tarea 1: a) garantizar la comprension de la situacion; b)
constatar que los alumnos tienen los conocimientos de base previstos. Por ello,
en la tarea 1, los valores estan ordenados, son todos multiplos de 3 o de 12
(seguin el color que se mezcla), la secuencia de valores es exhaustiva (todos los
multiplos entre el primer y ultimo valor de la variable 1) y la constante de pro-
porcionalidad es entera (4). Asi, la resolucion esperada exige un nivel de alge-
brizacién 0-1 vy, por lo tanto, se prevé una tasa de éxito alta.
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La tarea 2 busca que los alumnos modifiquen su estrategia de solucion ya
que los valores aparecen desordenados, la lista no es exhaustiva y ademas se
debe establecer una relacion explicita entre los valores de las dos variables, lo
que implica tener una vision global de la tabla. Dicha relacion se establece a
través de un agrupamiento minimo en N (Nivel 1-2) o mediante la constante de
proporcionalidad en Q4+ (Nivel 2-3). Ademas, la tabla se completa de forma
‘natural” empleando propiedades de la linealidad. Para esta tarea se espera, una
tasa de respuesta inferior.

EXPERIMENTACION

En el presente apartado se describe la muestra, el proceso de estudio, el cues-
tionario planteado y su operacionalizacion en variables observables. La muestra
esta constituida por 48 estudiantes de sexto grado de Educacion Primaria (11-12
anos), distribuidos en dos grupos Ay B de 22 y 26 estudiantes, respectivamente,
del mismo centro educativo, que forma parte de una red de colegios privados
con 77 sedes en todo el Pert. El mismo docente tiene a cargo ambos grupos.

El proceso de estudio se desarrolla al finalizar el afo escolar en 3 sesiones
de clase de 60 minutos cada una. Las sesiones se desarrollan on-line de mane-
ra sincrénica, debido a la pandemia de la COVID-19. El docente regula las
intervenciones del alumnado y hace seguimiento en tiempo real de sus produc-
ciones en Google Classroom.

El docente organiza el proceso de estudio mediante momentos de familiari-
zacion de los enunciados de las tareas, momentos de trabajo autonomo vy
momentos de discusion dialdgica. Sin embargo, el docente ordena de diferente
forma las actividades en los grupos Ay B. Por un lado, en el Grupo A, propicia
un trabajo mas autbnomo y una posterior puesta en comun, sin intervenciones
intermedias de regulacion o de valoracion (caracter esencialmente constructivis-
ta). Por otro lado, en el Grupo B, el docente organiza el proceso de ensefanza
de una forma estandar, es decir, regula el proceso con exposiciones explicitas
en las que da sugerencias previas a la realizacién de las tareas (modelo cola-
boracionista-objetivista (Godino et al, 2019)).

De esta forma, se tiene un diseno experimental con grupo de control inten-
cional, es decir, los grupos experimental A y de control B no se conforman
mediante asignacion aleatoria de los sujetos a los grupos, ni por asignacion
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aleatoria de los tratamientos a los grupos. De hecho, como es usual, los grupos
quedan constituidos por las clases definidas por el centro educativo.

Se establece que la clase A es el grupo experimental dado que el proceso
de estudio (“tratamiento A") tiene una organizacién no estandar, donde la acti-
vidad es constructivista-auténomo, basada en la discusion entre iguales, y don-
de la institucionalizacion se produce de forma dialégica. El grupo de control es
la clase B, dado que el proceso de estudio (‘tratamiento B’) se sigue de una
organizacion mas estandar, donde el docente orienta la actividad mediante
informacién util que introduce de forma magistral.

La diferente organizacion del proceso de estudio justifica que las expectativas
de respuesta e intervenciones de los estudiantes sean distintas en ambos grupos
y, en general, exige el andlisis diferenciado de las respuestas en los dos grupos.
Por ejemplo, en la tarea 2, el docente sugiere en el grupo B completar la colum-
na en blanco con el valor 3y, por lo tanto, la presencia de la razén “3:7" en las
respuestas de este grupo no implican necesariamente el uso de este conoci-
miento para completar el resto de la tabla, es decir, su asuncion mas alla del
conocimiento aislado de la pareja de valores (3,7).

A partir del analisis a priori, en particular de los indicadores RAE en tareas
de proporcionalidad modelizadas mediante tablas de valores y su resolucion
esperada (tabla 1), y de una revision exhaustiva de todas las respuestas se
definen las variables operativas (tabla 2). En el apartado siguiente, se establecen
y discuten los resultados, senalando, en su caso, su relacion con los tratamien-
tos A-experimental y B-control. Para facilitar la comprension, se incluyen ejemplos
de respuesta asociadas a algunas de las variables.
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Tabla 2. Variables operativas relativas a la resolucion de las tareas 1y 2

N Variable Descripcion
1 VIRC Tarea 1 (T1): Resolucién correcta
2 V2RC Tarea 2 (T2): Resolucién correcta
3 V2NR T2: No responde
Tareas 1 o 2 (T12): Mediante lenguaje natural, aporta informacion sobre cémo
4 V12L .
ha construido las tablas 1 0 2
T12: Mediante una igualdad numérica o una notacion exclusivamente
5 V12M e ; o ) )
matematica, aporta informacion sobre cémo ha construido las tablas 1 o 2
T12: Utiliza flechas o una escritura reiterada que relaciona dos valores
6 V12C .
consecutivos en la tabla
T1: Establece una progresion aritmética de diferencia +3 para los litros de
7 V1Al : :
pintura blanca (sumar 3 al valor anterior)
T1: Establece una progresion aritmética de diferencia +12 para los litros de
8 V1A2 ; )
pintura azul (sumar 12 al valor anterior)
9 VIG1 T1: Establece una progresion geométrica de razén x3 para los litros de pintura
blanca (multiplicar por 3 segun la posicion que ocupa en la secuencia)
T1: Establece una progresion geométrica de razén x12 para los litros de pintura
10 V1G2 . , o )
blanca (multiplicar por 12 seguin la posicion que ocupa en la secuencia)
11 VIRu T1: Relaciona los valores de las dos pinturas mediante ‘reduccion a la unidad
12 VIRQ T1: Relaciona los valores de las dos pinturas mediante ‘razones equivalentes’
T2: Establece la razon 3:7 en una columna o en la justificacion (‘reduccion a
13 V237 ) . ) L,
un agrupamiento minimo que hace las veces de unidad en la situacion”)
T2: Establece la razon 1:2,333.. en una columna o en la justificacion
14 V2Ru . - D
(‘reduccion a la unidad’)
15 V2RQ T2: Relaciona los valores de las dos pinturas mediante ‘razones equivalentes’
16 V2PD T2: Establece la pareja 12:28 como el doble de 6:14
T2: Relaciona las filas mediante un modelo aditivo, seguin el cual si la
17 V2PA cantidad de pintura blanca aumenta en ‘K’ litros, entonces a la pintura azul
también se le suman ‘K" litros
13 V2FL T2: Completa alguna columna usando propiedades de la funcion lineal
f(a+b) = f(a) + f(b); f(ka) = kf(a)).
19 V2MM T2: Reordena las columnas de menor a mayor.
20 V2N3 T2: Completa la columna en blanco con valores que no son multiplos de 3
1 V2FA T2: Relaciona las filas a través de una funcién afin (por ejemplo, 2x + 2 o

2(x+1), donde x es el numero de la primera fila)
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ANALISIS A POSTERIORI: RESULTADOS Y SU DISCUSION
ANALISIS PUNTUAL DE LA PRESENCIA Y AUSENCIA DE LAS VARIABLES EN LOS GRUPOS

En la tabla 3 se muestran las frecuencias absolutas y el porcentaje en las dis-
tintas variables en los grupos Ay B. La tasa de respuesta correcta en la tarea 1
(VIRC = 96,2 y 100%, respectivamente en los grupos Ay B) permite afirmar que
la actividad es comprendida por los estudiantes y que, por lo tanto, ambos gru-
pos tienen estrategias de base para la resolucion de este tipo de tareas. Sin
embargo, el grupo A presenta una tasa de respuesta a la tarea 2 de casi el doble
que el grupo B (V2RC = 61,5% vs. 31,8%). Este es un primer resultado que resal-
ta como las distintas organizaciones de la clase en los grupos A y B han tenido
impacto en los aprendizajes. Esta tesis se vera reforzada por el andlisis porme-
norizado de otras variables.

Como era previsible en esta etapa educativa (11-12 afnos), en ambos grupos,
la mayor parte de las justificaciones dadas por los estudiantes son en lenguaje
natural. Sin embargo, la intervencién mas explicita del docente en el grupo B,
tiene como consecuencia que este grupo se ‘aleje” del lenguaje natural y, en
términos relativos, se utilice mas el lenguaje matematico, dado que la “brecha”
entre estas dos formas de justificar es menor (V12L = V12M = 35,8% vs. 18,2%)
(figura 3).
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Tabla 3. Frecuencias absolutas (fa) y porcentajes (%)

Grupo A

VIRC V2RC V2NR VI12L VI2M  VI2C VIAl VIA2 VIGl VIG2
Fa 25 16 5 19 9 7 12 6 2 0
% 96,2 615 19,2 731 34,6 26,9 46,2 231 77 0,0

VIRQ VIRu V237 V2Ru V2RQ V2PD V2PA  V2FL V2MM V2N3  V2FA
Fa 1 15 11 4 1 13 2 4 4 1 2
% 38 57,7 423 154 38 50,0 7,7 154 154 38 7,7
Grupo B

VIRC V2RC V2NR VI2L VI2M VI2C VIAl VIA2 VIGl VIG2
Fa 22 7 4 13 9 1 9 1 2 2
% 1000 318 182 591 409 45 40,9 45 91 91

VIRQ VIRu V237 V2Ru V2RQ V2PD  V2PA  V2FL V2MM V2N3  V2FA
Fa 3 10 8 0 1 6 7 6 3 0 3
% 136 45,5 36,4 0,0 45 273 318 273 136 0,0 136

Respuesta que
contiene ‘lenguaje
verbal” (V12D y
‘lenguaje

matematico” (VI2M)

Lo que hice fue analizar la parte de pintura blanca (litros), en ese caso vi que se le sumaba tres y los
nimeros son miiltiplos de 3 pero en orden, es como un patrén. Entonces en el caso de abajo sume
mas 12 a cada niimero anterior o también se puede encontrar por cual nimero se multiplicé arriba
para hacerlo abajo, ejemplo: 3x4=12|12x4=48.

3
14~ 7

6

Equivalen a lo mismo ya que 3/7 es la minima expresion de 6/14.

Asi que trabajemos con la minima

expresion:

3x2=6

7x2=14
3x5=15
7x5=35

|3x3=9

|7x3=21

Yo encontre el r jando con la mini presion de
6/14, que es 3/7, esta me permitié entrar el valor de la pintura azul

en litro relacionada con la pintura blanca.

Figura 3. Ejemplos de respuestas de ‘lenguaje’ (V12Ly V12M)
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Las orientaciones docentes afectan la necesidad de explicitar la relacion entre
dos valores consecutivos en la tabla, mediante flechas o escritura numérica
reiterada (V12C = 26,9% vs. 4,5%). De hecho, en el grupo B, las intervenciones
del docente inciden en la justificacion de la tarea, en buscar patrones y en
establecer la diferencia entre las tareas 1y 2. Estas orientaciones explicitas tienen
como consecuencia que, los estudiantes “abandonen” su forma “natural” de
construir y comunicar los conocimientos matematicos. Este hecho “positivo’, no
tiene reflejo en la resolucion ya que, como se ha mostrado, tienen un impacto
negativo en la tasa de éxito en la tarea 2.

En ambos grupos, la justificacion de la tarea 1 mediante una progresion
geométrica no alcanza el 10% (V1G1 = 7,7% vs. 9,1%), lo cual es consistente con
las expectativas para la etapa, donde la modelizacion mediante progresiones
geomeétricas esta en construccion. Sin embargo, la justificacion mediante “reduc-
cion a la unidad’, que se introduce en cursos previos (10-11 anos), se utiliza
mas en el grupo A que en el B (VIRu = 57,7% vs. 45,5%) (figura 4). De hecho,
en la tarea 2 el grupo A también presenta una mayor presencia de esta variable
(V237 + V2Ru = 57,7% vs. 36,4%).

12/3=4

T1: por cada 3 litros de pintura blanca hay 12 litros de pintura azul. Entonces
1litro de pintura blanca equivale 4 litros azules

- “Cada 3L de pintura blanca son 7L de pintura azul’

14 [ 6 = 2.333333333333333 El tono maés alto es el primero ya que 12 / 3 = 4 (por
TZ 15% 23 =35 cada litro de pintura blanca hay 4 de pintura azul)
1% 23 =49 14 / 6 = 2.3333 (por cada litro de pintura blanca hay
: 2.3 periodico puro de pintura azul)
9% 23 =21

Figura 4. Ejemplos de respuestas ‘reduccion a la unidad” (V1Ru, V2Ru)

Los resultados senalados sobre la “reduccion a la unidad’, refuerzan la tesis
segun la cual la organizacion de trabajo autonomo y discusion entre pares
iguales en el grupo A ha sido mas eficaz. AlUn mas, en la tarea 2, 50% de
los estudiantes del grupo A establecen la relacion 12-28 (relacion doble-mi-
tad), mientras que en el grupo B el porcentaje baja a casi la mitad (V2PD = 27,3%).
También se tienen diferencias en las variables de “patrén aditivo” (V2PA) y
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“‘funcion afin” (V2FA). De hecho, la mejor adaptacion a la tarea 2 del grupo A se
observa en la menor incidencia de la estrategia aditiva erronea ‘sumar la misma
cantidad a las dos cantidades de pintura” (V2PA = 7,7% vs. 31,8%) (figura 5).

Pintura blanca 6 9 15 +6 21 12 9 +9 18
(Litros)
+8 +8 +8 +8 +8
Pintura azul 14 23 29 17 26
(litros) N

‘Juan [sabe] que el patrén de la pintura blanca que se iba dando era +9, +6, -12 y al hallar la
pintura azul se dio cuenta que debia sumar el numero de la pintura blanca +8.

Figura 5. Ejemplos de respuestas de “patron aditivo” (V2PA).

ANALISIS DE SIMILARIDAD E IMPLICATIVO

Hasta aqui, se ha realizado un analisis puntual, variable a variable. A conti-
nuacioén, se realiza un analisis relacional, mediante analisis de similaridad y
analisis implicativo (Wilhelmi et al, 2021). Para este analisis estadistico de
similaridad e implicativo se suprimen las variables con un porcentaje de pre-
sencia inferior al 10% o superior al 90%, dado que la baja o alta frecuencia esta
mejor adaptada al analisis cualitativo ya realizado.

ANALISIS DE SIMILARIDAD

En el grupo A se establecen 5 agrupamientos de relaciones entre variables
(figura 6). Estas relaciones son consistentes con el analisis a priori, es decir,
admiten una explicacion basada en las expectativas de resolucion en Primaria.
Los agrupamientos identificados son:

1. Nivel 0-1 de desarrollo RAE: reduccidon a la unidad en N y uso de lenguaje
natural El uso del lenguaje natural (V12L) esta relacionado con la resolucién
por reduccion a la unidad en la tarea 1 (V1Ru), donde la resolucion se reali-
za en N. Esta situacion es consistente con los conocimientos previos de los
estudiantes y, por lo tanto, les capacita para una resolucion correcta con un
coste cognitivo bajo (eficacia y eficiencia en la resolucion).
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Leyenda

1: Nivel 0-1 de desarrollo RAE: reduccion a la unidad en N y uso de lenguaje natural.

2: Nivel 0-1 de desarrollo RAE: necesidad de tablas de valores ordenadas y sus restricciones.

3: Reglas del contrato didactico.

4: Nivel 1-2 de desarrollo RAE: progresiones aritméticas, relaciones doble-mitad y propiedades de la funcion lineal.
5: Nivel 1-2 de desarrollo RAE: resolucién por agrupamientos minimos y por razones equivalentes.

Figura 6. Arbol de similaridad del grupo A (en rojo, nodos mas significativos).

2. Nivel 0-1 de desarrollo RAE: necesidad de tablas de valores ordenadas y
sus restricciones. Con 9-10 anos, las tablas de valores se introducen como
instrumento para representar la relacion proporcional entre dos variables.
En estas tablas, los valores se introducen de forma ordenada, de menor a
mayor, segun el sentido de la escritura (de izquierda a derecha). La repre-
sentacion de flechas o de una escritura reiterada de valores en la tabla
para remarcar la relacién entre valores consecutivos (V12C) es pues, una
estrategia que parte de este saber previo, pero no garantiza la resolucion en
tareas donde la reduccion a la unidad no venga dada o no sea sencilla de
determinar. Por ello, no es de extranar la observacion de una relacion del
uso de estos ostensivos con la no resoluciéon de la tarea 2 (V2NR).

3. Reglas del contrato didactico. Como ya se ha indicado, el ordenamiento
de valores (V2ZMM) es un paso intermedio para la interpretacion de las
tablas de valores y, por lo tanto, es parte del contrato didactico vinculado al
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desarrollo de la proporcionalidad. Este contrato didactico establece también
que la reduccion a la unidad (V2Ru) es un procedimiento adecuado. Por
ultimo, los estudiantes son conscientes de que la resolucion debe concluir
con una descripcion “matematica’ (V12M). Asi, este grupo de variables rela-
ciona reglas del contrato didactico vinculadas a la resolucion de tareas de
proporcionalidad que involucren el instrumento ‘tabla de valores’.

4. Nivel 1-2 de desarrollo RAE: progresiones aritméticas, relaciones doble-mi-
fad y propiedades de la funcion lineal En las tablas de valores como ins-
trumentos para representar la relacion proporcional entre dos variables,
es usual identificar progresiones aritméticas (V1Al, VIA2) que relacionan
valores consecutivos. Este procedimiento estandar supone un nivel de al-
gebrizacién 1. Sin embargo, si la tabla no tiene una coleccion exhaustiva
de valores o estos no aparecen ordenados, el éxito en la resolucion exige
movilizar procedimientos alternativos, tales como la determinacion de pare-
jas de valores que preservan la razén (V2PD) o la aplicacion de las propiedades
de la funcion lineal (V2FL). Asi, este grupo de variables es indicador de un
progreso de un nivel 1 de algebrizacion a un nivel 2.

5. Nivel 1-2 de desarrollo RAE: resolucion por agrupamientos minimos y por
razones equivalentes. Siguiendo con la idea de progreso entre los niveles de
algebrizacion, el desarrollo del nivel 2 supone encontrar algun patron gene-
ral (V237) que permita la resolucion correcta de la tarea (V2RC). Estas reglas
generales son el resultado de un significado mds holistico (Wilhelmi et al,
2007a; 2007b), que se construye paulatinamente en la resolucion de clases
de problemas. En este caso, se relacionan ‘razones equivalentes’ en la tarea
1 (VIRQ) con la razén “3:7" que representa el agrupamiento minimo (V237).

A diferencia del grupo A, donde las relaciones entre variables descritas son todas
consistentes con el analisis a priori, en el grupo B se establecen relaciones
incoherentes entre las variables, en el sentido de que: a) o bien se establece un
agrupamiento de variables que vincula resoluciones incorrectas con respuestas
bien adaptadas a la situacion problematica; b) o bien se carece de un descriptor
comun al grupo de variables compatible con los indicadores de desarrollo RAE.

En el grupo B se establecen 4 grandes agrupamientos de variables (figura
7), que describen ciertas caracteristicas de la actividad. Las agrupaciones de
variables 1y 3 son consistentes con el analisis a priori; las agrupaciones 2 y 4
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son incoherentes y son prueba de que las intervenciones magistrales del docen-
te han condicionado la evolucion del aprendizaje.

1
S G 2 2%
A’ ..s"v:\ 4’%(]’ 4’1* 4"/ .ﬁ 4¢%/ /

Leyenda

1: Nivel 0-1 de desarrollo RAE: Progresiones aritméticas, reduccién a la unidad en Ny uso de
lenguaje natural.

2: Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: funcion afin incorrecta.

3: Nivel 1-2 de desarrollo RAE: ordenamiento de valores y resolucion por agrupamientos minimos.
4: Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: patron aditivo incorrecto.

Figura 7. Arbol de similaridad del grupo B (en rojo, nodos méas significativos).

Los agrupamientos identificados en la figura 7 describen ciertas caracteristicas
de la actividad mostrada por los estudiantes:

1. Nivel 0-1 de desarrollo RAE: Progresiones aritméticas, reduccion a la unidad
en N y uso de lenguaje natural. Como se ha sefalado en el grupo A el uso
del lenguaje natural (V12L) esta relacionado con la resolucién en N por
reduccion a la unidad en la tarea 1 (VIRu) y con la identificacion de una
progresion aritmética en esa misma tarea (V1AL). Esta situacion es consis-
tente con los conocimientos previos de los estudiantes y, por lo tanto, les
capacita para una resolucion correcta con un coste cognitivo bajo.

2. Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: funcion afin inco-
rrecta. El uso de lenguaje matematico (V12M), la determinacion de razones
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equivalentes (VIRQ) o la utilizacién de propiedades de la funcion lineal
(V2FA) no permite la resolucion de la tarea 2 (V2NR). Asi, conocimientos
que denotan un desarrollo del nivel 2 del RAE no se evidencian en una
resolucion de la tarea 2y, por lo tanto, las practicas operativas no tienen
un correlato directo con las discursivas, que involucran la identificacion de
conceptos-definicion y del uso de un lenguaje mas matematico.

3. Nivel 1-2 de desarrollo RAE: ordenamiento de valores y resolucion por agru-
pamientos minimos. Como en el grupo A el desarrollo del nivel 2 supone
encontrar algun patrén general (V237) que permita la resolucion correcta
de la tarea (V2RC). Esta resolucién comporta transformar previamente el
problema para identificar de forma mas “‘canoénica” las relaciones, ordenan-
do los valores en la tabla (V2MM).

4. Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: patron aditivo in-
correcto. En la tarea 2, se pueden obtener respuestas parciales determinando
parejas de soluciones (V2PD) o aplicando propiedades de la funcion lineal
(V2FL). Sin embargo, si se desconoce la razon “3:7’, en la solucion de la tarea
se pueden cometer errores (V2PA) que son muestra de la falta de operativiza-
cion eficaz de los conocimientos.

ANALISIS ESTADISTICO IMPLICATIVO
En el grupo A se establecen 3 agrupamientos de implicaciones (figura 8). Estas

relaciones son consistentes con el analisis a prioriy, por lo tanto, tanto con el
analisis descriptivo previo de las variables y con el analisis de similaridad.
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indices de implicacion: rojo 95; azul 90; verde 85; gris 75

1: Indicios de la estabilidad de la estrategia ‘reduccion a la unidad” en las tareas 1y 2.
2: Contribucion de los distintos métodos de resolucion en la tarea 2.

3: Indicios del desarrollo RAE del nivel 0-1 al nivel 1-2.

Figura 8. Grdfico implicativo del grupo A

Los 3 agrupamientos identificados en la figura 8 representan:

1. Indicios de la estabilidad de la estrategia ‘reduccion a la unidad” en las
tareas 1 y 2. Hay un conjunto de estudiantes que utilizan de forma eficaz
la técnica de ‘reduccion a la unidad” en ambas tareas. De hecho, la reso-
lucion de la tarea 2 por esta técnica (V2Ru) implica su uso también en la
tarea 1 (VIRu). La direccion de la tarea es consistente con las expectativas,
dado que la tarea 2 tiene una tasa de éxito inferior. Esto es asi porque en la
interpretacion de las implicaciones estadisticas hay que tener en cuenta su
modelizacién conjuntista: Si la variable v1 implica la variable v2, entonces
el conjunto caracterizado por la primera variable estd cuasi-conteni-
do en el conjunto caracterizado por la segunda (Lacasta y Wilhelmi,
2008). Ademas, esta estabilidad esta relacionada con el uso del lenguaje
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matematico (V12M). Asi, el conjunto de estudiantes que contribuye a este
grupo muestra al menos un nivel RAE 1-2.

2. Contribucién de los distintos mélodos de resolucién en la tarea 2. Distintos
métodos (V2PD, V237, V2Ru) permiten obtener resultados parciales o globa-
les de la tarea 2 (V2RC). La actividad matematica relacionada puede impli-
car la transformacion de la informacion para la obtencion de una presenta-
cion clasica por ordenacion de los términos (V2MM) y la interpretacion en
lenguaje matematico. Asi, el conjunto de estudiantes que contribuye a este
grupo muestra indicios de un nivel RAE 2-3.

3. Indicios del desarrollo RAE del nivel 0-1 al nivel 1-2. El método de resolu-
cion por progresiones aritméticas en la tarea 1 (V1A1, V1A2), justificadas en
lenguaje natural (V12L), es el método base del establecimiento de propie-
dades de la funcion lineal (V2FL). Asi, se resalta la importancia de las tareas
para promover el progreso del nivel RAE 0-1, esencialmente aritmético, al
nivel RAE 1-2.

Como ya se ha resaltado en el analisis de similaridad, a diferencia del grupo A,
donde las relaciones entre variables descritas son todas consistentes con el
analisis a priori, en el grupo B se establecen relaciones implicativas incoheren-
tes entre las variables.

En el grupo B se establecen 4 agrupamientos de variables (figura 9).
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1: Indicios de nivel de desarrollo RAE 0-1.

2: Indicios de nivel de desarrollo RAE 1-2.

3: Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: la determinacion de la razon
‘3:7" en la tarea 2 no implica su resolucién completa.

4: Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos: relacion entre el modelo aditivo
erréneo y las propiedades de la funcion lineal

Figura 9. Grdfico implicativo del grupo B

Las agrupaciones de variables 1y 2 son consistentes con el analisis a prioriy son
muestra de niveles de algebrizacion 0-1y 1-2, respectivamente. Las agrupaciones
3y 4 son incoherentes y evidencian falta de significado operativo de procedi-
mientos (V2PD, V237) o propiedades (V2FL), es decir, se observa el uso de estos
procedimiento o propiedades adecuados, pero o bien no implica su uso en la re-
solucién correcta o bien se relacionan con errores que denotan un nivel 0 del RAE.

* Indicios de nivel de desarrollo RAE 0-1 o 1-2 En el analisis implicativo del
grupo B, la agrupacion 1 muestra relaciones aritméticas propias del nivel
RAE 0-1 vinculadas a la determinacion de la unidad en N (V1Ru) y el esta-
blecimiento de sucesiones aritméticas (V1A1) descritas en lenguaje natural
(V12L). La agrupacion 2 muestra que quienes justifican la tarea mediante
razones equivalentes (V1RQ) utilizan un lenguaje matematico (V12M) en su
justificacion. Asi, los estudiantes que contribuyen a la constitucion de estas
implicaciones muestran indicios de un nivel de algebrizacion 1-2.
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* Indicadores de nivel 1-2 de desarrollo RAE no operativos. Por un lado, en
la agrupacion 3, se observa que la determinacién de la razon “3:7" (V237)
en la tarea 2 no implica su resolucion completa (V2RC). De hecho, se
invierte la direccion de la implicacion en relacion con el grupo A, donde
el nimero de personas que resuelven bien la tarea es mayor que los que
utilizan la técnica de los agrupamientos minimos estableciendo la razén
“3:7". Esta circunstancia se explica porque el docente indico expresamente
que utilizaran la relacion 3 es a 7" para completar las celdas vacias. Este
conocimiento no cumple una funcion regulativa en el proceso, sino la
aceptacion de una regla pedagogica segun la cual “hay que cumplir con
las indicaciones del docente’, aunque estén desprovistas de significado
matematico. Por otro lado, en la agrupacion 4, se observa que, aunque un
grupo de estudiantes establece una relacién correcta entre las variables
V2PD (“determinacion de la pareja 12:28 como el doble de 6:14") y V2FL
(“propiedades de la funcion lineal’), las variables quedan relacionadas con
un modelo aditivo incorrecto (V2PA). Este hecho evidencia, nuevamente,
falta de operatividad y significatividad al conocimiento emergente “propie-
dades de la funcion lineal".

IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA Y CUESTIONES ABIERTAS

La construccion de los métodos de resolucién algebraicos no se realiza “en
oposicion” a los aritméticos, sino en una sucesiva adaptacion a las tareas. Asi,
las practicas operativas y discursivas deben contribuir a la construcciéon paula-
tina del significado algebraico. EI desarrollo de la nocién de proporcionalidad
es clave en este continuo aritmético-algebraico. A partir de los 9-10 afos se
introduce como procedimiento de resolucién de problemas de proporcionalidad
la construccion de tablas de valores que relacionan valores de variables sujetas
por una razon de proporcionalidad. Sin embargo, si se realizan modificaciones
adecuadas a las tablas de valores, es posible que las tareas demanden mayores
grados de razonamiento algebraico.

Por ello, se elabora una propuesta de indicadores para los niveles de razona-
miento algebraico en la resolucion de tareas de proporcionalidad, modelizadas
mediante tablas de valores. Se identifican aspectos que evolucionan de un nivel a
otro y se construye un instrumento (cuestionario) cuya resolucién demanda dicha
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evolucion. Los datos experimentales permiten validar los indicadores propuestos para
la identificacion del nivel de razonamiento algebraico mostrado por los estudiantes.

En las actividades introductorias de tareas de proporcionalidad, modelizadas
mediante tablas de valores, los valores se presentan de forma ordenada y se de-
terminan progresiones aritméticas para cada una de las variables (razon interna o
relacion entre valores de una misma variable). Ademas, partiendo de relaciones
‘doble-mitad’, se establecen relaciones de “multiplo-divisor” y se reduce a la unidad
como estrategia para introducir la razon externa o, por defecto, razon. Es decir,
se establece la correspondencia de una unidad (1) en una de las variables con
un numero natural n en la otra variable. En todo este proceso inicial, se utiliza un
lenguaje natural para describir las relaciones y las operaciones que se realizan.
Estas operaciones involucran generalmente valores naturales entre 1y 30, lo que
permite que su construccion se realice mediante calculo mental.

A partir de estos conocimientos de base, las tareas propuestas en la experi-
mentacion exigen progresar del nivel RAE 0-1 de base a un nivel RAE 1-2
emergente. En efecto, las pruebas experimentales muestran la emergencia de
conocimientos asociados al sequndo estado descrito en la tabla 1. Ademas,
eventualmente, algunos estudiantes han mostrado indicadores de nivel 2-3, lo
que motiva, como se vera mas adelante en las cuestiones abiertas, la necesidad
de proponer nuevas tareas cuya resolucion esté condicionada por esta progre-
sion y que enmarcaran estudios futuros.

Los datos experimentales también permiten identificar tipologfas de estudian-
tes: en el grupo A, por un lado, se observa un grupo de estudiantes que, partien-
do de los conocimientos de base (nivel RAE 0-1), progresan hacia un nivel 1-2;
y, por otro lado, estudiantes que muestran un nivel RAE 2 operativo eficaz, que,
eventualmente, muestran indicadores de progreso hacia un nivel 3. En el grupo
B, sin embargo, hay un grupo de estudiantes que o bien no muestra progreso
en los conocimientos de base o bien muestra indicadores de nivel 2 con pérdi-
das de significado tanto operativas como discursivas; a saber:

— Pérdidas de significado operativas. Se aportan soluciones incorrectas rela-
cionadas con el modelo aditivo o con el de una funcion afin.

— Pérdidas de significado discursivas. Se aportan soluciones incorrectas no con-
sistentes con otras correctas y no se controla ni discute esta inconsistencia.

El hecho de que los grupos experimental Ay de control B estén constituidos por
estudiantes del mismo centro educativo y, sean impartidos por el mismo
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docente mediante el mismo formato online, permite afirmar que la organizacion
mas autobnoma en el grupo A ha permitido una adaptacién mas “natural” a la
tarea 2, es decir, partir de los conocimientos de base y adecuarlos a dicha tarea.
Esta adecuacion se puede lograr mediante tres procedimientos: a) identificacion
de razones equivalentes (primero, 6/14=12/28; luego, 3/7=6/14, etc); b) determi-
nacion del agrupamiento minimo (razon 3:7); ¢) reduccién a la unidad (1:7/3 o
1:2,3333..). Los dos primeros procedimientos pueden ser abordados en N, mien-
tras que el segundo exige trabajar en Q4. De esta forma, la resolucion de los
estudiantes por si misma no puede ser tomada como indicativa de su nivel RAE,
ya que necesariamente, para que aparezcan indicios del nivel RAE 2-3 la tarea
debe precisarlos para su resolucion. Este hecho es crucial para las futuras inves-
tigaciones, donde, para establecer una tipologia de estudiantes segun su com-
petencia algebraica, se pueden proponer tareas que necesariamente exijan la
progresion a un nivel 3 RAE.
Estas tareas adicionales deberian tener en cuenta los siguientes aspectos:

— Exhaustividad. La tabla de la tarea 2 no es exhaustiva ni permite, en la
presentacion dada a los estudiantes, indicar la correspondencia entre todos
multiplos de 3 entre 3y 21 en la primera variable. Asi, una posible modifi-
cacion de esta tarea consistiria en introducir un niimero mayor de celdas a
completar, que “animara” a los estudiantes a determinar la razoén 3:7 y la
correspondencia entre todos los multiplos de 3 hasta un maximo.

— Reduccién a la unidad en Q+. La tabla de la tarea 2 incluye Unicamente
multiplos de 3. Asi, una posible modificacion de esta tarea consistiria en
solicitar la correspondencia de nimeros que no sean multiplos de 3, de
modo que se precise la reduccion a la unidad en Q+. Ademas, hay que
observar que no es lo mismo solicitar la correspondencia de 4 que de 16,
dado que 4 es un niimero muy préximo a 3y, por lo tanto, ‘la unidad” es
‘casi visible’. Ademas, en el andlisis de las respuestas habra que tener en
cuenta el modo de obtencion de la razon:

a) Razon fraccionaria como resultado de una operacion: “si a 3 le correspon-
de 7, entonces a 1/3 de 3 (es decir, 1) le corresponde también 1/3 de 7.

b) Razén fraccionaria como operador: “3 es a 7 como 1 es a 7/3".
Ademads, si no se solicita explicitamente la correspondencia de 1y, por
lo tanto, este calculo juega una funcion auxiliar, algunos estudiantes

76 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2023



Indicadores de niveles de razonamiento algebraico elemental en educacion primaria..

podran optar por el calculo mediante razones equivalentes y determina-
cion del elemento faltante; por ejemplo: “Si, entonces ”. Por tltimo, el uso
0 no de calculadora podria condicionar que las respuestas se dieran
mediante fracciones o fracciones mixtas o mediante numeros decimales,

— Determinacion de la correspondencia para valores ‘grandes”. En las tareas
1y 2, el nimero de valores que deben ser calculados es bajo (a lo sumo
3) y, por lo tanto, el calculo mental esta perfectamente justificado, mas
aun, cuando todos los valores son multiplos de 3, como ya se ha discuti-
do. Asi, serfa necesario solicitar la correspondencia de valores para los
cuales el calculo mental no es tan usual y, por lo tanto, pierde eficacia:
87,126, 257, etc. Para estos valores ‘grandes’, los procesos de generaliza-
cion se revelan mas eficaces y, por lo tanto, surgen como respuesta a una
necesidad matematica y no a una solicitud expresa del docente.

— Uso de tablas dindmicas. Antes de la introduccion formal de la funcion
lineal mediante la formula y = axy su significacion funcional, es posible
modelizar la proporcionalidad mediante tablas dinamicas (Excel, hoja
de cdlculo en GeoGebra, etc). En la figura 10 se muestra la resoluciéon de
la tarea 2 en Excel. No se trata de una mera transcripcion de datos, sino la
obtencion de valores calculando la razon de los litros de pintura azul y
blanca por cociente de los valores en las primeras celdas (=B2/B1) y el
uso fijo de este valor ($B$3) para el calculo en las sucesivas celdas (cons-
tante de proporcionalidad). Mas aun, el propio calculo mediante “arrastre’
permite constatar el valor constante al obtener los valores sucesivos de
los cocientes. Finalmente, en la celda F1 se puede introducir cualquier
valor para obtener automaticamente la cantidad de pintura azul que
mantiene constante la proporcion. Es decir, 1a ultima columna F se cons-
tituye en una calculadora que arroja el valor “proporcional” para cualquier
valor (sin limitacion del campo numérico): al introducir cualquier valor en
la celda F1 automaticamente se muestra el valor proporcional en la celda
F2, segun la proporcion 2,333 (celda F3).
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A B C D E F

1 | Blanca(litros) 6 15 21 9

Resultados Azul (iitros) 14 35 49 21

3 2,3333 2,3333 2,3333 2,3333 2,3333

A B C D E F

) 1 Blanca(litros) 6 15 21 9
Formulas 2 Azul (litros) 14 =C1*$BS3 =T ="
3 =B2/B1  =C2/C1 il il

Figura 10. Tablas dinamicas.
Fuente: elaboracion propia.

Las tareas adicionales se pueden proponer en una secuencia similar a las ya
propuestas o mediante la elaboracién de una situacion diddctica que tendria
en cuenta para su gestion variables diddcticas (Brousseau, 2007) asociadas a
los objetos primarios de la tabla 1, que son indicadores del progreso en los
niveles de algebrizacion: desde un nivel incipiente de algebrizacion (RAE 0-1)
hacia un nivel que siente las bases del acceso, ya en Educacion Secundaria, de
un nivel estable de algebrizacién (RAE 3).
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