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Abstract - The results of a didactic study about the transition from the expression
of a ratio with two natural numbers, to its expression with a fraction and with
a percentage, are presented. In this transition, the fractions acquire the meaning
of ratios, that is, of relationships between quantities. The study consists of two
short experiences of didactic engineering, with students between 11 and 13
years old, one in the sixth grade of primary school and the other in the first
grade of high school (seventh grade). The results are encouraging in terms of
the potential of the situations used to favor the consideration of ratios and to
give rise to their expression with fractions. Likewise, they reveal weak points,
and suggest ways to continue exploring.

Keywords: Mathematics education, Arithmetic, Ratios, Fractions.

INTRODUCCION

El presente articulo es sobre la génesis de uno de los significados basicos de la
nocion de fraccion: el de la fraccion como expresion de una razon geométrica,
es decir, de una relacion multiplicativa de cantidades*. Refiere a expresiones
como “3/4 de la naranjada es jugo y 'k es agua’, en donde no se indica la can-
tidad de naranjada que hay, ni de jugo, sino la relacion que guardan esas dos
cantidades, o bien expresiones como “Los intereses son del 4% anual’, en don-
de la razén se expresa bajo la forma de un porcentaje, vestimenta mas conoci-
da de la fraccion en el papel de razon. Numerosos investigadores del campo de
la educacion matematica han destacado, a lo largo de casi medio siglo, la
importancia de este significado para la comprension del concepto de numero
racional (Brousseau, 1981; Freudenthal, 1983; Kieren, 1988; Vergnaud, 1988;
Davis, 2003; Lamon, 2007; Adjiage y Pluvinage, 2007; Pedersen y Bjerre; 2021;
Schadl y Ufer, 2023, entre otros). Es probable, en cambio, que en el curriculum
de educacién basica la relacion entre las nociones de razon y fraccion sea
todavia incierta (Clark et al, 2003). En México, hasta antes de la reforma de las
matematicas modernas de los anos 70, la nocién de razdn se ensenaba a través
de la teoria de las razones y las proporciones, pero a raiz de esa reforma, dicha

* En adelante no precisaremos que se trata de razones geométricas puesto que no hablaremos de otro
tipo de razones.
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teoria desaparecio. En las reformas sucesivas, la nocion de razén ha reapareci-
do en los programas, ligada al tema de proporcionalidad, o al de nimeros
racionales (Block, 2006a).

En los libros de texto, sobre todo del siglo pasado y antepasado, se define a
la nocion de razon directamente como una fraccion o como un cociente (i.e.
Herndndez, 1954). Cabe cuestionar, con Bosch (1995), ési ya se tiene a las frac-
ciones, para qué se necesita a las razones? Sin embargo, como lo han mostrado
los estudios citados y como se confirma en el presente articulo, para los estu-
diantes del nivel escolar basico, la definicion de la razon como fraccion o como
cociente no es en lo absoluto un punto de partida: ellos necesitan desplegar un
trabajo arduo y prolongado para comprender la nocion de razon y, ademas, para
comprender que una razon se puede expresar con una fraccion.

Alo largo de 20 anos —basandonos en las indagaciones sobre la génesis de
la nocion de razon (Noelthing, 1980a, 1980b), y en el trabajo pionero de corte
didactico de Brousseau et al. (2004), entre otros estudios— hemos implementado
varias experiencias didacticas que buscan propiciar que los alumnos de 32 a 5°
grados de primaria realicen razonamientos sobre proporcionalidad, manejando
razones expresadas con dos numeros naturales, incluso en casos en los que el
valor de las razones no es entero, como en “por cada 3 naranjas que recojas, te
doy 2" o bien "te cambio las fichas por estampas a razén de 2 fichas por 3
estampas’. Hemos intentado mostrar el valor que esas experiencias pueden tener
para alumnos de primaria, en la comprension de las relaciones de proporciona-
lidad. También hemos hecho la hipotesis de que las razones expresadas con
dos numeros naturales pueden funcionar como precursoras de la nocion de
fraccién, en el sentido de permitir resolver algunos de los problemas que después
se podran resolver con fracciones (Block, 2006b; Block, 2021; Ramos y Block,
2016). Esta hipotesis converge con planteamientos de estudios mas recientes
que destacan la contribucion del razonamiento proporcional a la comprension
del concepto de numero racional (Shadl y Ufer, 2023)

En el presente articulo, se exponen algunos resultados de dos experiencias
didacticas en las que se busco que, alumnos de sexto grado de primaria y de
primer grado de secundaria expresaran razones con fracciones. Indagamos en
qué medida las situaciones disenadas propician que alumnos, con conocimien-
tos previos de las fracciones en su acepcion tipica de partes de unidad para
expresar cantidades y medidas, las utilicen ahora para expresar razones. Se
trata de experiencias de “micro ingenieria’, relativamente cortas, de entre cinco
y diez sesiones de clase.
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MARCO CONCEPTUAL. RAZONES Y FRACCIONES

La nocion de razon se encuentra en la interseccion de dos grandes temas, la
proporcionalidad y los numeros racionales, cuyo estudio ha tendido a integrarse.
Vergnaud (1988), considera que la adquisicion de aspectos fundamentales de
la nocion de numero racional se registra en el marco de las relaciones de pro-
porcionalidad, o “‘multiplicativas” como las llama él:

.. No resulta sensato estudiar el aprendizaje y la ensenanza de las fracciones y de
las razones independientemente de las estructuras multiplicativas. Es sélo hasta que
todos estos significados se sintetizan en el concepto de nimero racional que es
posible pensar en las fracciones y las razones como puros numeros. (p. 158)°.

Freudenthal (1983), para quien las razones constituyen unas matematicas ‘mas
profundas’, explicé uno de los motivos por lo que es importante estudiar las
razones aun no expresadas con fracciones:

El significado de la razon aparece cuando se habla de la igualdad (y la desigualdad)
de razones, sin conocer su tamano, cuando se dice, con sentido, “a es a b como ¢
es a d, sin anticipar que “a es a b’ puede reducirse a un numero o a un valor de
magnitud a/b (.) La razon es una relacion de equivalencia en el conjunto de pare-
jas ordenadas (o de valores de magnitud) .. Los cocientes y las fracciones constitu-
yen formas de reducir esta complejidad, de bajar su estatuto l6gico, a costa de la
lucidez... (p. 180)°

Brousseau et al. (2004), al desarrollar una experiencia amplia de ingenieria
didactica para la ensenanza de los nimeros decimales, mostraron el importan-
te papel de la proporcionalidad como andamio en una construccién de los
racionales, en la que las razones son una especie de crisalida de estos, a la vez
que articulan toda la construccion.

> Traduccion de los autores.
® Traduccion de los autores.
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LA RAZON DE CANTIDADES DE MAGNITUD

Una razdn expresa una relacion de tipo multiplicativo entre dos cantidades. La
relacion multiplicativa entre dos cantidades es el cociente de una entre la otra,
pero, como comentamos arriba, el cociente que la cuantifica puede quedar
implicito, por ejemplo, en expresiones como “Los dulces se venden a 3 por 5
pesos” o “La escala es 1 a 1000". Las situaciones en las que la nocion de razon
cobra vida, ademas de las de tratamiento de la informacién en las que facilitan
comunicar el tamano de las cantidades mediante expresiones como “6 de cada
10 estudiantes son mujeres’, son aquellas en las que:

— se comparan razones, por ejemplo, una naranjada se prepard con 2 vasos
de agua por cada 3 de jugo, y otra se prepar6 con 3 de agua por cada 4
de jugo. ¢Qué naranjada sabe mas a naranja?

- hay una razon constante entre cantidades que varian, por ejemplo, se
hace una copia A" a escala de la figura A, en la que a 4 cm de la figura
original le corresponden 3 cm en la copia. (Qué medida corresponde a
un lado de 6 cm de la figura original?

Las magnitudes que se ponen en relacion pueden ser de la misma naturaleza
—-cantidades homogéneas— o no —cantidades heterogéneas—. Las razones entre
cantidades heterogéneas, por ejemplo, entre distancia y tiempo, dan cuenta de
una nueva magnitud, velocidad en este caso, cuya unidad de medida se expre-
sa como relacion entre las unidades: kilometros por hora. Las razones entre
cantidades homogéneas, en cambio, dan lugar a numeros sin dimension (esca-
lares, nimeros de veces), por ejemplo, en una escala, la razon “10 a 5" puede
expresarse como ‘2 veces mayor’ o ‘el doble”.

Puede decirse también que las razones expresan cantidades intensivas
(Schwartz, 1988; Simon y Placa, 2012). Asi, es en el ambito de los problemas con
numeros “concretos’ en el que tiene sentido trabajar con la nociéon de razon.

LAS FRACCIONES
Cuando se estudia a los nimeros racionales en los contextos en los que funcio-
nan como herramientas de resolucién de problemas, se hace visible el hecho de

que estos numeros cobran distintos significados dependiendo del tipo de proble-
ma. Esta polisemia de los racionales ha sido analizada desde hace varias décadas,
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desde distintas perspectivas por investigadores del campo de la ensenanza de
la matematica. Freudenthal (1983), al analizar los fenomenos que las fraccio-
nes ayudan a organizar, distingui¢ las siguientes grandes clases: como operador
fracturador, como comparador, como transformador y como operador razéon que
transforma valores de magnitud. Kieren (1988) distingui¢ cinco subconstructos de
las fracciones: como relaciones parte-todo; como medidas; como razones; como
cocientes y como operadores multiplicativos. En la secuencia didactica que Brous-
seau diseno sobre los decimales (1981, 2004), las fracciones emergen primero
COmo razones y como cocientes en el papel de expresar medidas, y después en el
papel de expresar aplicaciones lineales. Mas adelante volveremos sobre este tema.

LAS FRACCIONES EN RELACION CON LAS RAZONES

Para los antiguos matematicos griegos, durante anos no hubo otros niumeros
que los naturales, y las razones entre naturales hacian las veces de nuestras
fracciones. Asi, para expresar, por ejemplo, que un punto divide a un segmento
S en dos partes, una de 1/3 y otra de 2/3 de S, se hablaba de partes que estaban
en una razon de 1 a 3y 2 a 3 respecto de S. Las fracciones (y los decimales)
permiten hacer eficientes los calculos que involucran razones, como la compa-
racion de razones o su aplicacion a cantidades como operadores multiplicativos.
Sin embargo, como dice Freudenthal, en la cita anterior, este logro es “a costa
de la lucidez’; es decir, de la claridad conceptual que aporta el trabajo con
razones expresadas con pares de naturales. Las fracciones son numeros
dificiles de conceptualizar y de operar para los aprendices. Su intervencion
en las situaciones de proporcionalidad puede obscurecer la comprension de
la proporcionalidad misma. Por ello puede ser conveniente dar un espacio,
en la ensenanza escolar basica, al estudio de la proporcionalidad mediante
razones no expresadas aun con fracciones y, cuidar el paso, no trivial, de la
expresion de razones con dos numeros a su expresion con una fraccion. Se
desprende también la importancia de mantener una distincion entre los con-
ceptos de fraccion y de razon.’

7 Clark et al. (2003) identifican y analizan cuatro posibles relaciones entre los conjuntos F (de fraccio-
nes)y R (de razones): F c R;R c F, FNR = @ y FNR # @. En coincidencia con estos autores, en este trabajo,
se opto por la ultima, la interseccion no vacia. Las razones pueden jugar el papel de razones y expresarse
como tales, pero hay razones que no pueden expresarse con fracciones, como la que hay entre el didmetro
y la circunferencia, y hay fracciones que no tienen nada que ver con la nocion de razon, por ejemplo, las
que se expresan con puntos en la recta numérica.
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Cabe hacer dos precisiones mas sobre la relacion entre fracciones y razones.
La primera precision es, con respecto a la importancia de distinguir los dos
diferentes papeles que pueden jugar las fracciones en una relacion de propor-
cionalidad: expresando una cantidad y expresando la relacion misma, como se
aprecia en la figura 1 sobre una escala 1 a 10.

X1/10

Figura A Figura B Figura A Figura B

10 cm l1cm 10 cm 1cm

1 cm 1/10 cm

Figura 1. Dos papeles de las fracciones en una relacién de proporcionalidad.

En la tabla de la izquierda, la fraccion 1/10 expresa una medida, se trata de una
fraccion de centimetro. En cambio, la fraccién que estad sobre la tabla de la
derecha expresa una relacion constante entre dos conjuntos de medidas, y mas
precisamente, la razén constante, en este caso, el factor de escala. Asi, 1a escala
en juego se puede representar mediante parejas ordenadas de medidas (10, 1),
(20, 2), (1, 1/10), etc, en las que estd implicito aquello que es constante, o expli-
citamente mediante un solo numero, 1/10, en el papel de valor de la razon
constante. Cuando hablamos de la expresion de razones mediante una fraccion
nos referimos a este sequndo caso.

La segunda precision tiene que ver con la equivalencia: en su papel de ex-
presar razones, por ejemplo, en una mezcla, la equivalencia de dos fracciones no
remite a partes del mismo tamano (como en 'y 2/4 de pizza), se trata de una
‘equivalencia proporcional” (Pedersen y Bjerre, 2021), por ejemplo, entre el sabor
a naranja de una naranjada con 2 vasos de jugo y uno de agua, y el de una
con 4 vasos de jugo de 2 de agua. En este caso, a diferencia del de la pizza, los
‘todos’ (las cantidades de naranjada) y las “partes’ (las cantidades de agua vy de
jugo) varian de tamano.
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HIPOTESIS

En el proyecto de investigacion que presentamos aqui, partimos de la hipotesis
de que el conocimiento que los alumnos adquirieron en sus primeros anos de
estudio de las fracciones, en tanto partes de un todo —3/4 de unidad entendido
3 veces la cuarta parte de una unidad, por ejemplo—, en el papel de expresar
medidas, puede enriquecerse al articularse con el significado mas amplio de las
fracciones como razones. Suponemos que lo anterior es posible si las fracciones
se hacen intervenir en contextos muy favorables a la consideracion de la razén
y si, ademas, dichas fracciones coexisten con otras expresiones de las razones
familiares para los alumnos, tales como la clasica “a de cada b', la del porcen-
taje, o la que aportan las fracciones clave ‘la mitad” y “la cuarta parte’. ks espe-
cificamente en la comprension de esta resignificacion de las fracciones, de ser
concebidas como expresiones de cantidades, a serlo como razones entre canti-
dades, en lo que pretende aportar el presente estudio de corte didactico.

METODOLOGIA

El estudio incluye el diseno de situaciones didacticas a partir de un analisis
epistemologico de las nociones en juego (la razon vy la fraccién), el cual hemos
esbozado anteriormente y, de una concepcion de aprendizaje de las matemati-
cas en la que estas se construyen como herramientas en la resolucion de
determinados problemas. Por ello, optamos por la Teoria de las Situaciones
Didacticas -TSD- (Brousseau, 1998) como marco de referencia. La metodologia
es la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995), la cual consta de: a) un analisis preli-
minar que incluye una dimension epistemologica sobre las nociones en juego,
su génesis histdrica, un analisis curriculary una exploracion sobre conocimien-
tos de los alumnos -este analisis se viene realizando desde trabajos anteriores
(Block, 2006a; 2006b)-; b) un disefio de situaciones acompanado del analisis
previo que fundamenta a cada situacion; c) la experimentaciéon en aula, y d) un
analisis de la implementacion que contrasta lo previsto con lo ocurrido.

Las experiencias que presentamos se llevaron a cabo en dos grupos esco-
lares, uno de 62 de primaria, con 32 alumnos, en el marco de la tesis de Ramos
(2014), y otro de 1° de secundaria, con 40 alumnos, en el marco de la tesis de
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maestria de Sosa (2018).f En ambos casos las docentes conocian algunas carac-
teristicas del enfoque didactico: dar un espacio para la resolucion del problema
individualmente o por equipos, recuperar las distintas respuestas de los alumnos
en las puestas en comun, organizar momentos de verificacion, y destacar al final
los hallazgos. En la observacion de las clases, participaron de tres a cuatro
miembros del equipo. Los observadores eventualmente pedian a los alumnos
alguna explicacion de lo que habian hecho, pero no intervinieron en el desa-
rrollo de las clases. Todas las clases fueron video grabadas. Los analisis se
realizaron centrando la mirada en las formas de dar la consigna, las ayudas del
profesor, los procedimientos desarrollados por los alumnos, las participaciones
en las puestas en comun, y ponderando estos aspectos a la luz de lo previsto
en los andlisis previos. Basicamente se busco saber en qué medida las situa-
ciones dieron lugar a los procedimientos de resolucion previstos.

ANALISIS PREVIO DE LAS SITUACIONES

En este apartado, presentamos las situaciones disenadas, sus propositos didac-
ticos, y destacamos algunas de sus caracteristicas.

LAS SITUACIONES

En las tablas 1y 2, pueden verse los propositos de las situaciones que se plan-
tearon en cada grado.

8 En ambos casos se solicitd permiso a la direccién de las escuelas para llevar a cabo el estudio. Las
escuelas a su vez solicitaron la anuencia de los padres de familia.
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Tabla 1. Secuencia de situaciones en 6¢ de primaria

Propdsito Ejemplo de tarea (primaria)
Poner en juego razona- En la huerta A les ofrecen 2 naranjas por cada 5 naranjas
mientos cualitativos que que recojan y en la huerta B les ofrecen 2 naranjas por cada
1 permitan comparar dos 6 naranjas que recojan écudl creen que les conviene mds a
razones expresadas con los nifos?
dos niimeros naturales. Ejemplo de resolucion: si en los dos tratos me dan la misma
cantidad, pero en uno debo recoger menos, me conviene mas ese.
Desarrollar el procedimien- | “En la huerta A por cada 3 naranjas que recojan les dan 2;y
to para comparar razones, | en la B por cada 5 naranjas que recojan les dan 3. éQué
2 | que consiste en generar huerta conviene mds a los ninos?”
razones equivalentes, con | Para comparar 3 de cada 5 contra 2 de cada 3, se obtienen
un término comun. las razones equivalentes 9 de cada 15y 10 de cada 15.
Dar una entrada a las frac- | Por cada 10 naranjas que recojas, te doy 6, o bien, por cada
ciones como razones, a 30 naranjas, te doy 15. (Qué trato te conviene mads?
través de la razén 'k en Una posible resolucion consiste en considerar que en la primera
situaciones de comparacion. | oferta dan mas de la mitad y en la segunda solo la mitad.
3 | utilizar fracciones en el ‘Te doy% de las naranjas que recojas” contra ‘Por cada 2
papel de expresar razones, | naranjas que recojan, te doy 1" (Qué trato conviene mds?
de manera intercalada con
razones expresadas con
dos nuimeros.
Expresar razones con Completa la siguiente tabla con los datos que faltan para que
fracciones. los tratos sean equivalentes.
Te doy__ de lo que recojas
4
Por cada le doy
6 8
3

Fuente: Ramos, 2014.

Nos centraremos en las tareas segunda y tercera, en las que entran en juego
explicitamente las fracciones. Mas detalles sobre las tareas 1y 4 pueden verse
en Ramos (2014) y en Ramos y en Ramos y Block (2016).
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Tabla 2. Secuencia de situaciones en 12 de secundaria

Proposito

Ejemplo de tarea (secundaria)

Poner en juego razona-
mientos cualitativos que
permitan comparar dos
razones expresadas con
dos niimeros naturales.

En el recreo Juan tir6 7 veces al aro y encesto 3; en cambio, José
tiro 4 veces y encesto 2. Teniendo en cuenta el nimero de veces
que tird cada uno, {quién te parece que es mejor tirando al aro?

Propiciar el uso de la expre-
sion fraccionaria de las
razones en una situacion de
ordenamiento de razones.
Las fracciones estan dadas.

Se presentan los resultados de 5 jugadores, para cada uno hay
tres datos, dos se dan, el tercero se calcula: total de tiros, tiros
encestados, y fraccion del total de tiros que representan los ences-
tados. Los alumnos deben ordenar a los jugadores en funcion del
desempeno.

Relacionar razones expre-
sadas con dos numeros
naturales con fracciones, al
ubicar a las primeras entre
ciertas fracciones conoci-
das, en la recta numérica.

Se dan dos datos de 5 escuelas cuyos alumnos presentaron un
examen: el total de alumnos y los que aprobaron. Deben ubicar
las escuelas en funcion del desempeno de cada una en una recta
numeérica en la que estan sefalados los numeros %, ¥y %. Se da
un ejemplo.

Interpretar una fraccion
como una razoén que expre-
sa una relacion entre canti-

Se da el dato de una sexta escuela bajo la forma de fraccion
(“aprobaron 3/7 de los alumnos), y se pregunta si se puede com-
parar con las otras escuelas.

dades variables.

Fuente: Sosa, 2018.

Cabe observar que, en la secuencia de sexto grado, el uso de fracciones se
propicia al final, pues se da un espacio importante previo al trabajo con razones
sin fracciones. En la secuencia de secundaria, el trabajo con fracciones se pro-
picia desde el principio.

OTRAS CARACTERISTICAS RELEVANTES DE LAS SITUACIONES

Usar y resignificar vs construir desde cero. Como puede observarse en las dos
secuencias, no se pretende que los alumnos pongan en juego por si mismos las
fracciones, se pretende que utilicen, en el papel de razones, las que se les dan'y que
enriquezcan asi el conocimiento previo que ellos ya tienen sobre esas fracciones.
Relaciones parte-todo. En ambos niveles se trata de razones entre una parte y el
todo. Debido a que las fracciones que los alumnos han estudiado previamente son,
sobre todo de este tipo, suponemos que sera mas factible que vean la pertinencia de
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expresar las razones con fracciones. No obstante, esta decision constituye también
una limitacion pues podria favorecer ideas tales como que la razén, el porcentaje v,
la fraccion son siempre necesariamente menores que uno. Es necesario extender la
experiencia a contextos con relaciones parte-parte, con fracciones mayores que uno.

Las formulaciones de las razones: ‘m de n”y ‘m por cada n”. En los problemas
sobre tratos que planteamos en primaria, las razones se formulan con la expre-
sion “m por cada ', 1o que les da un caracter dinamico, de operador multiplica-
tivo (Parker y Leinhardt, 1995). La expresion “m por cada n" permite generar pares
de cantidades, “km, kn", que guardan entre si la misma razon. Esta caracteristica
puede facilitar el procedimiento para comparar razones que consiste en generar
razones equivalentes para igualar un término. En los problemas que se plan-
tearon en secundaria, en cambio, las razones no tienen el caracter de operador,
se trata de pares de cantidades que ocurren una vez, por ejemplo, 14 tiros
encestados de 21, y es el contexto el que debe propiciar que se considere |a
razon entre las cantidades. Usar el procedimiento de generar razones equiva-
lentes con un término comun, puede ser ahora mas dificil, pues nada sugiere
que iterando las cantidades de una razén se pueda obtener otra equivalente.

Los contextos. El del desempeno de los tiradores al aro tiene la debilidad de
que no es obvio que sea justo comparar los desempenos de los jugadores a partir
de distintos numeros de tiros, aun cuando lo que se considere sea la razon. Para
aminorar el efecto de esta debilidad se usaron cantidades totales de tiros lanzados
por los distintos jugadores relativamente cercanas entre si.

La verificacion empirica. La secuencia que se aplico en 62 de primaria ofrece
una forma de verificar empiricamente: se da a los alumnos una cantidad de fichas
que representan a las naranjas recogidas, y ellos deben aplicar a ciertas cantidades
de naranjas las dos reglas que compararon para comprobar cual regla da mas. Al
verificar, ya sea haciendo la accion de separar de la cantidad total, m naranjas de
cada n, o dividiendo la cantidad entre my multiplicando por n, los alumnos tienen
la oportunidad de comprender el funcionamiento de las razones, y de cuestionar las
hipétesis incorrectas.” La secuencia de secundaria no ofrece esta retroalimentacion
empirica. La unica manera de invalidar una respuesta incorrecta es semantica, es
decir, mediante argumentos, lo cual, si bien constituye un reto formativo, descarga
en el docente el dificil trabajo de ayudar a evidenciar los errores.

® No se comunico a los alumnos, antes de la verificacion, cudntas naranjas se repartirian, pues de
haberlo hecho se hubiera eliminado el momento de la anticipacion y solo habria quedado el de la aplicacion
de las ‘reglas’ a determinadas cantidades.
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ANALISIS POSTERIOR
LA EXPERIENCIA EN SEXTO GRADO DE PRIMARIA

Los alumnos trabajaron en equipos de 4, aunque las participaciones en las
puestas en comun tendieron a ser a titulo individual.

Tareas 1y 2: comparacion de razones expresadas con dos numeros naturales

Al principio, las elecciones de los alumnos estuvieron basadas en criterios dis-
tintos al de obtener méas naranjas. Por ejemplo, para comparar los tratos E (por
/5, 4) y F (por ¢/20, 8)* un alumno dijo ‘trabajaré en el E porque todos van a
querer trabajar en el otro”; otro alumno comento ‘“trabajaré en el E porque me
gusta ayudar’. Mas tarde, todos asumieron que se trataba de escoger el trato en
el que les dan mas naranjas por las que se recogen, Marijose, por ejemplo,
intuye que el trato E (por ¢/5, 4) es mejor, dejando ver que desde el principio
tiene en cuenta, de manera cualitativa, la razén entre las cantidades: “(en la E)
recolectas cinco naranjas mas rapido y te dan casi todas, nada mas no te que-
das con una, entonces es la E épor qué? Porque te dan casi todas’. También
ocurrio que algunos alumnos interpretaron los tratos como si expresaran dos
cantidades fijas y no una relacién dinamica, por ejemplo, el trato E (por ¢/5, 4)
fue interpretado como si en total se hubieran recogido solamente 5 naranjas.
Aplicar un trato a una cantidad grande de naranjas recogidas para calcular las
que debian darse en pago, ayudo a comprender el funcionamiento de los tratos.

El procedimiento de igualar un término. El procedimiento que consiste en
igualar el nimero de naranjas recogidas para poder comparar acabé por esta-
blecerse. Algunas veces se hizo de forma explicita, por ejemplo, Alan, al compa-
rar el trato E (por ¢/5, 4) con el trato F (por ¢/20, 8), afirmé: “[..] cuatro naranjas
por cinco naranjas te dan veinte, multiplico cuatro por cuatro nos da dieciséis,
seria lo doble de esto, de lo que nos da aqui la regla. Entonces el E es mejor”.
Alan generd el par “por 20 te doy 16", equivalente al trato original E (por ¢/5, 4),
igualando las naranjas recogidas a 20 (figura 2) y, finalmente, comparo exito-
samente. Encontrar el factor por el que hay que multiplicar los dos términos de
un trato para igualar uno de ellos al del otro trato es relativamente facil cuando

10 Esta nomenclatura se usara en el presente articulo para referirnos a los tratos con los que trabaja-
ron los alumnos. “E por ¢/5, 4" significa que “el trato E ofrece dar cuatro de cada cinco naranjas que recojas”.
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los nimeros no son muy grandes, y cuando uno de los que se van a igualar es
multiplo del otro. Implicitamente, se trata de un cociente, en este caso 205, que
juega como razon interna entre 5y 20.1

N. N. N. N.
Recogidas | recibidas Recogidas | recibidas
C 20 16 D

Figura 2. Obtencién de un trato equivalente mediante conservacion de las razones internas.

Uso espontdneo de fracciones. Algunos alumnos acudieron en algun momento
al uso de fracciones de manera espontanea, poniendo en juego la comparacion
contra la mitad, cuando esto permitia comparar. Por ejemplo: al comparar los
tratos C (por ¢/10, 6) y D (por ¢/30, 15) Luis dice que “de treinta te da justo la
mitad, pero en la otra, de diez no te da la mitad, te da un poco mas’”. ‘La mitad”
emerge claramente como una expresion de la razon independiente de las can-
tidades especificas. Algunos alumnos, pocos, fueron mas alla de estimar contra
la mitad, y expresaron tratos con fracciones. José, por ejemplo, explicé, con res-
pecto al trato A (por /3, 2):

Ah, es que vi que eran tres, por cada tres que recogias te daban dos, entonces lo
acomodé en modo de fraccion, y como no te daban tres por cada tres o cuatro por
cada tres que recogias, era menos de un entero y acomodé el mayor abajo y el menor
arriba y asi obtuve ésta [dos tercios].

Otro alumno, German, al aplicar el trato “por cada 3, 2" a 60 naranjas explicé:
“Yo s6lo vi dos de tres, dos tercios, entonces dividi el sesenta entre tres, son
veinte, por dos son cuarenta”.

Asi, algunos alumnos logran poner en juego las fracciones, por cuenta pro-
pia, pero es el caso solamente de unos pocos, por lo que mas adelante, las
fracciones se introducen para todos, desde la situacion misma.

Uso espontdneo del porcentaje. En la sequnda clase de la secuencia, dos
alumnos, Maribel y German, expresaron algunos tratos con parejas de nime-
ros naturales, con una fraccion, con porcentajes. Por ejemplo, al comparar los

' En las entrevistas que se hicieron en el estudio preliminar (Block, 2006a, 2006b), se muestra que

para algunos de los alumnos -de entre 32 y 52 de primaria-, no era evidente que dicho multiplo existiera.
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tratos C (por ¢/10, 6) y D (por ¢/30, 15), Maribel explico: “Si dicen que por cada 10,
el 10 es el 100 por ciento y entonces el 6 es el 60% y el 30 de la D es el 100%, y
como nada mas te van a dar la mitad, 15, es el 50%’. Expresar razones con por-
centajes no habia sido considerado un objetivo de la secuencia, sin embargo, los
porcentajes son probablemente la expresion de las razones mas conocida (Parker
y Leinhardt, 1995), lo cual, aunado al hecho de que se estaban estudiando en
clase de manera paralela, explica que algunos alumnos pensaran en utilizarlos.

Tarea 3: comparacién de tratos expresados con una fraccion, con tratos
expresados con dos numeros naturales

A fin de dar lugar al uso de fracciones como expresion de las razones, primero
se propusieron razones expresadas con dos numeros naturales que pudieran
compararse a través de la fraccion ', lo cual numerosos alumnos efectivamente
hicieron. Posteriormente, se compararon tratos expresados con una fraccion, con-
tra tratos expresados con dos numeros naturales. Al cabo de algunos intentos,
varios alumnos mas lograron pasar de una expresion a la otra para compararlas.
A continuacion, mostramos algunos ejemplos. Cuando Samantha compara los
tratos E (2/3) y D (por c/6, 4), escribe: “son iguales porque el 6 lo convertimos a
12 seria por cada 12 te doy 8 y en el E por cada 12 nos darian igual 8" (figura 3).
Giovanni, al comparar los tratos E (2/3) y C (por ¢/4, 3), comienza escribiendo con
la fraccion ¥ y compara ambos tratos en el terreno de las fracciones: “conviene el
C porque % es mas grande que 2/3". Asi, en el marco de una relacién de proporcio-
nalidad, la fraccion m/n funge como una razén constante, y mas especificamente,
como un factor constante que da lugar a un conjunto de tratos equivalentes del
tipo (km por cada kn). En esto vemos un enriquecimiento de la nocion de fraccién,
con respecto a su papel inicial de partes de unidad.
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Figura 3. La razon “por cada 6, 4" es equivalente a la razon “3de

Comentarios sobre la experiencia en primaria

Las respuestas de varios alumnos en esta ultima parte de la secuencia, cuando
se introducen las fracciones, constituyen indicadores de avances probables en
dos niveles: por una parte, los alumnos mejoran sus técnicas para comparar
razones y, por otra parte, utilizan a las fracciones como relaciones entre dos
cantidades. El hecho de que la experiencia pudiera plantearse en ciertos momen-
tos con material concreto (naranjas simuladas con fichas) constituyé una ayuda
importante para que algunos alumnos comprendieran el funcionamiento de las
razones y, para cuestionar algunas participaciones erroneas.

LA EXPERIENCIA EN 12 DE SECUNDARIA

Los alumnos trabajaron organizados en equipos de cuatro. Despues de un
tiempo asignado para resolver, la docente organizo las puestas en comun.

Tarea 1: comparar pares de razones expresadas con dos numeros naturales.

Este tipo de tarea consto de varias comparaciones que no involucran fracciones.
La primera fue:

En el recreo Juan tird 7 veces al aro y encestd 3; en cambio, José tir6 4 veces y
encestd 2. Teniendo en cuenta el numero de veces que tir6 cada uno, iquién te
parece que es mejor tirando al aro?

Enseguida se plantearon mas casos: Pedro (4 de 6 tiros) vs Martin (3 de 7);

Silvia (4 de 5) vs Vanesa (6 de 10). Se buscé facilitar la comparacion de razones
de varias maneras: el contexto pretende ser accesible; hay razones iguales a la
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mitad, una mayor que >y la otra menor (como 4 de 6 vs 3 de 7), o un término
es el doble de su homologo (como 4 de 5 vs 6 de 10). Fueron numerosos los
alumnos que tomaron en consideracion las razones, apoyandose en la posibi-
lidad de usar la razon ¥ como intermediaria o el 50%.

Edu [escribel:  José [es mejor], porque Juan tiro menos de la mitad y José tiro la mitad.

Lupita [escribe]: José, porque Juan tird 7 veces y encesto 3 que es menos del 50%, en cambio,
José tiro 4 y encesto 2 que es el 50%.

Byron [escribe]:  Pedro encestd més de 50% y Martin menos de 50.

En la puesta en comun, la profesora destacé el recurso al porcentaje, que, como
en primaria, pusieron en juego algunos alumnos. Con la participacién de Byron,
quedo asentada una explicacion de como se obtuvo el porcentaje de tiros que
corresponde a los tiros encestados (figura 4).

b;fq-‘c\ \{ oN CS%
. — b
Yiros —100% ) S0 tes = )Gia
5 v l tite & l
Ak = 20 7. g +tifos =60%
u- 807

Figura 4. Procedimiento escrito en el pizarrén durante la puesta en comun
para saber qué porcentaje es una cantidad de otra

Mas alla de ¥, no aparecieron las fracciones. Algunos alumnos se deslizaron,
en algun momento, hacia el modelo aditivo, incluso cuando en algun item
anterior habian logrado considerar la razon. Por ejemplo, para la comparacion
del desempeno de Pedro (4 de 6) contra el de Martin (3 de 7), Edu expresa lo
siguiente.

Pedro tuvo 4 por lo tanto le faltaban 2, por eso sacé mayor... y este.. Martin sacé 3
y para 7 faltaban 4, tiene menos.
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Tarea 2: ordenar razones, teniendo las fracciones que las representan a la vista

Este tipo de tarea se planted a continuacion de la anterior. El proposito fue que
los alumnos usaran fracciones para expresar razones, junto con otras formas de
expresion. Se entrego la ficha de la figura 5.

En la siguiente tabla, estan anotadas las veces que tird cada uno de los chicos, las veces que
encest6 y la parte del total de tiros que encesto.

a. Completa los datos que faltan.

Chicos | Tiré | Encesté Fraccion d'el total de tiros
que encesto
1
Alberto 6 3
1
Mary 24 3
Manu 25 10
2
Valeria 14 3
2
Tatiana 16 3
. 3
Daniel 20 12 g

b. Ubica a los jugadores, indicando quiénes son los mejores y quiénes los peores

encestadores al aro.

5to puesto 4to puesto 3er puesto 2do puesto Ler puesto

Figura 5. Ficha de trabajo de la actividad “comparar pares de razones’

Con el inciso a se pretendia que los alumnos entraran en relacion con las frac-
ciones, calculando uno de los tres valores: la fraccion parte-todo, o la parte, o el
todo, a partir de conocer dos de estos. Este ejercicio fue resuelto por un buen
numero de alumnos con pocas dificultades. Las dificultades aparecieron en el
inciso b. Contra lo que supusimos, el hecho de tener a la vista las fracciones,
aunado al conocimiento que demostraron tener sobre ellas, no los llevaron a
considerarlas para ordenar a los jugadores del mejor al menos bueno. Ordenar
a los jugadores en base a su desempeno causd en los equipos varias
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discusiones. Los alumnos oscilaron entre la comparacion aditiva y la multiplica-
tiva. A continuacién mostramos algunos fragmentos expresivos.

Lo aditivo empieza imponiéndose. Las fracciones ‘tiros encestados/total de
tiros” no aportan informacién. En varias parejas consideran las cantidades abso-
lutas para comparar. Un ejemplo expresivo es la discusioén entre Mauro y Aline
sobre a quién corresponde el primer lugar —si a Valeria (14-21) o a Tatiana (16-
24)-en la que se omite el hecho de que ambas jugadoras encestaron la misma
fraccion de sus tiros: 2/3.

Mauro:  EI mejor puesto seria Valeria. [Pausa] Solo le faltaron 7. Y a Tatiana le faltaron 8.
[Escribe] Valeria primer puesto.

Axel: Aqui, primero es Tatiana [Indica el primer puesto, se fija en los tiros encestados]
Mauro:  Si, pero los que no encesto, le faltaron cuanto; le faltaron 8 [Indica en su hojal

En cierto momento, Mauro y Axel optaron por igualar el numero de tiros reali-
zados por las dos jugadoras, para compararlas mas facilmente, pero lo hicieron
aditivamente.

Mauro: [Enfatico] Si este tuviera 24 [refiriéndose a los 21 tiros de Valeria], le sumamos 3.
Entonces a Valeria le sumamos 3 de los que anoté, serfan 17. Serfan 17, para que
estén parejo 24 y 24. Serian 17. IY aqui sélo anoto 16! [refiriéndose a Tatianal. iY
aqui serian 17! [sonrie. Axel queda dudando]

Durante la puesta en comun, emergieron las contradicciones, lo cual es una
virtud didactica del caso examinado. Para algunos equipos, Tatiana fue mejor
jugadora que Valeria porque encestdé mas tiros, para otros Valeria fue menor,
porque fallé en menos tiros, y para otros ambas deben estar en el primer pues-
to. La profesora no insistio en las contradicciones y opté por dar lugar a que se
mostraran dos resoluciones correctas, probablemente por la presion del tiempo.

Llama la atencion que las fracciones, explicitas y visibles en la tabla desde
el principio, no aportaron, a la mayoria de los alumnos, informacion signifi-
cativa para decidir quién jugoé mejor. La idea misma de proporcion parecia
estar en ciernes.

Emerge timidamente la consideracion de una razon fraccionaria. Mauro y
Aline, frente a los datos de Mary (24, 8), comentan:
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Mauro: [refiriéndose a Mary] iLe faltaron dos tercios!
Aline:  No, porque Mary tir6 24 veces. Es muchisimo. Y encesto... encesto 8. Perdi6 16 tiros.
Mauro:  Por eso, esa es peor, iLe faltaron dos tercios!

Asi, los alumnos entretejen, en su interaccion, argumentos aditivos y multiplicativos.

Comparacion mediante el cdlculo de porcentajes. Nuevamente, un equipo
puso en juego los porcentajes. Para determinar qué porcentaje de una cantidad
de tiros representa la cantidad de tiros encestados, probablemente los alumnos
se apoyaron en las fracciones dadas: pasaron de una expresion de las razones
con fracciones (‘8 de 24" = 1/3) a una con porcentajes (1/3 = 33%), motivados
por la facilidad para comparar estos ultimos. Puede decirse entonces que estos
alumnos si utilizaron las fracciones.

La comparacion de fracciones. Finalmente, un solo equipo ordeno las razo-
nes mediante la obtencion de fracciones equivalentes con el mismo denomina-
dor (30). Es la resolucion que se esperaba favorecer. Sin embargo, no es seguro
que para todos fuera claro el motivo por el cual, el orden entre esas fracciones
era a la vez el orden de los desempenos de los jugadores.

Tarea 3: ubicar razones entre fracciones en la recta numérica

El contexto del tercer tipo de tarea consiste en comparar el desempeno de
escuelas en base al numero de alumnos que aprueban un examen, conside-
rando el total de alumnos (por ejemplo, en la escuela A de 300 alumnos, apro-
baron 70). Después de un trabajo preliminar sin fracciones (incisos ay b de la
tarea que se muestra abajo), se buscéd que los alumnos analizaran el papel que
pueden jugar las fracciones para expresar razones mediante la ubicacion de
estas ultimas en una recta numeérica, entre fracciones clave. Se entrego la ficha
de la figura 6.
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a) Los totales de alumnos aprobados en cada escuela fueron:

Escuela Alumnos aprobados
A 70
B 28
C 28
D 12

(Se puede saber qué escuela tuvo los mejores resultados? Explica tu respuesta.

b) Los totales de alumnos por escuela eran:

Escuela Alumnos aprobados Total de alumnos
A 70 300
B 28 30
C 28 120
D 12 120

Considerando esto, jqué escuela tuvo los mejores resultados?, |y los peores?

¢) Enlaescuela D, menos de la cuarta parte de los alumnos paso a la siguiente etapa de
la competencia. Esa escuela se ubica en el primer intervalo de la recta de abajo. Ubica
las otras escuelas. No necesitas ponerlas en el lugar exacto, solamente en el intervalo

que les corresponde.

ol —t—
1]t ——
] ) ——

Figura 6. Ficha de trabajo de la actividad de ubicar razones entre fracciones

Centraremos la atencion en el inciso ¢, ubicar a las escuelas en la recta numé-
rica, entre los numeros 0, %, ', %k y 1, seguin su desempeno. Varios alumnos
lograron ubicar las escuelas viendo a cuantos alumnos corresponde ¥ de cada
escuela, o 'h, tal y como lo sugiere la instruccion. Veamos como lo hace Axel.

[.]

Axel:  Oigan, el C [28 de 120], es menos de la cuarta parte [Interrumpel... Porque la cuarta
parte seria 30.

[.] [Ubica Centre Dy %]
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Axel:  [Continua su calculo mental, ahora aplica i a los 300 alumnos de la escuela A] 300
entre 2.. 150.. 75.. Ah, no, si, si. [Escribe A entre C y ']

Finalmente, Axel ubica B entre % y 1 a partir de una estimacion de que 28 de
30 es casi todo (ver figura 7)

ga] e ——
PO 4 ———
| ) ——

Figura 7. Puntos en la recta ubicados por Axel.

Varios alumnos hicieron algo similar, calcular un ¥, 2 y % de las cantidades totales
de alumnos. Este resultado contrastd con el escaso recurso a las fracciones en
la tarea anterior (dadas las cantidades de tiros lanzados y encestados, asi como
las fracciones ‘tiros encestados/tiros lanzados’, ordenar las razones), en la que
disponer de las fracciones, por si mismo, llevd a pocos alumnos a usarlas para
comparar las razones en juego. {Qué hace la diferencia entre las dos situaciones?
Una posible explicacién radica en la informacion que se dio a los alumnos evo-
cando una fraccion en su papel de razon mediante la expresion familar “menos
de la cuarta parte aprobd’, con la cual se les encarrild a hacer lo mismo con los
datos de la otras escuelas. En la tarea 1, las fracciones estan presentes, pero estan
de alguna manera ‘mudas’, no hay ninguna formulacion que sugiera verlas como
las razones que guarda la parte con el todo.

Tarea 4: comparar una razon expresada mediante una fraccién con otras
razones expresadas mediante dos numeros

Se plantéo el siguiente problema:
Se sabe que 3/7 del total de alumnos de la escuela E pasaron a la proxima etapa
del concurso, ése puede comparar con las escuelas anteriores? Si tu respuesta es si,
comparala; si es no, explica por qué.

La mayoria de los alumnos parecio descartar de entrada la posiblidad de que la

fraccion 3/7 aportara informacién suficiente para compararla con las otras escue-
las. Para desatorar la situacion, la profesora les ofrecié varias ayudas: anot6 en

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2023 103



David Block Sevilla, Daniela Ramos Banda, Juan José Sosa

el pizarron los datos de todas las escuelas, y anadié la escuela E; luego los
llevo a expresar todas las razones con fracciones (7/30; 28/30; etc).

A pesar de ello, en un primer momento del trabajo en equipos la mayoria
de los alumnos no prestd atencion a las fracciones recien puestas en el pizarron,
seguian considerando que la escuela E no se podia comparar con las demas
escuelas. Veamos ahora como se lograron aproximar tres equipos.

La potencia de la razon 7. En el equipo 3 convirtieron las fracciones a 30
avos. La profesora aprovecho la intervencién de un alumno para cuestionar la
idea de la imposiblidad, mediante comparaciones con la razén ¥:

Andrés: [.] convertimos la Cy la D a treintavos
[.]

Profesora:  Okey, y entonces aqui teniamos treintavos, treintavos, treintavos, treintavos... dy
qué pasé aqui? éCémo lo compararon? [Indicando la fila de la escuela E, con la
fraccion 3/7).

Andrés: Porque..estuvo a punto de llegar a la mitad de...

Profesora:  Bien, eso es importante. Dicen ellos: casi hizo la mitad. ¢Alguno de los anteriores
hizo menos de la mitad?

Aos: Si.
Profesora:  ¢Quién hizo menos?
Alumnos: La A CyD.

Profesora:  Ellos hicieron menos [que '; coloca una vifieta en el pizarron]. Entonces, iquién
es mejor?.. en relacion alak.olaA olaB.olaColaD.

Alumnos: La B.

Profesora:  Pero si yo les pregunto la A la C y la E, équien es mejor?
Alumnos: La E

Profesora: ~ ¢Por qué la E, Byron?

Byron: Porque la E casi llega a la mitad, y en la C le falta mucho para...

El poder comparar a todas las razones contra : efectivamente ayudé a mostrar
que la razén 3/7 si era comparable con las otras. Comparar con otras escuelas
el desempeno de una escuela de la que se desconoce la cantidad de alumnos
aprobados y la cantidad total, pero se conoce la razén de aprobados, constituye,
nos parece, un paso importante en la conceptualizacion de la nocién.
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Identifican un par de cantidades cuya razon es 3/7. Poco a poco mas alum-
nos descubren un primer par de cantidades cuya razon es 3/7, a saber, 3 apro-
bados de 7.

Byron:  Nosotros diremos que lo hicimos asi: [escribe] “Eran 3.. eran 7 alumnos y nomas 3
pasaron, faltaron 4.Y la B, tuvieron 28...

Maria: ~ De 30.
Byron:  De 30.Y nada mas faltaron 2.

Una escuela con solamente 7 alumnos es algo poco comun, y tampoco seria
sensato compararla con, por ejemplo, una escuela con 700 alumnos, aun cuando
la razéon de aprobados fuera la misma. No obstante, este hecho fue dejado de
lado. Frente a la negativa a considerar la posibilidad de comparar a la escuela E
con las otras, el que encontraran un primer par de cantidades cuya razon es 3/7
representd un avance significativo.

Un par o infinitos pares. La siguiente intervencion de Byron es importante,
pues a la vez que deja ver que es posible encontrar varias parejas de datos cuya
razén es 3/7, considera que algo estda mal pues no se sabe cual de ellas es la
correcta, como si existiera una sola correcta.

Byron: iDe cudntos alumnos eranl. pues pueden ser i30, los que pasaron de 70.. 1300 de

Esta observacion encierra una cuestion esencial de la nocion de razon: que
expresa la relacion que guardan infinidad de pares de numeros, -y no un solo
par—,y que esa relacion, -y no las cantidades—, es el objeto de la comparacion.
Lamentablemente esta observacion no fue retomada.

El porcentaje. Una vez mas, la nocion de porcentaje surge como portadora
accesible de la nocion de razon. En esta ocasion, ademas, la posibilidad de
obtener los porcentajes se erige en prueba de que la razon 3/7 es comparable
con las demas:

Marian: [.] si se puede comparar porque... [Interrumpel. Porque.. haga de cuenta, los que
restan... puede... los podemos convertir en porcentaje del total y asi podemos saber
esteee.., cuan.. ¢qué porcentaje fue mas grande o qué porcentaje fue menory el
menor porcentaje fue..?
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La comparacion de fracciones. Un equipo explico que compard convirtiendo
todas las fracciones al denominador comun 210. Al expresar todas las razones
con fracciones y compararlas entre si'y con 3/7, éestan aceptando que la escue-
la E, cuya razén es 3/7 si es comparable con las otras aunque se desconozcan
sus datos (ntimero total de alumnos, niimero de aprobados)? No pudimos saber-
lo con certeza, no obstante, parece claro, que los alumnos se encaminaban hacia
esa conclusion. Hizo falta al menos una experiencia mas.

COMENTARIOS SOBRE LA EXPERIENCIA EN SECUNDARIA

En los cuatro tipos de tarea presentados, ciertas caracteristicas de las situaciones
favorecieron que cada vez mas alumnos tomaran en consideracion las razones
expresadas con dos numeros naturales al hacer las comparaciones, estas fueron:
contextos accesibles, razones susceptibles de compararse a simple vista, o
mediante el intermediario de la mitad, o mediante porcentajes faciles de obtener.
Solamente algunos alumnos mostraron no haber superado, en el corto periodo
de la experimentacion, el centramiento en las cantidades absolutas, tiros ences-
tados o no encestados, alumnos aprobados o no aprobados.

Desde el punto de vista del objetivo de hacer funcionar a las fracciones en
el papel de razones, los tipos de tarea mas productivos fueron: el tercero, ubicar
razones en la recta, entre fracciones clave; y el cuarto, dada una razén expresa-
da con una fraccion, compararla con otras expresadas de manera clasica. En la
tercera tarea, la comparacion de una razon con la fraccion ¥ ayudo a tender un
puente entre ambos conceptos. La recta numérica jugd un papel como repre-
sentacion visual del orden. Probablemente la peticion de ubicar las escuelas en
la recta vehiculiza la idea de que las razones corresponden a puntos en la
recta, y por lo tanto a numeros (Adjiage y Pluvinage, 2007). En la cuarta tarea
fue dificil comprender que el rendimiento de escuelas de las que se conoce el
total de alumnos y el total de aprobados se puede comparar con el de una
escuela de la que solo se sabe que su razén de aprobados es 3/7, pero se pudo
apreciar, en los intentos de resolucion de los alumnos, que lograrlo constituyd
un paso significativo en el proceso de comprender la nocion de fraccion jugan-
do el papel de una razon. De nuevo, la fracciéon ' jugd un papel como interme-
diaria clave. Quedd pendiente avanzar en la comprension de un aspecto
fundamental: 3/7 es la expresion de la razén de infinitos pares de cantidades (y
no solamente de “3 de 7"), y todos ellos son equivalentes en cuanto al “desem-
peno de la escuela”.
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CONCLUSIONES

Hay un claro consenso entre investigadores del campo de educacion matema-
tica, Brousseau (1981), Freundenthal (1983), Vergnaud (1988), Lamon (2007), por
citar solamente a algunos, en la existencia de una sinergia entre las nociones
de razény de fraccion: la comprension de una, favorece la de la otra. Sin embargo,
en el curriculo esta relacion tiende muchas veces a reducirse a una defincion de
la razon como fraccion, perdiéndose con ello la posilibildad de dicha sinergia
(Freudenthal, 1983; Bosch, 1995; Clark et al. 2003, entre otros). En el presente
trabajo partimos de distinguir claramente los dos objetos y, nos interesamos por
conocer el potencial de determinadas situaciones didacticas para propiciar la
utilizacion de fracciones en el papel de razones, por alumnos con cierto cono-
cimiento previo de las fracciones como partes de unidad expresando cantidades
y medidas. El estudio aporta elementos que permiten sostener que las situacio-
nes favorecen que los alumnos enfrenten los tres desafios implicados en las
tareas, a saber: 1) considerar la razén entre las cantidades y no las cantidades
mismas, 2) desarrollar procedimientos para comparar razones y 3) utilizar frac-
ciones como razones. Consideramos que este uso de las fracciones redunda en
un conocimiento mas amplio de las mismas: las fracciones no solamente per-
miten cuantificar cantidades de magnitud y medidas, también dan cuenta de
relaciones entre cantidades.

Por otra parte, la experiencia permitio destacar caracteristicas especificas de
las situaciones que fueron relevantes, asi como dificultades y limitaciones. A
continuacién precisamos estos resultados.

e [a dificultad no es solamente obtener la fraccion, sino verla como razon.
En secundaria, disponer de las fracciones que corresponden a los pares
de cantidades casos favorables/total de casos (tarea 2), no fue por si solo
suficiente para que los alumnos las utilizaran para comparar las razones.
Incluso, el que a dos pares de cantidades les correspondiera la misma
fraccion, no llevo a algunos a considerar que las razones eran equivalen-
tes. Este resultado da cuenta al mismo tiempo de la necesidad de un tra-
bajo especifico para que los alumnos atribuyan un significado de razones
a las fracciones, aun en el caso, como el de este estudio, de razones entre
una parte y un todo.

* Papel estratégico de las fracciones 7, i, 7 y de los porcentajes. La compa-
racion de una razon expresada con dos numeros, contra una razon
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expresada con una fraccién y, en particular contra > o i fue un disparador
efectivo de la comprension de las fracciones como razones. Incluso algunos
alumnos acuden espontaneamente a la fraccion . para comparar otras
razones no expresadas con fracciones. Probablemente este sea el caso
también de fracciones usuales como 1/3, 2/3, 1/5 y 1/10. Por su parte, los
porcentajes puestos en juego por algunos alumnos también contribuyeron
a la conceptualizacion de las fracciones como razones. Es probable que
un estudio articulado de razones, fracciones y porcentajes sea beneficioso
para las tres nociones.

e El papel de la recta numérica. Ubicar a cada escuela en un intervalo de la
recta numérica, entre determinadas fracciones, en funcion de su desem-
pefo (razon de alumnos aprobados respecto del total), muy probablemen-
te contribuyo a la conceptualizacion de las razones como fracciones.

* Papel de la verificacion. Una segunda caracteristica que también tuvo el
efecto de facilitar el estudio en primaria fue la posibilidad de verificar
empiricamente las conjeturas. Este es un pendiente en las situaciones de
secundaria.

* Limitaciones de los contextos. En el analisis previo se anticipd que, en secun-
daria, podia haber un cuestionamiento a la legitimidad de las comparaciones,
debido a que los totales de las las razones que se comparan son distintos.
Hasta donde se pudo observar, dicho cuestionamiento no ocurrié, posible-
mente gracias a que las diferencias entre las cantidades no fueron grandes.
Sin embargo, es necesario explorar otros contextos que no presenten esta
debilidad potencial. Por otra parte, ya se comento la necesidad de considerar
también, en cierto momento, relaciones “parte-parte” en las que tengan sen-
tido fracciones mayores que la unidad.

Finalmente, cabe hacer una observacion acerca de la relacion ecolégica (Artaud,
1997, citado en Wonziak, 2019) del estudio de las razones, con otros contenidos
del curriculo. En la primaria, el estudio de las razones forma parte del estudio
de la proporcionalidad y da lugar a una segunda introduccion de la nocion de
fraccion, esta vez como razén. A lo largo de la secundaria, los alumnos seguiran
estudiando razones, expresadas de modos diversos, por ejemplo, las nociones
de probabilidad, de razon trigonométrica, de densidad, de velocidad, de interés
bancario. El estudio de cada uno de estos contenidos ofrece una nueva oportu-
nidad, no para “aplicar’ lo aprendido sobre la nocion de razdn, sino para recons-
truirla, en el nuevo contexto, como expresiéon de una nueva magnitud. Se
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esperaria que cada vez se pudiera ir mas lejos en su conceptualizacion y en las
distintas maneras de expresarla, con dos niimeros, con un porcentaje, con una
fraccion o con un decimal.

Esperamos haber contribuido a la exploracién de recursos didacticos que
respondan a los planteamientos téoricos esbozados en la primera parte de este
texto, sobre la importancia de vincular las nociones de razon y fraccion en la
ensenanza.
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