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Resumen: En esta investigacion presentamos los analisis asociados con el dise-
o de tareas desarrolladas por futuros profesores de matematicas de nivel secun-
dario. Para ello, ponemos atencion a las experiencias formativas del profesorado
y las demandas establecidas en el curriculo escolar que deben ser considera-
das en el desarrollo de actividades en la formacién inicial docente (FID). Pre-
sentamos un estudio de casos que caracteriza el trabajo matematico alrededor
de tareas disenadas por futuros profesores, centradas en el concepto de
funcion y que favorecen la habilidad representar declarada en el curriculo
chileno. El estudio se realiza en cursos de didactica de la FID en dos univer-
sidades. Los analisis se sustentan en la teoria Espacios de Trabajo Matemdtico,
la que nos permite profundizar en aspectos epistemoldgicos y cognitivos del
trabajo matematico esperado que las tareas promueven. Los resultados muestran
dificultades asociadas con las tareas que los profesores disenan y lo que espe-
ran propiciar para su ensenanza. Concluimos con una discusion sobre posibili-
dades de mejoras para la formacion del profesorado.
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Palabras clave: Representar, funcion, Espacio de Trabajo Matemadtico, formacion
de profesores.

Abstract: In this research we present the analyses associated with the design
of tasks developed by prospective secondary mathematics teachers. To do so,
we pay attention to the formative experiences of teachers and the demands
established in the school curriculum that must be considered in the development
of activities in initial teacher education (ITE). We present a cases study that
characterises the mathematical work around tasks designed by future teachers,
focusing on the concept of function and favouring the ability to represent
declared in the Chilean curriculum. The study is carried out in ITE didactics
courses at two universities. The analyses are based on the theory called
Mathematical Working Spaces, which allows us to delve into epistemological
and cognitive aspects of the expected mathematical work that the tasks promote.
The results show difficulties associated with the tasks that teachers design and
what they hope to promote in their teaching. We conclude with a discussion
of possibilities for improvement in teacher training.

Keywords: Representing, function, Mathematical Working Space, teacher training.

1. INTRODUCCION

En este articulo se presentan los andlisis de tareas disenadas por futuros profe-
sores asociadas con el concepto de funcion, que favorecen la habilidad mate-
matica representar, la cual estd presente de forma transversal en el curriculo
escolar chileno. El contexto de desarrollo del estudio se enmarca en una activi-
dad planteada durante la formacién inicial docente. Se pretende aportar, espe-
cialmente, a la formacion del profesorado y a la comunidad de formadores de
profesores de matematicas.

En el ambito de la Educacion Matematica, se han abordado problematicas
sobre las caracteristicas y propiedades de las funciones (Arce y Ortega 2013;
Martinez De La Rosa, 2015; Pino-Fan et al, 2019). En este contexto, Carrién
Miranda y Pluvinage (2014) realizaron una investigacion con participacion de
profesores, resaltando el uso de las herramientas tecnoldgicas. En esta misma
linea, Espinoza-Vasquez et al (2018) indagaron en el conocimiento del
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profesorado acerca del uso de la analogia en el aula. Por su parte, Manrique et
al (2019) muestran los efectos de la aplicacion de secuencias didacticas en
estudiantes de Licenciatura en Matematicas, evidenciando los efectos en la
apropiacion conceptual de los estudiantes.

A lo anterior, se suman estudios como el de Martinez-Fernandez et al. (2022),
quienes profundizan en los tipos de comprension que poseen futuros profesores
de matematicas, centrados en las conversiones entre sistemas de representacion
en trigonometria. Asimismo, Torres et al. (2022) identifican las estructuras (regu-
laridades identificadas) y las representaciones que usan estudiantes de 2° de
educacion primaria para expresar la generalizacion. Estos autores muestran que
el numero de estructuras y la forma de generalizar, en su mayoria, corresponden
a representaciones verbales y/o numericas.

Otros trabajos abordan dificultades asociadas con el aprendizaje de funciones
al momento de coordinar sus distintas representaciones en la resolucion de tareas
(Hitt, 1998; Adu-Gyamfiy Bossé, 2014). Al respecto, Lépez Hernandez et al. (2019)
analizan las dificultades en estudiantes de Bachillerato sobre las representaciones
de las funciones y proponen el disefo de una secuencia didactica que consideran
la realidad aumentada. Con base en la teoria semidtica de Duval (1995), Guzman
(1996) estudia dificultades en estudiantes de ingenieria sobre funciones reales y
evidencia que sus respuestas estan dadas en un determinado registro. También,
Trigueros y Martinez-Planell (2009) estudian sobre la comprension de funciones
de dos variables, considerada de relevancia, dado el papel de las funciones mul-
tivariables, y sus representaciones en las matematicas y sus aplicaciones. En este
mismo sentido, Yoon y Thompson (2020) analizan los significados que profesores
estadounidenses y surcoreanos oforgan a la notacion de funciones y sugieren
atender este asunto en la formacion del profesorado. De modo similar, Amaya De
Armas et al (2021) muestran deficiencias de futuros profesores, sobre las trans-
formaciones de las representaciones de las funciones.

Aunado a lo anterior, se destaca el interés en el analisis de tareas propuestas
para fomentar determinados objetivos de aprendizaje sobre diversos aspectos
de las funciones, en particular, de sus representaciones. De aqui que, el disefo de
tareas juega un rol clave (Ainley y Pratt, 2005; Watson y Mason, 2007), toda vez
que crean oportunidades para construir sobre la comprensién actual de los estu-
diantes (Kieran et al 2013), existiendo un consenso sobre su importancia y disefios
apropiados (Margolinas, 2013). En este sentido, Mason y Johnston-Wilder (2006)
entienden una tarea como aquella que se le solicita a un estudiante. Mas aun,
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Becker y Shimada (1997) se refieren a una tarea como a materiales o entornos
disenados para promover una actividad matematica compleja.

De la revision presentada, se observa que la perspectiva semiotica sobre el
estudio de las funciones es un tema relevante de investigacion en Educacion
Matematica, con especial consideracion en el conocimiento de futuros profeso-
res sobre las representaciones de las funciones. De esta manera, surge interés
por investigar el diseno de tareas realizado por futuros profesores de matema-
ticas y los procesos cognitivos que estas pueden favorecer sobre las represen-
taciones de las funciones. En particular, se pretende aportar al campo disciplinar
con atencién a la formacion inicial docente (FID) de matematicas, a partir de la
perspectiva del rol docente del futuro profesor.

RECURSOS DE CONTEXTUALIZACION

Para contextualizar la problematica planteada, se consideran dos documentos
oficiales referentes en Chile, para el disefio de la ensefanza y la FID: Bases
Curriculares y Estandares Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de Peda-
gogia en Matemdtica.

De acuerdo con las Bases Curriculares (Ministerio de Educacion [Mineduc],
2015), durante el ciclo entre 7° Basico (12-13 anos) y 2° Medio (15-16 anos), los
estudiantes deben desarrollar cuatro habilidades matematicas: representar, resol-
ver problemas, modelar y, argumentar y comunicar. Sobre la habilidad represen-
tar, el documento establece que: ‘[..] se espera que extraigan informacion desde
el entorno y elijan distintas formas de expresar esos datos (tablas, graficos,
diagramas, metaforas, simbolos matematicos, etc) segun las necesidades de la
actividad o la situacién [..]" (pp. 97-98).

Sobre las funciones, uno de los Objetivos de Aprendizaje (OA) en el eje
tematico algebra y funciones de 8° Basico es: ‘Mostrar que comprenden la
nocion de funcion por medio de un cambio lineal: Utilizando tablas. Usando
metaforas de maquinas. Estableciendo reglas entre x e y. Representando de
manera grafica (plano cartesiano, diagramas de Venn), de manera manual y/o
con software educativo” (Mineduc, 2015, pp. 114).

De lo anterior, se espera promover actividades que involucran distintas repre-
sentaciones asociadas al aprendizaje la nocién de funcion. No obstante, no se
establecen OA para coordinar estas representaciones que provienen de sistemas
semidticos diferentes, lo que no es una actividad cognitiva espontanea para los
estudiantes (Duval, 1995).
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En los Estandares Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de Pedagogia
en Matematica (Centro de Perfeccionamiento, Experimentacion e Investigaciones
Pedagdgicas [CPEIP], 2021), el estudio de funciones se presenta en el Estandar
Numeros y dlgebra, el cual describe: “[.] analiza las funciones, seleccionando
representaciones para estudiar sus componentes, resolviendo problemas que
involucren su uso, [.]" (p. 79). De aqui, se destaca la intencion por considerar
diversas representaciones de las funciones que el futuro profesor debe usar para
la ensenanza; sin embargo, dicha intencién y sus implicancias no siempre son
visibilizadas. Por consiguiente, se considera que las Bases Curriculares y los
Estandares Orientadores no proporcionan informacion suficiente para la coordi-
nacion de las diversas representaciones de las funciones.

Lo anterior, debido a que la planificacion para la ensenanza depende de la
interpretacion y relevancia teorica que el profesor le atribuya. Por tanto, se sostiene
que las experiencias formativas y los recursos que los profesores poseen, para el
diseno de tareas, es un asunto que debe ser estudiado con mayor detalle. Este
articulo resalta la relevancia del diseno de tareas en la formacion del profesorado
y su adaptacion para el aula. Por ello, el objetivo de investigacion es caracterizar el
frabajo matemdtico que se puede favorecer con las tareas disenadas por futuros
profesores para la ensefianza de diversas representaciones de las funciones. Este
objetivo permitié estudiar el diseno y resolucion esperada de tareas de funciones
por futuros profesores, enfatizando la coordinacion de representaciones de las
funciones y discutir posibles aportes para la FID. En la siguiente seccién, se pre-
senta el marco tedrico que sustenta la investigacion, el cual ha sido usado para
estudiar el trabajo matematico desarrollado en tareas especificas (Flores Gonzalez
y Montoya Delgadillo, 2016; Henriquez Rivas et al, 2021b).

2. MARCO TEORICO

Para dar sustento tedrico a los andlisis, se considera la teoria Espacios de Tra-
bajo Matemdtico (ETM). EI ETM se define como un marco que contribuye a la
comprension del trabajo de personas (profesor, estudiante o un matematico) que
resuelven tareas matematicas, permitiendo caracterizar los caminos que emergen
en su resolucion (Kuzniak, 2011; Kuzniak et al, 2022). Esquematicamente, el
ETM consiste en dos planos, epistemoldgico y cognitivo, cada uno de los cuales
se divide en tres componentes. El plano epistemoldgico se relaciona con los
principios intrinsecos a los objetos matematicos estudiados. El plano cognitivo
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tiene que ver con el pensamiento del sujeto que utiliza los objetos matematicos
en la resolucion de tareas.

El plano epistemolodgico estd constituido por los componentes: referencial,
relativo a la parte tedrica del trabajo matematico, lo que considera propiedades,
teoremas y definiciones; representamen, relativo a los objetos matematicos invo-
lucrados; artefactos, distingue aquellos de tipo material (considera herramientas
tecnologicas para dibujo, construccion o medicion) o un sistema simbolico (con-
sidera el empleo de objetos de naturaleza semidtica o algoritmos basados en
técnicas de calculo). El plano cognitivo esta constituido por los componentes:
visualizacion, determinado por la representacion semidtica de los objetos mate-
maticos; construccion, basado en las acciones desencadenadas por los artefac-
tos utilizados y las técnicas de uso asociadas; prueba, definido como todo
proceso discursivo de validacion, que permite formular argumentaciones orga-
nizadas deductivamente, definiciones, hipdtesis, conjeturas o el enunciado de
contraejemplos (Kuzniak et al, 2016b; Henriquez Rivas et al, 2021a). La articu-
lacion entre los planos y sus componentes se realiza mediante tres génesis,
semiotica, instrumental y discursiva, que permiten explicitar la naturaleza del
trabajo matematico puesto en juego (Kuzniak, 2011).

De lo anterior, las distintas interacciones que se pueden dar entre dos géne-
sis y sus componentes implicadas, se representan por planos verticales (Kuzniak
y Richard, 2014), los cuales conectan diferentes fases del trabajo matematico y
significados en la ejecucién de una tarea (Gémez-Chacon et al, 2016). El plano
vertical semidtico-discursivo, [Sem-Dis], implica poner en coordinacion el proce-
so de visualizacion de objetos representados con un razonamiento para probar.
El plano vertical semidtico-instrumental, [Sem-Ins], involucra el uso de artefactos
para la construccion de resultados, bajo ciertas condiciones o en la exploracion
de objetos mediante el uso de representaciones semioticas, sin necesidad de un
objetivo de validacion. El plano vertical instrumental-discursivo, [Ins-Dis], relacio-
na una prueba basada en la experimentacion, la validacion de una construccion
o la generalizacion empirica, con el uso de un artefacto (Kuzniak et al, 2016b).
Estas relaciones se ilustran en el siguiente diagrama (figura 1).
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V: Visualizacion

GS: Génesis semidtica

R: Representamen

C: Construccion

Gl: Génesis instrumental
A: Artefacto

P: Prueba

GD: Génesis discursiva
T: Referencial

Figura 1. Diagrama de los planos verticales, génesis y componentes en el ETM
(adaptado de Kuzniak et al, 2016a).

La caracterizacion de las interacciones entre los planos verticales, génesis y
componentes del ETM puestas en accién por un individuo, cuando resuelve una
tarea especifica, la entenderemos como circulacion en el espacio de trabajo
(Montoya-Delgadillo et al, 2014).

Existen tres tipos de ETM, este articulo nos referiremos en profundidad a uno
de ellos (ETM idéneo), estos son: ETM de referencia, definido por criterios teoricos
con la finalidad de organizar determinados conocimientos, de acuerdo con los
principios epistemologicos subyacentes al dominio matematico estudiado; ETM
personal, relativo al trabajo propio del individuo, sin necesariamente una intencion
de ensenanza, definido por la forma en la cual el individuo construye su propio
trabajo matematico; ETM iddneo, relacionado con un individuo (profesor o investi-
gador) que le da sentido a un contenido matematico disefiado para la ensefianza
en un lugary contexto determinado (Flores Gonzalez y Montoya Delgadillo, 2016;
Henriquez Rivas et al, 2021a; Verdugo-Hernandez et al, 2022), y se diferencia entre
el ETM idoneo potencial y el actual (Henriquez Rivas et al, 2022).

En este escrito nos enfocaremos en el ETM idéneo potencial del futuro profesor,
en relacion con el diseno y resolucion esperada de tareas propuestas para la
ensenanza de las funciones y sus representaciones, pero que aun no son imple-
mentadas en el aula. El futuro profesor deberfa disefar un ETM idéneo con el
fin de posibilitar a sus eventuales estudiantes la resolucion de tareas. En ese
sentido, el rol del diseno de tareas, asi como la resolucion esperada por el futu-
ro profesor, son aspectos claves de este estudio.

Por otra parte, la nocion de tarea ha sido ampliamente utilizada en investi-
gaciones en ETM y si bien no se trata de una componente explicita del modelo,
es entendida como la activadora del trabajo matematico del individuo (Kuzniak,
2011). Tal como senalan Henriquez Rivas et al. (2021a), se concibe por tarea
como toda secuencia de experiencia matematicas planificada para los
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estudiantes, con una intencion didactica. En este contexto, destaca la importan-
cia que se atribuye en atencion al disefo de tareas (Watson y Ohtani, 2015).
Para el presente estudio, se considera la distincion entre: tareas cldsicas, como
aquellas que tradicionalmente se encuentran en textos universitarios o libros de
textos escolares y, que son de uso habitual en la ensefanza; tareas en contex-
fo cercano para el estudiante, las cuales implican una situacién que en su
resolucion involucran (de forma explicita o no) la resolucion de problemas o a
la modelacion (Borromeo Ferri, 2010).

3. METODOLOGIA
CARACTERISTICAS GENERALES

Se estudian propuestas de ensenanza basadas en tareas sobre la nocion de
funcion que privilegian la habilidad representar, con el propdésito de caracterizar
el ETM idéneo potencial de futuros profesores (FP). Las tareas fueron elegidas, di-
senadas y analizadas a priori por FP de matematicas durante su formacion inicial
docente (FID). El estudio presentado es de tipo cualitativo, precisamente, se adopta
un estudio colectivo de casos de tipo instrumental (Stake, 2007). La justificacion
del diseno de estudio obedece a la seleccion de dos casos representativos, que
permiten comprender como los FP proponen y analizan tareas en una actividad
formativa planteada durante su FID (Stake, 2007; Simons, 2011). La unidad de
analisis consiste en el trabajo matematico realizado por los FP en cursos de Di-
dactica del Algebra dictados en dos universidades chilenas durante el afo 2020.
La eleccion de las dos universidades se debe a razones de disponibilidad de las
investigadoras, pues cada una realizd la docencia en estos cursos al momento de
la recoleccion de datos, en el marco de la actividad propuesta.

Los FP participantes del estudio, fueron seleccionados dentro del total de
matriculados en cada curso, tres FP de la universidad 1 (U1) y siete FP de la
universidad 2 (U2). Al momento de la actividad, los FP se encontraban en una
etapa avanzada de su formacién, 6° semestre en U1l y 7° semestre en U2, dife-
rencia debida a la ubicacion del curso en cada plan formativo. En ambas insti-
tuciones, los cursos disciplinarios se desarrollan desde el inicio de la formacion
y los de didactica disciplinar se desarrollan a partir del 5° semestre.

La actividad se desarrollo en el horario asignado del curso, lo que implicd
tanto horas de trabajo virtual (modalidad dada por el contexto de pandemia por
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Covid-19), como horas de trabajo auténomo. En cuanto a la organizacién de la
actividad, los FP de U1 trabajaron de forma individual, mientras que los FP de
U2 conformaron grupos de trabajo de dos o tres personas, seguin su propia
afinidad. Por una consideracion ética, se solicité el consentimiento a los FP para
la realizacion del estudio, quienes aceptaron de manera voluntaria y sin relacion
alguna con la calificacion obtenida en el curso.

El equipo de investigadoras estuvo conformado por dos académicas con
grado de doctor en didactica de la matematica (con formacién pedagogica),
quienes planificaron la actividad en conjunto, la que posteriormente implemen-
taron para los FP en sus respectivas instituciones (U1 y U2). Los FP contaron con
el apoyo de las investigadoras durante todo el desarrollo de la actividad. La
planificacion e implementacion de esta actividad involucré tres momentos:

Momento 1: Tedrico-prdctico. Se desarrollaron cuatro sesiones virtuales teo-
rico-practicas centradas en el estudio de la habilidad representar del curriculo
escolar. Para ahondar en el tema, también se estudiaron aspectos de la semié-
tica en educacién matematica.

Momento 2: Ejemplificaciones. Se llevaron a cabo dos sesiones virtuales para
analizar tareas que privilegian y sirven para ilustrar la habilidad representar.
Estas provienen de una seleccion planificada por las investigadoras v, luego, pre-
sentadas en cada curso. También, fueron discutidos ejemplos elaborados por los FP.

Momento 3: Desarrollo de la actividad. Se desarrollo en 5 semanas, con sesiones
virtuales sincronicas y de trabajo auténomo asincronico de los FP. En general, la
actividad consistio en el diseno y andlisis a priori de cinco tareas para la ensenanza
del concepto de funcion. En la primera semana, la actividad considerd la descripcion
de tres posibles niveles de desempeno asociados con la habilidad representar y
la demanda cognitiva implicada en cada nivel, segun lo que los FP consideran
que los estudiantes (de educacion secundaria) podrian realizar al resolver cada
tarea. En la segunda vy tercera semana, los FP trabajaron en el diseno de tareas
en relacion con los niveles de desempeno que fueron descritos anteriormente, o
cual implico la creacion o adaptacion de estas. En la cuarta y quinta semana, los FP
desarrollaron los andlisis del trabajo potencial (o esperado) que las tareas promueven.
Luego, los FP entregaron la actividad a las profesoras a cargo del curso respectivo
(investigadoras). Cabe notar que, para ese momento, los FP tenian conocimientos
tedricos que les permitieron la realizacion de la actividad.

A saber que, para efectos del presente estudio, fueron consideradas las pro-
ducciones del momento 3y su respectivo analisis basado en el ETM.
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SELECCION DE CASOS

Para la seleccion de los casos de estudio, se consideraron casos por cada ins-
titucion, los que se denominaron FPU1 y FPU2. Esto se baso en los siguientes
criterios (Stake, 2007): un caso representativo de la clase para cada institucion
(Yin, 2018); la disposicién de casos de estudio a participar en forma voluntaria
en la investigacion; lo ilustrativo de los casos en cuanto a la variedad de tipos
de tareas disefiadas para abordar la habilidad representar en la ensefanza.
En el caso de FPUI, el diseno implico la creacion de tareas y en el caso de FPUZ2,
el diseno considero la adaptacion de tareas de un libro de texto. Ademas, se
considerd las posibilidades que brindan los casos respecto de las dinamicas
de trabajo en la formacion del profesorado, lo cual nos resulta interesante de
mostrar. FPUI corresponde al trabajo de un FPy mientras que FPU2 corresponde
al trabajo colaborativo de dos FP. También se tomd en cuenta la oportunidad
de las investigadoras de realizar esta actividad en formacion de profesorado
y el acceso a la toma de datos. Cabe destacar que se trata de casos de dos
universidades ubicadas en diferentes zonas geograficas, o que implica mostrar
también diferencias en las formaciones impartidas (Simons, 2011).

Con respecto a las tareas seleccionadas, se muestran dos tareas asociadas
con la denominacién cldsica 'y en contexto cercano para el estudiante, respec-
tivamente, en caso de FPUL. En el caso de FPU2, se presenta una tarea en
contexto cercano para el estudiante, adaptada de un libro de texto, lo cual fue
representativo del trabajo realizado por los FP en U2. De esta manera, los casos
seleccionados permiten analizar las singularidades y diversidad del trabajo mate-
matico, a través del ETM idoneo potencial de FPU1 y FPU2.

RECOLECCION Y ANALISIS DE LOS DATOS

Las técnicas cualitativas para la recoleccion de datos consideran la observacion
participante, notas de campo de las investigadoras en el momento 3 y los mate-
riales escritos en un ordenador con las producciones entregadas por los FP a la
profesora a cargo del curso, una vez terminada la actividad.

Para caracterizar el ETM idéneo potencial de los FP, de acuerdo con las tareas
que disenaron para la ensenanza, la investigacion se llevo a cabo en dos fases:

Fase 1: Diseno de tareas relacionadas con la habilidad representar. Corres-
ponde a la presentacion de las tareas disenadas por FP, sus caracteristicas en
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la perspectiva semiotica (Duval, 1995) y el vinculo que establecen (los FP) con
el nivel de la habilidad representar.

Fase 2: Trabajo matemdtico para la ensenanza por el FP. Corresponde al
estudio del trabajo a priori en relacion con una tarea disenada por el FP, deno-
minado ETM idéneo potencial del FP (Henriquez Rivas et al, 2022). Esta fase
permitié comprender cual es el trabajo matematico que se pretende propiciar
para la ensenanza.

Los andlisis del ETM idéneo potencial del FP, contemplan elementos de una
metodologia basada en el ETM (Henriquez Rivas et al, 2021a; Kuzniak y Nechache,
2021), para describir las principales acciones en la realizacion de la tarea. Estas
acciones consideran:

1. Identificacion de los episodios de trabajo. Se identifican los episodios (E)
de trabajo que resuelven la tarea, segun el desarrollo del FP. Un episodio
se relaciona con aquellos momentos en donde se busca evidenciar una o
varias acciones al resolver una tarea.

2. Descripcion del trabajo. Se describe el trabajo de cada episodio a traves de
una sucesion de acciones realizadas por el FP.

3. Andlisis de la circulacion. Con base en la descripcion del trabajo, se analiza
e interpreta en términos de la circulacion del ETM. Para los andlisis se utiliza
un protocolo con descriptores y criterios que refieren a las génesis y sus
componentes, asi como también los planos verticales, como una forma de
dar mayor especificidad a los analisis (tabla 1).
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Tabla 1. Protocolo para

el analisis de la circulacion en el ETM

Criterio Componentes Descriptor

Génesis semid- | Representamen Relaciona objetos matematicos y sus elementos signi-

tica (GS) ficantes.

Visualizacion Interpreta y relaciona los objetos matematicos segun
actividades cognitivas relacionadas con los registros
de representaciones semidticas (identificacion, trata-
mientos, conversiones).

Génesis instru- | Artefacto Utiliza artefacto de tipo material o sistema simbdlico.

mental (Gl - .

@D Construccion Se basa en los procesos dados por las acciones des-
encadenadas por los artefactos utilizados vy las técni-
cas de uso asociadas.

Génesis discur- | Referencial Utiliza definiciones, propiedades o teoremas.

siva (GD . ; . .

(GD) Prueba El razonamiento discursivo se basa en distintas formas
de justificacion, argumentacion o demostracion.

Plano vertical [Sem-Ins] Los artefactos se usan en la construccién de resulta-
dos bajo ciertas condiciones o para la exploracién de
representaciones semioticas.

[Ins-Dis] El proceso de prueba se basa en una experimentacion
con el empleo de un artefacto, o bien, en la validacion
de una construccion.

[Sem-Dis] El proceso de visualizacion de los objetos representa-

dos se pone en coordinacion con un razonamiento
discursivo para probar.

Fuente: elaborado por las autoras (adaptado de Verdugo-Hernandez et al, 2022).

En relacion con las estrategias de triangulacion (Denzin, 1978), se usa la trian-
gulacion de datos 'y del investigador, realizada entre los analisis de las fases 1
y 2, dado por la experiencia y formacion disciplinar de las investigadoras.
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4. RESULTADOS
CAso 1: FPU1

Fase 1. A continuacion, se presentan las tareas disenadas por FPUL. La primera
tarea, asociada a un enunciado clasico, se da en un contexto matematico (Ffgu-
ra 2A),y abarca dos preguntas (1y 2), que son frecuentes de encontrar tanto en
textos universitarios, como escolares de los ultimos niveles de secundaria (e.g,
Stewart, 2008). La segunda tarea se asocia a un enunciado dado en un contex-
to cercano para el estudiante y considera tres prequntas (3, 4 y 5) (figura 2B).

1. ¢Qué es una asintota? Ejemplifique Lea el enunciado y responda las preguntas 3-5
2. Observa los graficos de las funciones x2, | Luis después de comer sinti6 un fuerte dolor de
x*y x6 a continuacion, explique que estdbmago, ya que, la salsa que hizo para los
sucede fideos le quedd cruda, el doctor le recomendd

_ un remedio que tiene potencia de que le pasen
T J \ SN ™ / los dolores de < por dia.
\ | \ 3. Formule la situacion de Luis. (Agregue
] ] / datos de ser necesario).

4. ¢Qué ocurre si a los tres dias no le pasan
los dolores a Luis? (Cree un grafico o una
tabla para fundamentar su respuesta).

5. Si la abuelita de Luis le da un remedio
casero que tiene una potencia de % por
dia. {Cudl remedio es mejor? (Cree un
grafico o una tabla para fundamentar su
respuesta).

A. Tarea clasica

B. Tarea en contexto cercano para el estudiante

Figura 2. Tareas propuestas por FPUL.

La tarea clasica (figura 2A) se presenta de forma abierta e invita a un trabajo
que podria involucrar el uso del lenguaje natural, asociado con la definicion de
asintota y de funciones potencia (en este caso, polinomios de grado par) en los
numeros reales, aun cuando esto no es explicito. En el caso de la pregunta 2,
se debe conectar el enunciado, a partir de los registros algebraico y grafico para
dar solucién. La pregunta 3 solicita representar la situacién del enunciado en
algun registro semidtico (no es explicito en cual), quedando abierto al resolutor.
En las preguntas 4 y 5, dadas ciertas condiciones establecidas en la respuesta
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anterior, se solicita responder con un registro grafico o tabular. En relacion al
diseno de la sequnda tarea (figura 2B), cabe destacar que, la situacion plantea-
da se aleja de una tarea real, ya que el enunciado asegura que ‘el dolor se pasa
en 'k por dia’, lo cual contradice el hecho de que el dolor no es cuantificable,

En cuanto al nivel de desempeno de la habilidad representar que las tareas
privilegian, FPU1 ha catalogado la primera (figura 2A), en el primer nivel de
menor demanda cognitiva. Esto, segun senala, debido a que se debe distinguir
las definiciones y variables que se entregan de manera explicita, conocer los
términos matematicos y su significado, y saber utilizar los conocimientos mate-
maticos aprendidos desde 1° a 3° Medio (14 a 16 anos) que le son Utiles para su
resolucion. Sin embargo, también se podria recurrir a propiedades mas profundas
a partir de las graficas, por ejemplo, el hecho de que x° es mas achatada en el
origen que x*y esta, a su vez, mas que x% En cambio, la sequnda tarea (figura 2B),
la asocia con un nivel de desempeno de mayor demanda cognitiva. Esto lo fun-
damenta en que los estudiantes deben saber formular el problema adecuada-
mente, probar posibles respuestas mediante ejemplos, si es necesario, identificar
y desarrollar cada paso en la resolucion del problema y expresar sus ideas de
manera clara y coherente.

Fase 2. Identificacién de episodios y descripcion del trabajo. Para los ana-
lisis del ETM idéneo potencial por FPUL, se identificaron ocho episodios (E),
asociados con la presentacion del trabajo esperado para ambas tareas, tres para
la primera tarea y cinco para la segunda.

Solucion de pregunta 1). El episodio E1 estd dado por la definicion de
asintota, para lo cual FPUT declara que se trata de una recta que “se acerca
a otra”, pero nunca se intercepta con ella. Luego, el episodio E2 involucra la
ejemplificacion de una asintota, para lo cual declara en lenguaje natural, que
una funcion exponencial tiene una asintota con el eje x. Si bien FPU1 declaro
que esta tarea suponia un nivel de desempeno con menor demanda cogniti-
va, su respuesta no es del todo correcta. Esto debido a que una recta o bien
se intercepta con otra en un punto, o bien en infinitos puntos, o bien nunca;
en este Ultimo caso, ninguna se acerca siquiera a la otra, incluso podria haber
especificado que asintota le podria haber correspondido a cada funcién. En el
contexto escolar, asintota es una recta cuyo comportamiento se asemeja al de
una curva determinada en el infinito (ya que la funcion o curva converge a
dicha recta). Dado que E2 se asocia con una pregunta abierta, podria dar lugar
a variadas respuestas.
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Solucion de pregunta 2). El episodio E3, de relacién entre diversas represen-
faciones de funciones, consiste en interpretar expresiones algebraicas, en cone-
Xion con sus respectivos graficos y, explicar el comportamiento de cada funcién.
En este caso, FPU1 declara mediante lenguaje natural que:

FPUL: ..Se puede observar que el exponente de la funcién aumenta, por lo que esta crece
mas rapido. Esto es porque, las imagenes del grafico de f(x) son menores a las de
la funcion g(x), asimismo con h(x).

Cabe senalar que, en la solucion descrita por FPU1, se evidencia que la escritu-
ra algebraica asociada a cada funcion implica la designacion de las funciones
como f(x), g(x) y h(x), cuestion que no esta mencionada en el enunciado.

Solucion de pregunta 3). En el episodio E4, formulacion de situacién en
contexto, el estudiante debe representar la situacién propuesta en el enunciado.
Para ello, FPU1 propone una respuesta basada en los posibles efectos de un
medicamento sobre una infeccion bacteriana (sin recurrir a datos reales). Preci-
samente, supone que el efecto del medicamento por dia se describe mediante
la funcion exponencial f(x)= (%)x En el supuesto anterior, es implicito que en
el dia 0 el dolor es maximo y que disminuira en el tiempo por accion del medi-
camento a la razén % con respecto al dia anterior, dado que:

fx) =1, f(1)=(1/4) f(0), f(2) = (1/Df(1),...
f(n+1) = (1/4) f(n), para cadan € N.

El desarrollo anterior muestra que la funcién exponencial propuesta por FPU1
es incorrecta, puesto que el enunciado establece que el dolor disminuye en %
por dia”. En este sentido, destacamos que la funcién que representa la situacion
es g(x) =—(1/4)x + 1, ya que de este modo el dolor disminuira efectivamen-
te en ¥ por dia:

9(0)—g(1)=1-3/4=1/4,g(1) —g(2) =3/4—-2/4=1/4,
92)—gB)=2/4-1/4=1/4,93) —g(4) =1/4-0=1/4

Solucion de pregunta 4). El episodio E5, representacion grdfica de la situacion
en contexto (figura 3), FPU1 privilegia una solucion basada en un registro gra-
fico (el enunciado de la pregunta 4 sugiere también el uso de un registro tabu-
lar), con el uso de Geogebra.
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St

0 1 2 3 4 5 &

Figura 3. Representacion grafica desarrollada por FPU1 para la solucién de la pregunta 4.

En el episodio E6, justificacion intuitiva de la situacion, FPUT provee una expli-
cacion basada en la observacion del grafico realizado en E5, segun el contexto
de la tarea planteada:

FPUT: Sia Luis no se le pasan los dolores a los tres dias, podemos suponer que el doctor, tal
vez, le mintio en la efectividad del remedio... o que simplemente le queda poco tiempo
para que pasen los dolores.

Usando la recta g(x) = —(1/4)x + 1, observamos que el dolor no se pasa a
los 3 dias, ya que g(3) = 1/4, pero si al cuarto dia, pues g(4). En este sentido,
senalamos que, habria que esperar 1 dia mas, pues el dolor no se pasara com-
pletamente a los 3 dias.

Solucion de pregunta 5). En el episodio E7, comparacion de dos funciones
segun el contexto, FPU2 grafica las funciones reales f(x)= (%)x y f(x)= (%)x.
Cabe senalar que, la respuesta de FPU1 es consistente con la que ya habia dado
anteriormente. En E8, fundamentacién grdfica de la respuesta (figura 4), FPU1
privilegia (nuevamente) el registro grafico para fundamentar la solucién.

of 1 2 3 4 5 8 7
Al comparar los graficos podemos ver que el remedio del doctor es mejor

Figura 4. Representacion grafica desarrollada por FPU1 para la solucién de la pregunta 5.
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De este modo, se destaca que la respuesta correcta de la segunda tarea
depende de encontrar la funcidon que describe adecuadamente la situacion
planteada. En este caso, la funcién que representa el remedio casero correspon-
de alarecta h(x) = —(1/2)x + 1, ya que asi se tendra que la disminucion de
dolor es exactamente ¥, por dia:

h(0)—h(1)=1-1/2=1/2h(1) —h(2)=1/2 —0=1/2.

Ademas, el dolor se pasa en el sequndo dia, por lo cual el remedio casero es
mas efectivo que el dado por el medico.

Andlisis de la circulacién en el ETM idéneo potencial de FPUI. Solucién
de pregunta 1). En E1 se define en lenguaje natural el concepto de asintota, lo
cual activa la GD en relacion con la componente referencial. Luego, en E2 se
involucran componentes del plano epistemologico, en este caso, del represen-
tamen, debido a la ejemplificacion a través de una funcién exponencial, lo que
implica también el referencial, por su definicion. Se destaca que, este caso se
relaciona con la idea de dificultad (Henriguez Rivas y Montoya Delgadillo, 2016),
asociada a la componente referencial, pues los objetos y su uso (asintota, funcion
exponencial) se presentan de forma poco rigurosa en un sentido matematico,
lo que impide a FPU1 aprovechar el potencial del trabajo en torno a las génesis
y componentes que podrian estar involucradas.

Solucién de pregunta 2). En E3 se activa la GS, pues involucra inicialmente
coordinar los objetos representados en dos registros (algebraico y grafico) desde
el enunciado. Luego, la visualizacion de estos para explicar qué ocurre con cada
funcion potencia dada, lo que involucra la activacion de la GD y el referencial por
la asociacion de dichas funciones y sus caracteristicas (dilatacion y contraccion).
De este modo, en E3 se activa el plano vertical [Sem-Dis], del cual se resalta una
explicacion intuitiva, similar a la solucion de la pregunta 1. Asimismo, hay evidencias
de una dificultad en el representamen, debido a la coordinaciéon de la notacion
entre el enunciado y la solucion, presentada con falta de rigurosidad.

Solucion de pregunta 3). El E4 activa la GS, dado por la expresion algebraica
presentada y la visualizacion en el contexto de la tarea planteada. Se provee
una justificacion ingenua de dicha expresion, que describe la situacion, lo cual
activa la GD, debido a que se activan conocimientos del representamen (correc-
tos 0 no), por ejemplo, la utilizacion de la funcion exponencial, con la intencién
de generar un proceso de prueba. En esta solucion se activa el plano vertical
[Sem-Dis]. Sin embargo, se reconoce que existe un bloqueo (Henriquez Rivas y
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Montoya Delgadillo, 2016), asociado a la componente referencial, pues la expre-
sion matematica proporcionada no responde al enunciado planteado, lo que
podria estar relacionado con la necesidad de analizar el disefno de la tarea y la
definicion de la funcién exponencial involucrada, ya que lleva a un error en la
respuesta dada.

Solucion de pregunta 4). En E5 la eleccion del registro semiotico presentado
por FPUT es un grafico, utilizando un programa computacional para ello. En este
sentido, el plano vertical empleado es [Sem-Ins]. Luego, en E6, el trabajo pro-
puesto activa la visualizacion de dicho grafico y la prueba experimental con el
fin de proveer una justificacion, la que no se basa en datos proporcionados o
en un analisis mas profundo.

Solucion de pregunta 5). Finalmente, en E7, FPU1 compara las graficas de
las funciones que propone, lo cual activa el plano vertical [Sem-Ins]. Luego, en
ES, la validacién de su respuesta se apoya en el registro grafico del episodio
anterior, sin recurrir a un argumento con palabras. Lo anterior, se asocia a una
prueba sin palabras, planteada por Richard (2004), lo que activaria el plano
vertical [Sem-Dis], con una componente referencial ausente. En este caso, al igual
que en el analisis de la solucion en la pregunta 3, se considera que existe un
blogueo en la componente referencial, pues los graficos de las funciones no
responden al enunciado planteado, lo cual evidencia un error en la definicion
de funcion.

CAso 2: FPU2
Fase 1. La tarea presentada (figura 5), se asocia a un contexto cercano para el
estudiante y corresponde a una adaptacion realizada por FPU2 de un libro de

texto. Precisamente, la tarea consiste en una aplicacion sobre la cuenta de un ser-
vicio basico, donde FPU2 cambi6 la cuenta y las dos preguntas propuestas (i y ii).
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En las cuentas de agua, g Imente, se especifica el cargo fijo, los metros cibicos consumidos y los montos

que se van a pagar por agua potable y por servicio de alcantarillado, los cuales dependen de la cantidad de
metros cibicos consumidos.

A partir de las imagenes 1 y 2:
1) Modele la funcién que representa la relacion entre metros ctibicos, suponiendo que se cobra $17
por m®, y el monto a pagar para cualquier consumo. Justifique.
i) Describa la fuoncion modelada anteriormente a partir de sus elementos (dominio, recorrido,
pendiente, creciente o decreciente, grifico).

* Essbio RUT : 76.633.300-8
BOLETA ELECTRONICA
N 52386698
S.LL - CONCEPCION
N* Ruta EI 16410290
BokaEmaca  21MOVZDIS
Tipo ae Despacha  Entrega en 1a instal
Gupotaiia 2 ESSEO VI
Faclor de. 100
Tige Fachrasin
Diametio i)
S DleneTD Maddor LR DO1Y # 50062
de Servicio es:
25 pumnns o e e s T PO Su consumo en $ de este mes, se calcula asi
Lo Ao 18102018 T Gonmums AguaPotable sa02 -
Contuma Caluiada 0 Tomamin Apoes erties £ | (S Fio -
s e COnrfu_mo Agua Pola_ble 5.462
SO R oy Wereses = Servicio De Alcantarillado 6.407
Alsia Sencito H ratamiento Aguas Servidas "
Ajusto Sencilo Anericr & T N Aﬂ Se d 4 358
Subtotal Consumo Mes 16.870
S Camaume an 3 durants s s 13 mesea fus e Tom Hie  Inlereses 302
Ajuste Sencillo Anterior 6
Ajuste Sencillo -8
Monto Total 17.170
[T — Saldo Anterior 21.620
T e TOTAL A PAGAR 38.790
VENCIMIENTO Corte en tramite
Imagen 1 Imagen 2

Figura 5. Tarea formulada por FPU2.

La primera pregunta es abierta e involucra la conversion del enunciado escrito
en lenguaje natural a la escritura de una expresion que modele la situacion. La
segunda pregunta, implica relacionar la funcion anterior con sus propiedades,
la cual se formula de forma abierta, es decir, que existe la posibilidad de repre-
sentar los elementos en diversos registros semidticos, ademas del registro grafico,
el que se solicita explicitamente.

En cuanto al nivel de la habilidad representar que la tarea privilegia, FPU2
clasifican la tarea en términos de su nivel de desempeno, en un nivel de alta
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demanda cognitiva, lo que justifican, dadas las actividades de tratamiento y
conversion (Duval, 1995), implicadas en la solucién. En la justificacién sefnalan:

FPU2: [.] Logran una cierta autonomia para aplicar tratamiento y/o conversion de actividades
semioticas, implicando usar mas de dos registros de representacion en las soluciones y
basadas en la interpretacion de una sola fuente de informacion, razonando e infiriendo.
Son también capaces de exponer sus interpretaciones y justificar los resultados.

Fase 2. Identificacion de episodios y descripcion del trabajo. En cuanto al
analisis del ETM idoneo potencial, se identifican seis episodios asociados con la
solucion esperada por FPU2, seguin las preguntas i) y ii) que han formulado.

Solucion de pregunta i). En el episodio E1, deduccion de la expresion alge-
braica que describe la situacion, se espera a la funcion {x)=17x+643 como
respuesta. El episodio E2, considera la justificacion de la solucidn, lo que FPU2
fundamentan en que:

FPU2: [.] cada metro cubico de agua tiene un valor de $17,y lo que varia cada mes (variable)
es la cantidad de metros cubicos consumidos. Por otra parte, el cargo fijo tiene un
valor de $643 pesos, y este es un valor constante.

Solucion de pregunta ii). En el episodio E3, se interpreta el dominio de la funcién.
FPU2 senalan que el dominio tiene ciertas condiciones, dado que se trata de
metros cubicos, lo que debe estar definido dentro del conjunto de los numeros
racionales positivos. Luego, el episodio E4 estda dado por la interpretacion del
recorrido de la funcion, para lo cual FPU2 sefalan que esta representa el valor
de consumo mensual y, como se trata de dinero, este debe estar definido dentro del
conjunto de numeros naturales. Igual que en el dominio de la pregunta mas
arriba, esta respuesta es correcta, pero imprecisa al momento de querer ensenar
funciones reales, debido a que el dominio y recorrido natural de estas es el
conjunto de los numeros reales, sin existir un cuestionamiento al respecto. En
ambos episodios, 1a respuesta se formuld en lenguaje natural. El episodio E5,
muestra el andlisis de la pendiente de la funcion, para lo cual FPU2 sefalan
que la pendiente de la funcion f{x)=17x+643 es 17, como esta es positiva, enton-
ces la funcion es creciente. Finalmente, el episodio E6 estd dado por la repre-
sentacion grdfica de la funcion (Figura 6). Para ello, FPU2 utilizan un software
(Geogebra); sin embargo, el grafico presentado no ayuda a interpretar ni evaluar
en el contexto de la situacion, esto por los valores que se muestran en los ejes
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x ey, lo que, si bien es correcto, podrian llevar a una interpretacion errénea o
confusa de la tarea propuesta.

Figura 6. Representacion grafica desarrollada por FPU2.

Andlisis de la circulacién en el ETM idéneo potencial de FPUZ2. Solucion de pre-
gunta i). En E1 se representa la situacion dada en el enunciado a través de la re-
presentacion en el registro algebraico. Lo anterior involucra la activacion del plano
[Sem-Ins], dada por la componente representamen del objeto funcién y la conversion
o0 construccion del registro proporcionado en el enunciado, del lenguaje natural a la
representacion algebraica. En E2, se activa el proceso de prueba en la justificacion
de la expresion algebraica que representa la situacion en el contexto dado por la
tarea. En este caso, se asocia el trabajo al plano vertical [Sem-Dis]. No obstante, en
esta justificacion, la componente referencial del plano epistemoldgico, asociada a
la funcion implicada, no aparece explicitamente.

Solucion de pregunta ii). Se vincula con propiedades de la funcion, dado que
en E3 y E4 se activan las componentes del referencial en la descripcion en
lenguaje natural de su dominio y recorrido, junto con la interpretacion de estos
elementos en el contexto planteado. Lo anterior, implica la activacion del plano
[Sem-Dis], por el hecho de realizar una consideracion tedrica acerca de estos
elementos. En E5, el trabajo involucra activar la GS dada por la observacion del
objeto funcion desde el representamen vy la visualizacion de este en el registro
algebraico, donde su pendiente (17 de la funcion) parece ser un artefacto
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simbdlico que se utiliza sin justificacion, es decir, en este episodio se activa el
plano [Sem-Ins]. En E6, el trabajo conlleva la activacion de las mismas compo-
nentes anteriores, es decir, el plano [Sem-Ins] donde la funcion se representa en
un grafico (construccion), pero en este caso utilizando un artefacto tecnologico
(sin su potencial dinamico).

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES
La caracterizacién del ETM idéneo potencial de FPUL y FPU2, en relacion con

las tareas disenadas, describe las génesis, componentes y planos verticales que
son activados. La tabla 2 resume los andlisis, seguin cada tarea.

Tabla 2. Resumen del ETM idéneo potencial

FPU | Tarea Preguntas | Episodio Tipificacion de las génesis, componentes y planos verticales activados
formuladas
en la tarea Génesis semiotica (GS) Génesis instrumental (GI) | Génesis discursiva (GD) | Plano
vertical
Representamen | Visualizacion | Artefacto | Construccion | Referencial | Prueba
FPUL | Clasicas 1 El, E2 X X X
2 E3 X** X X X [Sem-Dis]
Contexto 3 E4 X X X* X [Sem-Dis]
cercano
para el 4 E5, E6 X X X X X | [Sem-Ins]
estudiante (tecnoldgico)
5 E7 E8 X X X* X [Sem-Ins]
[Sem-Dis]
FPU2 | Contexto i E1, E2 X X X [Sem-Dis]
cercano
para el ii E3, E4, X X X X X [Sem-Dis]
estudiante E5, E6 X X (simbolico y [Sem-Ins]
tecnoldgico)
Nota: * alude a blogueo en el ETM; ** alude a dificultad en el ETM (Henriquez Rivas y Montoya Delgadillo, 2016).

Fuente: elaborado por las autoras.

Como se observa en los resultados de FPUL, el énfasis de su trabajo esta en la GS
y GD, y, en menor medida, la aparicion de la Gl. Esta ultima aparece con el uso
de un programa para graficar las funciones implicadas, lo cual, a nuestro juicio,
podria haber sido mejor aprovechado en la propuesta de FPUL. En el caso de las
geénesis privilegiadas (GS y GD), se identificaron dificultades asociadas con las com-
ponentes referencial y representamen en la tarea clasica, asi como bloqueos en la
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componente referencial asociada a la tarea en contexto cercano para el estudian-
te. En este sentido, las definiciones (asintota, funcion exponencial) y sus usos en
el trabajo matematico propuesto por FPU1 son presentadas con deficiencias, falta
de rigurosidad matematica, o bien, de forma intuitiva y poco elaborada.

En relacion con el parrafo precedente, se destaca que el plano vertical [Sem-
Dis] es el que tiene mayor presencia en la propuesta de trabajo matematico para
la ensenanza, aunque presenta aspectos por revisary mejorar por parte de FPU1.
Este aspecto se evidencia en E4, en el cual, a pesar de que se intent6 crear una
pregunta original, motivadora y cercana para los estudiantes, resulta imprecisa,
pues parece obviar que f(0) = 1 representa el 100% de dolor y que este dis-
minuye a 'k por dia, lo que muestra deficiencias en la interpretacion acerca de
la funcion exponencial. En este sentido, consideramos que el ETM idéneo potencial
de FPU1 presenta escasa reflexion en cuanto al uso de representaciones de la
funcion continua, en relacion con el sentido de los valores reales que puede
tomar el dominio de esta y, en el contexto de la situacion planteada, lo cual seria
pertinente de considerar en una perspectiva de ensefnanza (Rousse, 2020).

En cuanto al uso de artefactos por PFU1, estos aparecen en el trabajo de E5
y E6. Su uso para fundamentar o argumentar un razonamiento discursivo, que
podria activar el plano [Ins-Dis], o bien, para favorecer la habilidad representar
en juego, no es privilegiado en el trabajo asociado al diseno para el aprendizaje
propuesto. Se constata la necesidad de revisar los enunciados de las tareas, y si
bien es valorable la intencion de vincular con contextos cercanos a la realidad,
estos deben ser mejor planteados, considerando los conceptos involucrados, la
diversidad de representaciones disponibles, la rigurosidad matematica, la clari-
dad y su validez de acuerdo al contexto que se quiere presentar.

Por ultimo, desde la perspectiva del ETM sobre el trabajo de FPU1, se evidencia
la componente referencial debilitada, con dificultades para integrar los conteni-
dos involucrados, lo cual implica un ETM iddéneo debil en relacion con su nivel
formativo, ya que este deberfa adquirir distintas connotaciones y sentidos para la
ensenanza. Al respecto, si bien se trata de un estudio de dos casos, esto podria
servir de ejemplo para ser revisado durante las diversas asignaturas de la forma-
cion docente, de manera de robustecer los conocimientos disciplinares e integrar
la disciplina con una perspectiva didactica, pues el EIM de referencia adquirido
en los anos de estudio como FP, no le ha permitido integrar dichos saberes para
concretar una respuesta en la perspectiva del ETM idoneo para la ensenanza.

En este contexto, se destaca que se podrian replantear las tareas propuestas
y el trabajo que estas demandan, con la intencion de propiciar circulaciones
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bajo la idea de trabajo matemdtico completo (Kuzniak et al, 2016a), de manera
que activen un trabajo eficiente y adecuado en términos de génesis y compo-
nentes activadas. Se cree que esto ayudaria a favorecer y fortalecer el trabajo
asociado a la habilidad representar, que solicita la actividad planteada a los FP.

Para ello, es fundamental un trabajo que cuestione el disefo de tareas y el
analisis del ETM idoneo potencial que estas demandan. A modo de ejemplo, se
podrian disenar secuencias de tareas que pongan énfasis en las representaciones
del concepto funcion, con apoyo de un software que aproveche el potencial dina-
mico de estas, para favorecer distintos procesos cognitivos (en alusién a Arzarello
et al, 2002), lo cual se podria plantear en la formacion practica del profesorado.

De los analisis al trabajo propuesto por FPU2, quien ha presentado una tarea
asociada a un contexto cercano para el estudiante, al parecer esto refleja en gran
medida el trabajo desarrollado por los estudiantes en esta institucion. En este caso,
las circulaciones del ETM idoneo potencial dan cuenta de la intencion por activar
de forma mas variada las génesis implicadas. En este sentido, se considera que
serfa provechoso para la formacion del profesorado propiciar oportunidades para
el diseno de la ensenanza, que considere el uso de herramientas tecnologicas
dindmicas asociadas al analisis de funciones y sus diversas representaciones,
tal como sugieren los Estandares Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de
Pedagogia en Matematica (CPEIP, 2021).

En cuanto a la eleccion y adaptacion de la tarea propuesta por FPU2, se
destaca la intencion por adaptarla de un libro de texto, en la cual se propone
favorecer el trabajo alrededor de variados registros de representacion implicados
en el desarrollo de esta. El énfasis de su trabajo esta en la GS y, con menos
presencia, las GD y Gl. Lo anterior se podria deber a la intencion por privilegiar
un trabajo semidtico asociado a la habilidad representar. En contraste con el
trabajo de FPU1, en este caso no se observan dificultades ni bloqueos asociados
al trabajo matematico.

De la misma manera que el caso anterior, se considera que una revision y
atencion a la formulacién de tareas en la formacién del profesorado, en la pers-
pectiva del disefio de tareas en educacién matematica —task design— (Watson
y Ohtani, 2015), seria pertinente y, también, propiciar un trabajo matematico
completo, mediante secuencias de tareas, lo que contribuiria a enriquecer la
propuesta y a robustecer la habilidad representar involucrada.

En cuanto al trabajo matematico relacionado con la pregunta i), se observa
una intencion por activar el proceso de prueba cuando el enunciado solicita la
justificacion de la funcion que representa la situacién dada, pero sin recurrir de
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forma explicita a la componente referencial del plano epistemologico. En este
sentido, se cree que este tipo de trabajo se veria favorecido si las actividades se
realizaran en conjunto con otras perspectivas, como la modelacion matematica
(Borromeo Ferri, 2010), donde el ciclo de modelizaciéon considera la traduccion
del mundo real al de las matematicas, lo cual ayudaria a hacer emerger los
aspectos no considerados en la propuesta de FPU2. Cabe sefalar que, el curri-
culo chileno de educacion secundaria considera las habilidades representar y
modelar (Mineduc, 2015), por lo cual es parte del trabajo de planificacion de la
ensefanza que el profesor en ejercicio debe considerar.

Con respecto al trabajo matematico relacionado con la pregunta ii), se destaca
la activacion de los planos verticales, [Sem-Ins] y [Sem-Dis]. Sin embargo, no se
evidencia la activacion del proceso de prueba y, en E6, el uso de tecnologia no
aprovecha el potencial dinamico del programa empleado. Esto podria mejorar desde
los enunciados de las tareas, en los que se haga alusion explicita a cierto tipo de
razonamientos discursivos como la explicacion o la argumentacion (Duval, 1995), y
al uso del software de geometria dinamica, lo que conlleva modificar las tareas para
que estas sean presentadas de una forma abierta (Arzarello et al, 2002). Asimismo,
se observa que en E3, FPU2 realiza una interpretacion del dominio de la funcion
que no es cuestionada en un sentido matematico, debido a que so6lo considera
un dominio de los numeros racionales y no el conjunto de los niimeros reales. Al
respecto, seria pertinente una reflexion sobre el pasaje entre tareas con contextos
de dominios discretos y otras de funciones continuas, otorgando significados a la
naturaleza de las variables involucradas, lo cual es comun observar en libros de
texto u otro tipo de manuales de ensefanza (Rousse, 2020).

De los analisis presentados se destaca que, sequn la propuesta de cada caso
hay ciertas similitudes y diferencias. En cuanto a la organizacién de las tareas que
cada FP propone, se observa que estas son distintas y obedecen a dinamicas de
trabajo diferentes; mientras que de FPU1 se presentan dos tareas, de las cuales
dos preguntas se formulan como cldsicas, 1as tres preguntas siguientes se rela-
cionan con una tarea en contexto cercano para el estudiante. En el caso de FPU2
se muestra una tarea con 2 preguntas formuladas en contexto cercano para el
estudiante. De estas, destaca que su eleccion se basa en que son representativas del
trabajo realizado en Ul y en U2. En U1 se observa una intencion por la adaptacion
de tareas clasicas y la creacion de tareas en contexto; en U2 el uso de los libros de
texto de los estudiantes, ha sido sustento y apoyo para la adaptacion de tareas por
parte de los FP. Por otra parte, FPU1 ha realizado su propuesta de trabajo de manera
individual, mientras que FPU2 han realizado su trabajo de manera colaborativa, lo
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cual hace suponer que podria haber influido en los errores y dificultades detectados
en el primer caso. No obstante, se sostiene que hace falta una mayor reflexion
desde el dominio disciplinary sus implicancias en la ensenanza, lo cual debe ser
revisado y atendido en la formacién del profesorado.

Ademas, se reconocen similitudes en cuanto a las génesis activadas y los
planos verticales, asi como la ausencia del plano vertical [Ins-Dis], lo que se
relaciona con la activacion del proceso de construccion usando artefactos y su
justificacion a través de razonamientos discursivos. Asimismo, se observan cier-
tas deficiencias en cuanto a los fundamentos matematicos; un referencial debil
en el caso de FPU1 con bloqueos y dificultades y, que puede ser mejor gestio-
nado o cuestionado en el caso de FPUZ2. Si bien se trata de resultados parciales
y una organizacién del trabajo diferente en cada institucion (individual y grupal),
la cual podria haber condicionado los resultados, estos pueden servir de ejemplo
y, Como un asunto a revisar en la formacion del profesorado, especialmente en
la conformacién del ETM de referencia, y ETM idéneo del FP, donde la formacion
disciplinary didactica disciplinar se debe articular en cuanto a su conocimiento
especializado en asignaturas implicadas (Carrillo et al, 2018). También, poner
atencion entre el ETM iddneo potencialy el ETM idéneo actual (en el aula), pues
esto podria permitir confrontar y analizar lo planificado y lo efectivamente desa-
rrollado por profesores. En este sentido, las actividades que articulan teoria y
practica en la formacion docente podrian ser un camino a abordar desde la
teoria ETM, u otras perspectivas pertinentes.

En ambos casos, se constata que la formacion del profesorado debe con-
siderar el uso de artefactos en la perspectiva de la Gl; es decir, como media-
dores del conocimiento matematico para favorecer su uso aprovechando el
potencial dinamico, lo que requiere atencion al diseno de tareas y el uso de
las herramientas del software. En la perspectiva del ETM, la activaciéon de dicha
génesis estd en sintonia con lo que establece tanto el curriculo (Mineduc,
2015), como los Estandares Pedagogicos y Disciplinarios para Carreras de
Pedagogia en Matematica (CPEIP, 2021), en los cuales se demanda la integra-
cion de habilidades, conocimientos y actitudes asociados a los conceptos
matematicos, y considera el uso de diversos tipos de herramientas para la
ensenanza de las matematicas. Por otra parte, en el contexto de la formacion
del profesorado de matematicas, los distintos tipos de ETM y su diferenciacion,
podria contribuir a mejorar la reflexion de este en su rol de profesor.

Con respecto a las limitaciones del estudio, estas se relacionan con sus
alcances, pues se cree que el desarrollo de habilidades matematicas en la
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formacion inicial docente en una perspectiva que pone al FP en su rol como
profesor y actor clave en la gestion del aula, puede ser profundizado en estudios
posteriores. Por lo tanto, se considera que las reflexiones de este trabajo pueden
contribuir al desarrollo de actividades de formacion del profesorado que se
articulan con el quehacer del profesorado en el aula. En particular, el desarrollo
de las habilidades matematicas que el curriculo escolar promueve (Mineduc,
2015) y como desarrollarlas. También, se podria pesquisar coémo el FP se apropia
de estas habilidades para la ensefanza de temas matematicos especificos, por
ejemplo, centrados en el diseno de instrumentos de evaluacién (Pincheira Hauc-
ka y Vasquez Ortiz, 2018), entre otros.

A modo de cierre, se cree que resultaria interesante realizar implementa-
ciones de las tareas propuestas por FP en contextos de aula reales, dados en
los espacios de practicas pedagogicas que estan dentro de los planes forma-
tivos. Se reconoce que esta podria ser considerada como una limitacion en el
presente estudio. Si lo anterior fuera considerado para una futura investigacion,
podria tomarse en cuenta la articulacién de cursos de didactica disciplinar con
experiencias de practicas pedagdgicas en la formacion inicial docente. En este
sentido, tanto el diseno metodoldgico como el marco teorico, podrian ser utilizados
0 adaptados para un diseno de caso multiple, o bien, una metodologia mixta con
mayor numero de FP e instituciones participantes.

Finalmente, se destaca el potencial de este tipo de estudios, ya que contri-
buyen a reflexionar sobre lo que se realiza en la formacion del profesorado, sus
alcances y limitaciones, proporcionando elementos de atencién y vigilancia para
la comunidad de formadores. En este sentido, tanto este trabajo como otros (e.g,
Henriquez Rivas et al, 2021a) dan cuenta de como los registros semidticos no son
del todo aprovechados, pues el FP confunde su ETM personal con su ETM idéneo
y, a su vez, se requiere relacionar esto con el ETM de referencia de su formacion.
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