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Resumen. En este proyecto se propone desarrollar un sistema alternativo para los

gráficos Alfa de Peirce. Los objetos de este sistema se denominarán cadenas Alfa y en

él se definirán reglas de transformación de carácter algebraico que permitan realizar, al

igual que en los gráficos Alfa, cualquier demostración de manera gráfica. Finalmente se

pretende demostrar la equivalencia entre el nuevo sistema y el sistema original de los

gráficos Alfa.

Palabras claves: Paridad, cadena Alfa, yuxtaposición, Alfabeto Alfa, Parentésis.
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Objetivos

Objetivo general

• Desarrollar un sistema alternativo para los gráficos Alfa de Peirce con reglas de

transformación algebraicas.

Objetivos espećıficos

1. Revisar material bibliográfico sobre: lógica proposicional, gráficos Alfa y equiva-

lencias entre ellos.

2. Proponer todos los detalles técnicos de un sistema alternativo.

3. Demostrar la equivalencia de las reglas entre el sistema alternativo Alfa propuesto

y los gráficos Alfa originales.
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Introducción

La lógica se ha convertido en una materia de gran profundidad, amplitud y aplicación

a otras ramas de las ciencias. Hace más de un siglo se lograron establecer fuertes

relaciones sistemáticas entre la lógica y la matemática, ya que las teoŕıas modernas en

matemáticas hacen uso de inferencias y deducciones para resolver problemas a partir

de axiomas.

El sistema de los gráficos existenciales, sin lugar a duda la obra maestra de Charles

Sanders Peirce, fue creada con el propósito de representar conceptos generales mediante

diagramas, establecer relaciones y formular conclusiones. Particularmente los diagramas

son una forma muy peculiar de representar el funcionamiento de la mente humana. En

estos gráficos el autor distinguió tres sistemas y los llamó Alfa, Beta y Gama. Los

gráficos Alfa corresponden a la lógica proposicional, los Beta a la lógica de predicados

y los Gama a otras lógicas más complejas. Este trabajo se centra en el primero de estos

sistemas.

Con respecto a los gráficos Alfa de Peirce es bastante la literatura que puede ilustrar

sobre este tema, véase por ejemplo: [4], [7], [9] y [10]. En varios de estos y otros

trabajos se emprende la tarea de probar la equivalencia entre los gráficos Alfa y la

lógica proposicional clásica, por ejemplo [2] y [8]. Además cabe resaltar que se han

desarrollado algunas equivalencias entre sistemas de lógica gráfica a la manera de Peirce

con sistemas formales diferentes a la mencionada lógica clásica, veáse [3] y [5]. La mayor

dificultad que se encuentra en la demostración de estas equivalencias es que las reglas

de inferencia gráficas, llamadas por Peirce reglas de transformación, tienen un profundo

contenido geométrico y se enuncian en términos de “áreas pares” y “áreas impares”,

terminoloǵıa que no tiene ningún sentido en las formulaciones algebraicas.

En este orden de ideas, se plantea el problema de encontrar sistemas alternativos a los

gráficos Alfa de Peirce, en los cuales las reglas se puedan enunciar de manera del todo
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algebraica. El trabajo presente está enmarcado en esa ĺınea de investigación y pretende

establecer la equivalencia entre los gráficos Alfa de Peirce y un nuevo sistema cuyos

objetos se denominan cadenas Alfa, también dotado de reglas de transformación las

cuales permiten hacer demostraciones gráficas.

En el primer caṕıtulo se realiza una presentación de los gráficos Alfa a la manera de

su creador, Charles Peirce. El material contenido en esta parte ya se puede considerar

estándar y se basa en diferentes desarrollos similares que se pueden consultar en la

bibliograf́ıa citada. En el caṕıtulo 2 se introduce el sistema de las cadenas Alfa y en el

último caṕıtulo se demuestra de manera formal la equivalencia de los dos sistemas. Estos

dos caṕıtulos representan un avance significativo respecto a una propuesta anterior,

contenida en el documento [2], de manera que este trabajo se puede estimar como un

aporte original a la investigación en los gráficos existenciales.
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Caṕıtulo 1

Los gráficos Alfa de Peirce

Los gráficos existenciales fueron la obra maestra de Charles Sanders Peirce (1839-1914).

En la actualidad los podemos considerar como una lógica de tablero, pues al escribir

una proposición sobre el pizarrón se asume que ella es verdadera, y aśı, escribir varias

cosas equivale a asumir su veracidad.

Por ejemplo, escribir

lim
t→0

sen(t)

t
= 1

significa afirmar que, en efecto, este ĺımite especial existe y su valor es el que indica la

igualdad. En este mismo sentido, escribir:

lim
t→0

sen(t)

t
= 1

lim
t→0

1− cos(t)

t
= 0

significa afirmar que estos dos ĺımites existen y toman los valores señalados.

Ahora bien, una manera muy utilizada para decir algo nuevo sobre una proposición,

por ejemplo para resaltar su importancia, es encerrarla. En el contexto de la lógica

clásica lo único importante o nuevo que se puede decir sobre una proposición es que

ella es falsa. De esta manera, encerrar alguna proposición significará negarla.

Por ejemplo el siguiente diagrama
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lim
t→0

1− cos(t)

t
= −1

significa que no es cierto que ese ĺımite cumple la igualdad escrita en el interior del

cuadro.

En adelante, ya no se considerarán proposiciones espećıficas sino que estas se sustituirán

con letras, por lo general mayúsculas.

Peirce no solo inventó este sistema de representación gráfica para la lógica proposi-

cional, sino que también propuso reglas de inferencia gráficas que permiten realizar una

auténtica lógica con estos dibujos. En este caṕıtulo se hará una presentación de los

gráficos Alfa en la menor brevedad: su construcción, las reglas de transformación y

algunos ejemplos de deducción.

1.1 Construcción

Primero se presenta la definición formal de los gráficos Alfa.

Definición 1.1. Los elementos para construir los gráficos Alfa son:

• Una superficie plana ilimitada sobre la cual se dibujan los gráficos, llamada hoja

de aserción;

• Letras proposicionales mayúsculas;

• Curvas llamadas cortes, cerradas en tanto vuelven sobre śı mismas y simples en

tanto carecen de intersecciones.

Definición 1.2. Sea L un conjunto no vaćıo de letras proposicionales. En el conjunto

de los diagramas de la hoja de aserción se especifica el subconjunto de los gráficos Alfa

en L mediante las cláusulas siguientes.

1. Cualquier porción de la hoja de aserción que se pueda rodear por un corte y que

no contenga letras ni cortes es un gráfico Alfa;
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2. Cualquier letra de L, escrita sobre la hoja de aserción, es un gráfico Alfa;

A

3. Si A es un gráfico Alfa entonces el gráfico A rodeado por un corte que no toca a

ningún gráfico y que solo contiene a A es un gráfico Alfa;

A ......
......
......
......
.......
........
..........

.........................................................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......
......
......

4. Si A, B son gráficos Alfa entonces la yuxtaposición sin contacto de A y B es un

gráfico Alfa;

A B

5. No hay más gráficos Alfa.

Definición 1.3. Un gráfico Alfa es cualquier diagrama sobre la hoja de aserción com-

puesto de una cantidad finita de letras y cortes. Los cortes no tocan las letras ni se

tocan entre śı. Dos gráficos que se pueden deformar de manera continua el uno en el

otro se consideran iguales.

Aśı por ejemplo los diagramas de Venn no son, en general, gráficos Alfa pues en ellos

los diferentes ćırculos śı se cortan entre śı.

Definición 1.4. La interpretación de los gráficos Alfa está dada por las siguientes

condiciones.

• Escribir una letra o un gráfico en la hoja de aserción significa afirmarlo;

• Encerrar una letra o un gráfico significa negarlo.

A continuación se presentan los gráficos Alfa de los conectivos más usados:

• A y B, que se simboliza A ∧ B:

A B
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• No A, simbolizado ¬A:

A ......
......
......
.......
........
.........
............

..................
...............................................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
.......
......
......
...

• No A y no B, es decir, ni A ni B:

A ......
......
......
.......
........
.........
............

..................
...............................................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
.......
......
......
... B ......

......
......
.......
........
.........
............

..................
...............................................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
.......
......
......
...

• A o B, que se simboliza A ∨ B:

......

......

......
......
......
.......
.......
........
.........
..........

...........
.............

................
........................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...................

..............
............
..........
.........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
..........

......
......
.......
........
..........

.................
...................................................................................................................................................................................
...........
........
.......
......
......
......
.A ......

......
......
.......
........
..........

.................
...................................................................................................................................................................................
...........
........
.......
......
......
......
.B

• Si A entonces B, es decir, A implica B lo cual se simboliza A → B:

......

......

......
......
......
.......
.......
........
.........
..........

...........
.............

................
........................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...................

..............
............
..........
.........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
....A ......

......
......
.......
.......
........
..........

..............
............................................................................................................................................................................................................................
............
.........
........
.......
......
......
......
...B

• A si y solo si B, simbolizado A ↔ B:

......

......
......
.......
.......
........
.........
...........

.............
...................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................

............
..........
.........
.......
.......
......
......
......
....A ......

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......B ......

......
......
.......
.......
........
.........
...........

.............
...................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................

............
..........
.........
.......
.......
......
......
......
..........

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......A B

Definición 1.5. En un gráfico Alfa, un área es cualquiera de las porciones de la hoja

limitadas por cortes. Un área es par o impar según la cantidad de cortes que la rodean.

1.2 Reglas de transformación

Las siguientes son las cinco reglas de inferencia gráfica, llamadas por Peirce reglas de

transformación, que se permiten en los gráficos Alfa. En las deducciones, al pasar de

un gráfico a otro se indicará la regla empleada mediante una pequeña flecha (que no

hace parte de los gráficos) acompañada de la letra correspondiente.
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• Borramiento (B)

Está permitido borrar cualquier gráfico en un área par, por ejemplo:

......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B C

B
........
........
............................................................................................
........
...... ......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B

• Escritura (E)

Está permitido escribir cualquier gráfico en un área impar, por ejemplo:

......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B

E
........
........
............................................................................................
........
...... ......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A C ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B

• Iteración (I)

Está permitido iterar (repetir) cualquier gráfico en su misma área, o en cortes en

esa área que no forman parte del gráfico que se itera, por ejemplo:

C ......
......
......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B

I
........
........
............................................................................................
........
...... C ......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.A B C

Cabe aclarar que la iteración se efectúa siempre hacia adentro.

• Desiteración (D)

Está permitido borrar cualquier gráfico que pudiera provenir de una iteración,

por ejemplo:

A ......
......
......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A B ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.A B C

D
........
........
............................................................................................
........
...... A ......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......B ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.C
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• Corte doble (C)

Alrededor de cualquier gráfico, y en cualquier área, está permitido dibujar o borrar

un corte doble que consiste en dos cortes, uno dentro del otro y sin letras ni cortes

en el área comprendida entre las dos. Por ejemplo:

A ......
......
......
......
......
......
......
.......
.......
........
.........
...........

................
..........................................................................................................................................................................................................................................................................................
............
..........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
......
........

......

......
......
.......
........
..........

.........................................................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......
......
......

C
........
........
............................................................................................
........
...... A

A
C

........
........
............................................................................................
........
...... A..................................................................................................................................................

............
..........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
.......
.......
........
.........
..........

..............
............................................................................................................................................. .............................................................................................
..........
........
.......
......
......
......
......
......
......
......
......
.......
........
..........

............................................................................................

1.3 Deducción gráfica

Con las reglas presentadas en la sección anterior, es posible hacer demostraciones del

todo gráficas para la lógica proposicional. Primero se define una relación de deducción

gráfica.

Definición 1.6. Sean A, B gráficos Alfa. El gráfico A se puede transformar en el

gráfico B, lo cual se denota

A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... B,

si existe una sucesión finita de gráficos Alfa G1, G2, . . . , Gn con G1 = A y Gn = B tal

que cada gráfico Gi se obtiene del anterior Gi−1 por la aplicación de alguna de las reglas

de transformación.

El mismo śımbolo se utiliza para las fórmulas algebraicas cuando la demostración se

realiza de manera gráfica, tal como se muestra en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.7. Demostración de la regla de inferencia Modus Ponendo Ponens :

A, A → B ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... B.
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A ......
......
......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.B

D
........
........
............................................................................................
........
...... A ......

......

......
......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

.............
.................

...................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................
.............
...........
.........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
.......

......

......
......
.......
........
..........

.........................................................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......
......
......B

C
........
........
............................................................................................
........
...... A B

B
........
........
............................................................................................
........
...... B

Las deducciones sin premisas corresponden a las tautoloǵıas, y también se pueden de-

mostrar mediante gráficos Alfa.

Ejemplo 1.8. Demostración sin premisas de la tautoloǵıa:

...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A → A.

C
........
........
............................................................................................
........
...... ......

......

......

......
......
......
......
.......
.......
........
.........
...........

................
..........................................................................................................................................................................................................................................................................................
............
..........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
......
........

......

......
......
.......
........
..........

.........................................................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......
......
......

E
........
........
............................................................................................
........
...... ......

......

......
......
.......
.......
........
.........
.........
...........

............
...............

...................
.................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.

I
........
........
............................................................................................
........
...... ......

......

......
......
.......
.......
........
........
.........
...........

............
...............

...................
...............................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

................
.............
...........
..........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......A ......

......
......
.......
........
..........

.............
.........................

...........................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
........
.......
......
......
......
.A
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Definición 1.9. Sean A, B gráficos Alfa. Los gráficos A y B son Alfa equivalentes, lo

cual se denota

A ...
...
...
...
...
...
...
..........................................

..

..

................................................

..

..

............................................
...
...
...
...
...
...
.............................................................. B,

si cada uno se puede transformar en el otro.

Por la regla de corte doble, los gráficos ¬¬A y A son Alfa equivalentes. Por otro lado,

el gráfico de cualquier tautoloǵıa es Alfa equivalente a la hoja vaćıa, pues cualquier

gráfico se puede transformar en la hoja mediante un solo paso de borramiento.

El resultado siguiente, cuya prueba se omite aqúı, se puede demostrar considerando

cada una de las reglas. Véase por ejemplo [3], donde se prueba este hecho en detalle

para otra lógica gráfica.

Teorema 1.10 (Teorema de contraposición). Supóngase que un gráfico A se puede

transformar en el gráfico B. Entonces:

• Cualquier gráfico que contenga a A en un área par se puede transformar en el

gráfico obtenido al sustituir A por B en el gráfico original;

• Cualquier gráfico que contenga a B en un área impar se puede transformar en el

gráfico obtenido al sustituir B por A en el gráfico original.

Corolario 1.11. Supóngase que los gráficos A y B son Alfa equivalentes. Cualquier

gráfico que contenga a A es Alfa equivalente al gráfico obtenido al sustituir A por B en

el gráfico original.
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Caṕıtulo 2

El sistema alternativo de cadenas

Alfa

Con la experiencia de los trabajos anteriores [2] y [8] se hace evidente la conveniencia

de un sistema similar a los gráficos existenciales Alfa y equivalente al mismo, pero que

tenga algunas caracteŕısticas algebraicas que permitan una traducción más inmediata

a los sistemas tradicionales de la lógica proposicional.

De manera espećıfica, se busca que en las reglas no aparezcan las referencias a “área

par”, “área impar”, “en su área” o “hacia adentro”. Un primer avance en ese sentido se

obtuvo en el trabajo [2], aśı como en el documento [3] que hace referencia a una lógica

diferente a la clásica. Pero además, ahora se busca que los gráficos mismos también se

puedan expresar como fórmulas lineales.

2.1 Definición formal del sistema de cadenas Alfa

La construcción de las cadenas Alfa sigue los mismos pasos que la definición rigurosa de

las fórmulas proposicionales, véase por ejemplo [1] y también [6]. Los elementos que se

emplean en esta representación son letras proposicionales, una constante y paréntesis.

Definición 2.1. Un alfabeto Alfa es la unión disyunta de los tres conjuntos siguientes:

1. Un conjunto L de letras proposicionales;

2. El conjunto unitario {⊤} cuyo único elemento es constante;
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3. El conjunto {(, )} de los paréntesis.

Los elementos del conjunto L, es decir, las letras proposicionales, se denotan p, q, r o

bien p1, p2, p3, . . . , pn, . . . El alfabeto Alfa determinado por L se denota A(L).

A partir del alfabeto A(L) se construye el monoide A(L)∗ de las sucesiones finitas de

elementos de A(L). La sucesión vaćıa, que forma parte de este conjunto, se denota

�. Estas sucesiones se combinan mediante yuxtaposición, que es una operación binaria

asociativa, cancelativa y con elemento neutro �.

Definición 2.2. En el conjunto A(L)∗ de la sucesiones finitas de elementos del alfabeto

A(L) se especifica el subconjunto C(L) de las cadenas Alfa en L mediante las siguientes

cláusulas.

1. Las letras son cadenas Alfa, L ⊆ C(L);

2. La constante es una cadena Alfa, ⊤ ∈ C(L);

3. Si A es una cadena Alfa, entonces (A) también es una cadena Alfa;

4. Si A, B son cadenas Alfa, entonces la yuxtaposición AB también es una cadena

Alfa;

5. No hay más cadenas.

En este punto vale la pena aclarar una diferencia con los gráficos Alfa. En ese sistema,

por costumbre se utilizan las letras mayúsculas tanto para las letras proposicionales

como para los gráficos en śı. En cambio en este sistema alternativo se hace la siguiente

distinción: las letras proposicionales en tanto elementos de L se denotan con minúsculas,

en cambio las cadenas Alfa se representan con letras mayúsculas. Aśı, por ejemplo,

A = (p), donde (p) es cadena Alfa mientras p ∈ L es una letra.

Ejemplo 2.3. Si L = {p, q}, algunas cadenas Alfa de C(L) son:

p q pq qp

(p) p(q) (p(q)) (p)(q)

((p)(q)) p((p)q) (p(q))((p)q)p(q)p

(p⊤) (⊤(p)) (⊤)(p(q))⊤
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La operación de yuxtaposición entre las sucesiones finitas es asociativa, aśı que no se

requieren paréntesis en expresiones como ABA. Esto implica que a los paréntesis se les

pueda dar un significado lógico.

Por la definición 2.2, de inmediato se tiene el resultado siguiente:

Teorema 2.4 (Inducción en cadenas). Sea P una propiedad que se aplica a sucesiones

finitas del alfabeto A(L). Si se cumplen las condiciones:

1. Toda letra p ∈ L tiene la propiedad P;

2. La constante ⊤ tiene la propiedad P;

3. Si A tiene la propiedad P entonces (A) tiene la propiedad P;

4. Si A, B tienen la propiedad P entonces AB tiene la propiedad P

entonces cualquier cadena Alfa de C(L) tiene la propiedad P.

Para esta demostración, dada cualquier sucesión finita λ ∈ A(L)∗ el número N [λ]

denota la cantidad de yuxtaposiciones más la cantidad de paréntesis izquierdos, sin

repeticiones.

Ejemplo 2.5. Para algunos casos particulares se tiene:

N [pp(q)p] = 3 + 1 = 4

N [p] = 0 + 0 = 0

N [(p(q))p] = 2 + 2 = 4

Demostración. Por inducción matemática completa sobre N .

Paso inicial: N = 0

Sea A una cadena Alfa tal que N [A] = 0. Por la definición 2.2 hay cuatro posibilidades,

pero A no puede ser de la forma (B) pues entonces N [A] ≥ 1, ni de la forma EF pues

en tal caso también N [A] ≥ 1. Luego quedan las opciones:

• Si A = p es una letra, por hipótesis tiene la propiedad P .

• Si A = ⊤ es la constante, también tiene la propiedad P .

20



Paso inductivo: Supóngase válido para N < k y se prueba para N = k, aqúı k > 0.

Sea A una cadena Alfa tal que N [A] = k > 0.

Por definición hay cuatro posibilidades, pero A no puede ser letra ni constante (porque

en ese caso N = 0) luego quedan dos opciones:

• Si A = (B) para alguna cadena Alfa B, entonces N [A] = N [(B)] = 1 + N [B],

luego k = 1 + N [B] de donde N [B] = k − 1 < k. Por hipótesis de inducción, B

tiene la propiedad P . Pero entonces por hipótesis del teorema también (B) tiene

la propiedad P . Como (B) = A, resulta que A tiene la propiedad P .

• Si A = EF para ciertas cadenas Alfa E, F entonces se tiene N [A] = N [EF ] =

N [E] +N [F ] + 1, de donde:

∗ N [E] ≤ N [E] +N [F ] < N [E] +N [F ] + 1 = N [A] = k

∗ N [F ] ≤ N [E] +N [F ] < N [E] +N [F ] + 1 = N [A] = k

Aśı N [E] < k y N [F ] < k, luego por hipótesis de inducción E y F tienen ambas

la propiedad P . Pero entonces por hipótesis del teorema también EF = A tiene

la propiedad P .

Con este método se pueden demostrar diversas propiedades de las cadenas.

Ejemplo 2.6. Toda cadena Alfa tiene alguna letra o constante. En particular, ( ) no

es una cadena y la palabra vaćıa � tampoco es una cadena Alfa.

En efecto, sea S[λ] la cantidad de letras más la de constantes que tiene la sucesión finita

λ (sin repeticiones), se debe probar que S[A] > 0 para cada cadena Alfa A ∈ C(L).

1. Si p ∈ L es una letra, entonces S[p] = 1 > 0.

2. S[⊤] = 1 > 0.

3. Si S[A] > 0 entonces S[(A)] = S[A] > 0.

4. Si S[A] > 0 y S[B] > 0, entonces S[AB] = S[A] + S[B] > 0.

Ejemplo 2.7. Toda cadena Alfa tiene tantos paréntesis izquierdos como derechos.

Sea I[λ] la cantidad de paréntesis izquierdos de λ y D[λ] la cantidad de paréntesis

derechos de λ. Se debe probar que I[A] = D[A] para cada cadena Alfa A ∈ C(L).
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Como contraejemplo se nota que (p(q) no es una cadena Alfa, pues I[(p(q)] = 2 >

D[(p(q)] = 1.

Los pasos inductivos:

1. Si p ∈ L es una letra, entonces I[p] = 0 y D[p] = 0, luego I[p] = D[p].

2. De igual manera I[⊤] = 0 y D[⊤] = 0, luego I[⊤] = D[⊤].

3. Si A satisface I[A] = D[B] entonces I[(A)] = 1 + I[A] = 1 +D[A] = D[(A)].

4. Si A, B satisfacen I[A] = D[A] e I[B] = D[B], entonces I[AB] = I[A] + I[B] =

D[A] +D[B] = D[AB].

El significado básico que se asigna a las cadenas Alfa es similar a los gráficos Alfa: es-

cribir significa afirmar y encerrar en paréntesis significa negar. Esto se puede formalizar

por inducción en fórmulas como sigue.

Definición 2.8. Las cadenas Alfa se interpretan como sigue:

1. Una letra p se interpreta como la afirmación de la proposición p;

2. La constante⊤ se interpreta como la proposición siempre verdadera (o tautoloǵıa);

3. Si A es una cadena Alfa, entonces (A) se interpreta como la negación de A;

4. Si A, B son cadenas Alfa, entonces la yuxtaposición AB se interpreta como la

conjunción de A y B.

Ejemplo 2.9. Los conectivos básicos en el nuevo sistema de cadenas Alfa, se pueden

describir como sigue:

no A ¬A (A)

A y B A ∧ B AB

A o B A ∨ B ((A)(B))

si A entonces B A → B (A(B))

A partir de estos conectivos básicos se puede representar cualquier fórmula proposicional

como una cadena Alfa.
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2.2 Reglas de transformación para el sistema de ca-

denas Alfa

Para el sistema de cadenas Alfa se adoptan ciertas reglas de inferencia. Las primeras

son reglas elementales y se denotarán con letras A, luego se definirán algunas más

complejas denominadas “superreglas” y se denotarán con letras B.

Definición 2.10. En el conjunto C(L) de las cadenas Alfa se definen las siguientes

reglas de transformación, válidas para cada A,B ∈ C(L).

A1. AB ⇒ BA

A2. AB ⇒ A

A3. A ⇒ ⊤

A4. A ⇒ AA

A5. A(AB) ⇒ A(B)

A6. A ⇒ ((A))

A7. ((A)) ⇒ A

Las reglas A2 y A3 corresponden a la de borramiento en gráficos; la regla A4 es de

iteración y la A5 de desiteración; por fin, las reglas A6 y A7 corresponden al corte

doble.

A partir de aqúı se define la relación de deducción entre cadenas como entre los gráficos.

Definición 2.11. Sean A,B ∈ C(L) cadenas Alfa. La cadena A se puede transformar

en la cadena B, lo cual se denota

A ⇛ B,

si existe una sucesión finita de cadenas C1, C2, . . . , Cn con C1 = A y Cn = B tal que

cada cadena Ci se obtiene de la anterior Ci−1 por la aplicación de alguna de las reglas

de transformación A1 −A7.

Si bien la regla A2 solo permite cancelar o borrar a la derecha, no es dif́ıcil probar la

correspondiente regla a la izquierda.
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Ejemplo 2.12. AB ⇛ B

En efecto, por A1 se tiene que AB ⇒ BA y por A2 se tiene que BA ⇒ B. Esto se

puede simbolizar como sigue:

AB
A1⇒ BA

A2⇒ B

Ejemplo 2.13. En este contexto, la regla Modus Ponendo Ponens corresponde a la

transformación A(A(B)) ⇛ B.

A(A(B))
A5⇒ A((B))

A1⇒ ((B))A
A2⇒ ((B))

A7⇒ B

En esta prueba se habŕıa podido omitir un paso, utilizando el ejemplo anterior.

Afirmación 2.14. La relación ⇛ es reflexiva y transitiva en el conjunto C(L), esto

es, para cada A,B,C ∈ C(L) se tiene:

i) A ⇛ A;

ii) Si A ⇛ B y B ⇛ C entonces A ⇛ C.

Demostración.

i) Puesto que A
A4⇒ AA

A2⇒ A, se concluye A ⇛ A.

ii) Como A ⇛ B, existen C1, C2, . . . , Cn ∈ C(L) con C1 = A, Cn = B y Ci−1 ⇒ Ci

para cada i; como B ⇛ C, existen D1, D2, . . . , Dm ∈ C(L) con D1 = B, Dm = C

y Dj−1 ⇒ Dj para cada j. Ahora, puesto que Cn = D1 = B, existe la sucesión

C1, . . . , Cn−1, Cn = D1, D2, . . . , Dm con C1 = A, Dm = C y Ci−1 ⇒ Ci, Di−1 ⇒ Di

para cada i. Es decir, A ⇛ C.

Ahora se definen las “superreglas” para la relación ⇛ como sigue.

Definición 2.15. En el conjunto preordenado
(

C(L),⇛
)

de las cadenas Alfa se es-

tablecen las siguientes condiciones adicionales, válidas para cada A,B,C ∈ C(L).

B1. Si A ⇛ B entonces AC ⇛ BC;

B2. Si A ⇛ B entonces (B) ⇛ (A).
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Ejemplo 2.16. Si A ⇛ B entonces CA ⇛ CB.

En efecto, si A ⇛ B entonces por B1 se sigue AC ⇛ BC, de donde

CA
A1⇒ AC ⇛ BC

A1⇒ CB

y de esta manera CA ⇛ CB.

Ejemplo 2.17. Si A ⇛ B entonces (C(A)) ⇛ (C(B)).

Pues si A ⇛ B, por B2 se sigue (B) ⇛ (A); luego, por el ejemplo 2.16, se tiene

C(B) ⇛ C(A); finalmente, de nuevo por B2, es (C(A)) ⇛ (C(B)).

Ejemplo 2.18. Modus Tollendo Tollens : (A(B))(B) ⇛ (A).

Como (B)A
A1⇒ A(B), por B2 se tiene (A(B)) ⇛ ((B)A) luego por B1 es (A(B))(B) ⇛

((B)A)(B). Por otro lado

((B)A)(B)
A1⇒ (B)((B)A)

A5⇒ (B)(A) ⇛ (A),

el último paso por el ejemplo 2.12. Por transitividad, se obtiene el resultado buscado.

Ejemplo 2.19. Implicación contrarrećıproca: ((A)((B))) ⇛ (B(A)).

Como B
A6

⇛ ((B)), por B1 se tiene B(A) ⇛ ((B))(A); como ((B))(A)
A1⇒ (A)((B)), por

transitividad resulta B(A) ⇛ (A)((B)). Finalmente, por B2 es ((A)((B))) ⇛ (B(A)).

2.3 Equivalencia de cadenas

En esta sección se profundiza en la relación de deducción entre cadenas.

Definición 2.20. Sean A,B ∈ C(L). Las cadenas A, B son equivalentes, lo cual se

denota

A ≡ B,

si A ⇛ B y B ⇛ A.

Afirmación 2.21. La relación ≡ es de equivalencia en el conjunto C(L), esto es, para

cada A,B,C ∈ C(L) se tiene:

i) A ≡ A;
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ii) Si A ≡ B entonces B ≡ A;

iii) Si A ≡ B y B ≡ C entonces A ≡ C.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de la afirmación 2.14 y la definición

anterior.

Ejemplo 2.22. AB ≡ BA

Pues AB
A1⇒ BA y BA

A1⇒ AB.

Ejemplo 2.23. AA ≡ A

Pues AA
A2⇒ A y A

A4⇒ AA.

Ejemplo 2.24. A ≡ ((A))

Evidente por A6 y A7.

Ejemplo 2.25. A ≡ A⊤

Por un lado se tiene A
A3⇒ ⊤, luego por el ejemplo 2.16 es AA ⇛ A⊤ lo cual junto con

A
A4⇒ AA arroja A ⇛ A⊤ por transitividad. Por otra parte A⊤

A2⇒ A.

Ejemplo 2.26. A(AB) ≡ A(B)

En una dirección se tiene A(AB)
A5⇒ A(B). En la otra, por el ejemplo 2.12 se tiene

AB ⇛ B luego por B2 es (B) ⇛ (AB), y por el ejemplo 2.16 resulta A(B) ⇛ A(AB).

Afirmación 2.27. Sean A,B,C ∈ C(L) cadenas Alfa arbitrarias.

i) Si A ≡ B entonces AC ≡ BC;

ii) Si A ≡ B entonces CA ≡ CB;

iii) Si A ≡ B entonces (A) ≡ (B).

Demostración.

i) Si A ⇛ B y B ⇛ A entonces por B1 se tiene AC ⇛ BC y BC ⇛ AC, es decir,

AC ≡ BC.

ii) Basta aplicar el ejemplo 2.22 al numeral (i), teniendo en cuenta que esta es una

relación de equivalencia.
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iii) Si A ⇛ B y B ⇛ A entonces por B2 se tiene (B) ⇛ (A) y (A) ⇛ (B) respectiva-

mente, es decir, (A) ≡ (B).

Siguen algunos ejemplos adicionales.

Ejemplo 2.28. Modus Tollendo Ponens : ((A)(B))(A) ⇛ B.

En efecto,

((A)(B))(A)
A1⇒ (A)((A)(B))

A5⇒ (A)((B)) ⇛ ((B))
A7⇒ B,

el penúltimo paso es por el ejemplo 2.12.

El otro caso de Modus Tollendo Ponens, ((A)(B))(B) ⇛ A, se puede probar aplicando

el resultado (iii) de la afirmación 2.27 a la equivalencia (A)(B) ≡ (B)(A), lo cual reduce

este caso nuevo al anterior.

Ejemplo 2.29. A((B)C) ≡ A((AB)C) y A(B(C)) ≡ A(B(AC)).

Por el ejemplo 2.26 se tiene A((B)C) ≡ A(A(B)C); por el mismo ejemplo para el caso

A(B) ≡ A(AB) y por la afirmación 2.27 resulta A(A(B)C) ≡ A(A(AB)C); una vez

más por el ejemplo 2.26 es A(A(AB)C) ≡ A((AB)C). Por la propiedad transitiva se

concluye A((B)C) ≡ A((AB)C).

Para la otra equivalencia basta aplicar de manera adecuada el ejemplo 2.22 y la afir-

mación 2.27, a fin de reducirla al caso probado.

Ejemplo 2.30. (A(B))((A)(B)) ⇛ B

Por los ejemplos 2.29 y 2.12 se tiene

(A(B))((A)(B)) ⇛ (A(B))(((A(B))A)(B)) ⇛ (((A(B))A)(B)).

Ahora por el ejemplo 2.13 es (A(B))A
A1⇒ A(A(B)) ⇛ B de donde por B2 se obtiene

(B) ⇛ ((A(B))A). Ahora, por B1, (B)
A4⇒ (B)(B) ⇛ ((A(B))A)(B) de manera que, de

nuevo por B2,

(((A(B))A)(B)) ⇛ ((B))
A7⇒ B

y el resultado buscado se obtiene por la propiedad transitiva.

Ejemplo 2.31. (A(C))(B(C))((A)(B)) ⇛ C

Por los ejemplos 2.29 y 2.12 se tiene (B(C))((A)(B)) ⇛ (B(C))((A)((B(C))B)) ⇛

((A)((B(C))B)). Ahora por el ejemplo 2.13 es (B(C))B
A1⇒ B(B(C)) ⇛ C, luego por
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B2 se sigue (C) ⇛ ((B(C))B), por el ejemplo 2.16 es (A)(C) ⇛ (A)((B(C))B) y de

nuevo por B2 se concluye ((A)((B(C))B)) ⇛ ((A)(C)).

Por la propiedad transitiva, hasta aqúı se tiene (B(C))((A)(B)) ⇛ ((A)(C)), de donde

(A(C))(B(C))((A)(B)) ⇛ (A(C))((A)(C)) por el ejemplo 2.16. Ahora por el ejemplo

2.30 se tiene (A(C))((A)(C)) ⇛ C y de esta manera (A(C))(B(C))((A)(B)) ⇛ C.

Ejemplo 2.32. (B)(A(B))((A)(C)) ⇛ C

Por el ejemplo 2.18 se tiene (B)(A(B))
A1⇒ (A(B))(B) ⇛ (A), de donde por B1

(B)(A(B))((A)(C)) ⇛ (A)((A)(C))
A1⇒ ((A)(C))(A) ⇛ C,

el último paso por el ejemplo 2.28.

Para concluir este caṕıtulo se desarrolla el ejemplo 1.8 (sin premisas) en el contexto de

las cadenas Alfa.

Ejemplo 2.33. ⊤ ⇛ (A(A))

Por el ejemplo 2.25 se tiene A ≡ A⊤, luego por la afirmación 2.27 resulta (A) ≡ (A⊤)

y A(A) ≡ A(A⊤). En estas condiciones se tiene

A(A) ⇛ A(A⊤)
A5⇒ A(⊤) ⇛ (⊤),

el último paso por el ejemplo 2.12. Ahora por B2 se sigue ((⊤)) ⇛ (A(A)) y, finalmente,

⊤
A6⇒ ((⊤)) ⇛ (A(A)).
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Caṕıtulo 3

Correspondencia entre los sistemas

En este caṕıtulo se establece la equivalencia formal entre el sistema alternativo de las

cadenas Alfa y los gráficos existenciales Alfa originales de Peirce.

3.1 De las cadenas a los gráficos

De manera informal, cualquier cadena Alfa se puede ver como un gráfico existencial.

Para ello basta, por un lado, cerrar las parejas de paréntesis formando un corte continuo;

y por el otro, borrar las letras ⊤ dejando el espacio vaćıo. Por ejemplo, la cadena Alfa

(p(q))((⊤)q)

da lugar al siguiente gráfico Alfa:
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................

............
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.......
......
......
......
..........

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
...... Q

Más aún, toda deducción entre cadenas es válida si se las mira como gráficos, con lo

cual se pone en correspondencia estas dos lógicas gráficas.

Las anteriores ideas intuitivas se formalizan mediante una función G “de gráficos”,

definida del conjunto de las cadenas en el de los gráficos, que además resulta compatible

con las relaciones de deducción.

Definición 3.1. La función G del conjunto C(L) de las cadenas Alfa en el conjunto de

los gráficos Alfa en L se define por inducción en cadenas como sigue.
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1. G[p] = P para cada letra p ∈ L;

2. G[⊤] es una porción vaćıa de la hoja de aserción;

3. G[(A)] = G[A] ;

4. G[AB] = G[A] G[B] .

Ejemplo 3.2. Aplicando la definición formal al ejemplo dado al comienzo se tiene:

G[(p(q))((⊤)q)] = G[(p(q))] G[((⊤)q)]

= G[p(q)] G[(⊤)q]

= G[p]G[(q)] G[(⊤)]G[q]

= P G[q] G[⊤] Q

= P Q Q

Para probar la compatibilidad de las relaciones de deducción en los dos sistemas, es

preciso demostrar todas las reglas del sistema Alfa alternativo mediante las reglas de

transformación Alfa de Peirce. A continuación se realizarán las pruebas en cada uno

de los casos.

Afirmación 3.3. Para gráficos Alfa A, B arbitrarios se tienen las siguientes dedu-

cciones gráficas.

1. AB ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... BA

2. AB ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A

3. A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... (la hoja vaćıa)

4. A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... AA

5. A AB ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A B
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6. A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A

7. A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A

Demostración.

1. Esta transformación se tiene de manera trivial porque, como gráficos Alfa, AB y BA

son iguales.

2. y 3. Estas deducciones se logran cada una en un solo paso, aplicando la regla de

borramiento.

4. Se obtiene en un paso, por iteración.

5. Se deduce en un solo paso, por desiteración.

6. y 7. Estas deducciones son inmediatas por la regla de corte doble.

Afirmación 3.4. Para gráficos Alfa A, B arbitrarios se tiene:

1. Si A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... B entonces AC ...

...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... BC ;

2. Si A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... B entonces B ...

...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... A .

Nótese que (2 ) es la esencia del teorema de contraposición (teorema 1.10).

Demostración.

1. Es evidente que cualquier transformación que se efectúe sobre el gráfico A (o los

gráficos siguientes en la deducción) cuando este gráfico está solo en la hoja, también

puede realizarse si en la hoja está dibujado el gráfico C. El resultado es el mismo, solo

que está acompañado del gráfico C.

2. Si en algún paso de la deducción original se ha realizado un borramiento en área par,

al encerrar todos los gráficos de la sucesión en un corte esa área es impar y se puede

dibujar el gráfico eliminado; si en algún paso original se ha insertado un gráfico por

escritura en área impar, al encerrar todos los gráficos esa área es par y se puede borrar

ese gráfico. Por otro lado, las reglas de iteración, desiteración y corte doble todas

son invertibles, aśı que cualquier aplicación de ellas se puede revertir en el sentido

contrario.
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Con esto se llega al resultado siguiente.

Teorema 3.5. Sean A,B ∈ C(L) cadenas Alfa. Si en el sistema alternativo se tiene

A ⇛ B

entonces en el sistema de los gráficos existenciales Alfa se tiene:

G[A] ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... G[B].

Demostración. Si A ⇛ B, por las afirmaciones 3.3 y 3.4 cada uno de los pasos da-

dos en la deducción se puede realizar en las imágenes por G mediante las reglas de

transformación Alfa, con lo cual toda la demostración se puede replicar alĺı.

Por ejemplo, si en la deducción del sistema alternativo se dio el paso C1C2 ⇛ C2C1,

entonces por la definición y por (1 ) de la afirmación 3.3 es G[C1C2] = G[C1]G[C2] ........
........
............................................................................................
........
............................................

G[C2]G[C1] = G[C2C1]. Y aśı para todas las reglas Ai.

Por otro lado, si en la deducción se pasó de C1 ⇛ C2 a (C2) ⇛ (C1), entonces mediante

un argumento inductivo se supone G[C1] ........
........
............................................................................................
........
............................................ G[C2], y entonces por la definición y por

(2 ) de la afirmación 3.4 se tiene G[(C2)] = G[C2] ........
........
............................................................................................
........
............................................ G[C1] = G[(C1)]. Aśı

para ambas reglas Bj.

De esta manera se puede concluir G[A] ........
........
............................................................................................
........
............................................ G[B].

3.2 De los gráficos a las cadenas

En la dirección contraria, ahora a cada gráfico se debe asociar una cadena. Esta tra-

ducción es más dif́ıcil pues primero se debe pasar de un gráfico bidimensional a una

sucesión lineal ordenando todas las letras y los cortes vaćıos en una sola ĺınea recta.

En general, esto se puede hacer de varias maneras, lo cual trae consigo el problema de

elegir una imagen entre muchas posibles. Luego, los cortes se sustituyen por paréntesis

y los cortes vaćıos, si los hay, se deben llenar con letras ⊤. Por ejemplo, dado el gráfico

Alfa

.......................................................................................
...........
........
.......
......
......
......
......
.......
........
...........

...................................................................................... P Q

......

......
......
.......
.......
........
.........
...........

.............
...................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................

............
..........
.........
.......
.......
......
......
......
....P ......

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......R
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este se puede “linealizar” de diferentes maneras, por ejemplo

......

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......P Q ......

......
......
.......
.......
........
.........
...........

.............
...................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................

............
..........
........
........
.......
......
......
......
....P ......

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......R

lo cual da lugar a la cadena (p)q(p(r)).

El proceso mostrado arriba se formaliza con una función F “de cadenas” que es, en

realidad, una función de elección.

Definición 3.6. La función F del conjunto de los gráficos Alfa en L en el conjunto

C(L) de las cadenas Alfa se define por inducción en gráficos como sigue.

1. F [ porción vaćıa de la hoja de aserción ] = ⊤;

2. F [P ] = p para cada letra P ∈ L;

3. F
[

A
]

= (F [A]);

4. F [AB] = F [A]F [B] (en algún orden).

Respecto a la cláusula (1), solo es necesario aplicarla cuando el gráfico a traducir es

toda la hoja vaćıa, o cuando hay un corte vaćıo.

Ejemplo 3.7. Aplicando esta definición al ejemplo informal del comienzo de sección

se tiene:

F











.......................................................................................
...........
........
.......
......
......
......
......
.......
........
...........

...................................................................................... P Q

......

......
......
.......
.......
........
.........
...........

.............
...................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................

............
..........
.........
.......
.......
......
......
......
....P ......

......
.......
........
..........

.....................
..........................................................................................................................................................

..........
........
.......
......
......R











= F
[

P Q
]

F

[

P R

]

= F
[

P
]

F [Q](F
[

P R
]

)

= (F [P ])q(F [P ]F
[

R
]

)

= (p)q(p(F [R]))

= (p)q(p(r))

Ahora es necesario demostrar las reglas de transformación Alfa de Peirce en el sistema

alternativo de las cadenas. Por ejemplo, es claro que las reglasA2 yA3, complementadas
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con el ejemplo 2.12, permiten borrar cualquier “subcadena” que no está rodeada por

paréntesis. Para poder extender esta regla a cadenas encerradas por cualquier cantidad

par de paréntesis, que seŕıa la regla de borramiento Alfa en cadenas, se requiere una

versión del teorema de contraposición.

Definición 3.8. Sean A,B,C ∈ C(L) cadenas Alfa tales que C contiene alguna copia

de la cadena A. La cadena que se obtiene de C al sustituir esa cadena A por B se

denota C[B/A].

Ejemplo 3.9. Sean A = (p(q)) y B = (r)(p), entonces para C = (p)(r(p(q))q)(r(s)) se

tiene C[B/A] = (p)(r(r)(p)q)(r(s)).

Lema 3.10. Sean A,B ∈ C(L) cadenas Alfa tales que A ⇛ B.

• Para cualquier cadena Alfa C que contenga a A rodeada por una cantidad par de

paréntesis se tiene C ⇛ C[B/A];

• Para cualquier cadena Alfa C que contenga a B rodeada por una cantidad impar

de paréntesis se tiene C ⇛ C[A/B].

Demostración. Una prueba del todo formal requiere un complicado argumento induc-

tivo, similar a algunas demostraciones en [3]. La idea intuitiva detrás de esa inducción

es un empleo cuidadoso de las reglas Bj como se indica a continuación.

Si A está rodeada por cero paréntesis, se tiene C = XAY para ciertas cadenas X, Y. De

la hipótesis A ⇛ B, por B1 se sigue AY ⇛ BY, y luego por el ejemplo 2.16 se obtiene

XAY ⇛ XBY, esto es, C = XAY ⇛ XBY = C[B/A].

Si B está rodeada por un paréntesis, se tiene C = W (XBY )Z para ciertas cadenas

W,X, Y, Z. Como en el caso anterior, de la hipótesis se sigue XAY ⇛ XBY luego

por B2 se tiene (XBY ) ⇛ (XAY ) y aśı, de nuevo como en el caso anterior, C =

W (XBY )Z ⇛ W (XAY )Z = C[A/B].

Si A está rodeada por dos paréntesis, se tiene C = U(W (XAY )Z)V. Como en el caso

precedente, de la hipótesis se sigue W (XBY )Z ⇛ W (XAY )Z luego por B2 se tiene

(W (XAY )Z) ⇛ (W (XBY )Z) y, como en el primer caso, C = U(W (XAY )Z)V ⇛

U(W (XBY )Z)V = C[B/A].

Y aśı sucesivamente.
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Corolario 3.11. Supóngase que las cadenas Alfa A,B ∈ C(L) son equivalentes, esto

es A ≡ B. Para cualquier cadena Alfa C que contenga a A se tiene C ≡ C[B/A].

Demostración. Si A está rodeada por una cantidad par de paréntesis en C entonces

de A ⇛ B se sigue C ⇛ C[B/A] por el lema 3.10; por otro lado, B está rodeada por

una cantidad par de paréntesis en C[B/A] luego de B ⇛ A por el mismo lema se sigue

C[B/A] ⇛ C. En conclusión, C ≡ C[B/A].

La prueba del caso impar es simétrica a la anterior.

Ahora se procede a probar las reglas, aunque en un orden diferente.

Afirmación 3.12 (Corte doble para cadenas). Alrededor de cualquier cadena contenida

en otra se puede añadir o quitar un par de paréntesis.

De manera simbólica, en este caso, si la cadena A está contenida en C entonces se tiene:

C ≡ C[((A))/A]

Demostración. Por el ejemplo 2.24 es A ≡ ((A)), y basta aplicar el corolario 3.11.

Afirmación 3.13 (Borramiento para cadenas). Cualquier cadena contenida en otra

y rodeada por una cantidad par de paréntesis se puede eliminar. Si no queda cadena

alguna entre los paréntesis que la rodean directamente, alĺı se escribe la constante ⊤.

Demostración. Por el ejemplo 2.12 se tiene AB ⇛ B; por la regla A2 se tiene BA ⇛ B;

por fin, por la regla A3 es A ⇛ ⊤. Luego, por contraposición (lema 3.10), estas

transformaciones se pueden realizar en cualquier caso rodeado por una cantidad par de

paréntesis.

Afirmación 3.14 (Escritura para cadenas). A una cadena contenida en otra y rodeada

por una cantidad impar de paréntesis se puede añadir cualquier otra cadena. Si la

constante ⊤ aparece rodeada por una cantidad impar de paréntesis, se puede sustituir

por cualquier cadena.

Demostración. Igual que en la prueba de la afirmación 3.13 se tiene AB ⇛ B, BA ⇛ B

y A ⇛ ⊤. Luego, por contraposición, estas transformaciones se pueden realizar en

sentido inverso en cualquier caso rodeado por una cantidad impar de paréntesis.
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Respecto a las reglas de iteración y desiteración, la idea consiste en repetir una cadena A

“al interior” de otra cadena adyacente S, lo cual se puede precisar escribiendo la cadena

A “al lado” de alguna cadena B contenida en S, o lo que es lo mismo, sustituyendo B

por AB al interior de S.

Lema 3.15. Sean A,B, S ∈ C(L) cadenas Alfa tales que S contiene la cadena B. En

tales condiciones se tiene:

AS ≡ AS[AB/B].

Los otros casos posibles, que son AS ≡ AS[BA/B], SA ≡ S[AB/B]A y SA ≡

S[BA/B]A, se demuestran de manera similar.

Demostración. De nuevo, una prueba del todo formal requiere un argumento inductivo.

La idea intuitiva detrás de esa inducción es un empleo cuidadoso de las reglas como se

indica a continuación.

Si B está rodeada por cero paréntesis, se tiene S = XBY para ciertas cadenas X, Y.

Por el ejemplo 2.23 se tiene A ≡ AA de donde, por la afirmación 2.27, es AX ≡ AAX.

Pero AX ≡ XA por el ejemplo 2.22, luego de nuevo por la afirmación 2.27 se obtiene

AAX ≡ AXA. Por transitividad AX ≡ AXA y una vez más por la afirmación 2.27

resulta AS = AXBY ≡ AXABY = AS[AB/B].

Si B está rodeada por un paréntesis, se tiene S = W (XBY )Z para ciertas cade-

nas W,X, Y, Z. Por el caso anterior se tiene AW (XBY ) ≡ AWA(XBY ) y por

el ejemplo 2.26 es A(XBY ) ≡ A(AXBY ), de donde por la afirmación 2.27 se ob-

tiene AWA(XBY ) ≡ AWA(AXBY ). Ahora por un lado, aplicando de nuevo el

caso anterior se tiene AWA(AXBY ) ≡ AW (AXBY ) de donde por transitividad

AW (XBY ) ≡ AW (AXBY ); y por otro, como en la prueba anterior, AXBY ≡

XABY de donde (AXBY ) ≡ (XABY ) y también AW (AXBY ) ≡ AW (XABY ). Aśı

AW (XBY ) ≡ AW (XABY ) y, por la afirmación 2.27, se obtiene AS = AW (XBY )Z ≡

AW (XABY )Z = AS[AB/B].

Si B está rodeada por dos paréntesis, se tiene S = U(W (XBY )Z)V . Por el caso

precedente, AU(W (XBY )Z)V ≡ AU(WA(XBY )Z)V ; por una adaptación (o caso

particular) del mismo se tiene A(XBY ) ≡ A(XABY ), de donde AU(WA(XBY )Z)V ≡

AU(WA(XABY )Z)V ; aplicando de nuevo caso anterior es AU(WA(XABY )Z)V ≡

AU(W (XABY )Z)V . Combinando estas tres equivalencias por transitividad, resulta

AS = AU(W (XBY )Z)V ≡ AU(W (XABY )Z)V = AS[AB/B].
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Y aśı sucesivamente.

Afirmación 3.16 (Iteración para cadenas). Una cadena contenida en otra se puede ite-

rar (repetir) en cualquier cadena que se encuentre a su lado en la original, sin importar

la cantidad de paréntesis que rodea la copia en esa otra cadena.

De manera simbólica, en este caso, si las cadenas A y S están contenidas y adyacentes

en la cadena C, y a su vez B está en el interior de S, entonces se tiene:

C ≡ C[AS[AB/B]/AS]

Demostración. Esto es consecuencia directa del lema 3.15 y el corolario 3.11.

Afirmación 3.17 (Desiteración para cadenas). Cualquier cadena contenida en otra y

que pudiera obtenerse por la afirmación 3.16 se puede eliminar.

Demostración. Basta observar que en la prueba anterior se tiene una equivalencia.

Probadas todas las reglas de transformación en el contexto de las cadenas, se llega al

resultado siguiente.

Teorema 3.18. Sean A,B gráficos Alfa en el conjunto de letras L. Si en el sistema

de los gráficos existenciales Alfa se tiene

A ...
...
...
...
...
...
...
..................................................................................
...
...
...
...
...
...
....................................... B

entonces en el sistema alternativo de las cadenas Alfa se tiene:

F [A] ⇛ F [B].

Demostración. Si el gráfico A se puede transformar en el gráfico B, por definición existe

una sucesión finita de gráficos Alfa G1, G2, . . . , Gn con G1 = A y Gn = B tal que cada

gráfico Gi se obtiene del anterior Gi−1 por la aplicación de alguna de las reglas de

transformación. Por las afirmaciones precedentes, cada uno de los pasos dados en la

deducción gráfica se puede realizar en las imágenes por F , es decir, F [Gi−1] ⇛ F [Gi].

Por transitividad se puede concluir F [A] ⇛ F [B].
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3.3 Equivalencia

Los resultados de las secciones precedentes demuestran que cada sistema se puede in-

terpretar en el otro mediante las funciones F y G, no solo los objetos sino también

las relaciones de deducción respectivas. Para establecer la equivalencia plena de los

sistemas solo falta probar el carácter biyectivo de las correspondencias, lo cual equivale

a mostrar que las dos compuestas FG y GF son las funciones idénticas. Como se puede

esperar, tal biyectividad no es estricta en ambos casos sino “módulo equivalencia”.

Afirmación 3.19. Si A es un gráfico Alfa entonces

GF [A] = A.

Demostración. Por “inducción en gráficos Alfa”.

1. Si A es una porción vaćıa de la hoja de aserción entonces F [A] = ⊤ y GF [A] =

G[F [A]] = G[⊤] es de nuevo la hoja vaćıa, luego GF [A] = A.

2. Si P ∈ L es una letra entonces GF [P ] = G[F [P ]] = G[p] = P .

3. Suponiendo GF [A] = A, se tiene GF
[

A
]

= G[(F [A])] = GF [A] = A .

4. Suponiendo GF [A] = A y GF [B] = B, se tiene GF [AB] = G
[

F [A]F [B]
]

=

GF [A]GF [B] = AB o bien GF [AB] = G
[

F [B]F [A]
]

= GF [B]GF [A] = BA.

Como los gráficos AB y BA son iguales, en ambos casos GF [AB] = AB.

Corolario 3.20. Si A es un gráfico Alfa entonces

GF [A] ...
...
...
...
...
...
...
..........................................

..

..

................................................

..

..

............................................
...
...
...
...
...
...
.............................................................. A.

Demostración. Evidente porque la relación de equivalencia es reflexiva.

Afirmación 3.21. Si A ∈ C(L) es una cadena Alfa entonces

FG[A] ≡ A.

Demostración. Por inducción en cadenas.

1. Si p ∈ L es una letra entonces FG[p] = F [P ] = p, de donde FG[p] ≡ p.
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2. FG[⊤] = F [ porción vaćıa de la hoja ] = ⊤, de donde FG[⊤] ≡ ⊤.

3. Si FG[A] ≡ A entonces FG[(A)] = F

[

G[A]

]

= (FG[A]). Por la afirmación

2.27, de la hipótesis de inducción se tiene (FG[A]) ≡ (A), luego FG[(A)] ≡ (A).

4. Si FG[A] ≡ A y FG[B] ≡ B entonces FG[AB] = F [G[A]G[B]] = FG[A]FG[B]

o bien FG[AB] = FG[B]FG[A]. Por la afirmación 2.27 y el ejemplo 2.22, de la

hipótesis de inducción se tiene FG[A]FG[B] ≡ AB y FG[B]FG[A] ≡ BA ≡ AB,

luego en ambos casos FG[AB] ≡ AB.

Aśı concluye la demostración formal de la equivalencia entre los gráficos Alfa de Peirce

y el sistema alternativo de cadenas Alfa propuesto en este trabajo.
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Conclusiones

El resultado principal de este trabajo es la construcción de un sistema alternativo para

los gráficos existenciales Alfa con las caracteŕısticas siguientes:

• Los objetos ya no son estrictamente bidimensionales sino que se trata de sucesiones

finitas o “cadenas” de letras y paréntesis.

• No se requieren conectivos, solo un śımbolo constante que evita los espacios vaćıos.

• Aunque se requieren más reglas de transformación que en la presentación original,

en el sistema alternativo estas son puramente algebraicas y no hacen referencia

alguna a los conceptos de “paridad” o “interior”.

El sistema introducido en este trabajo constituye un eslabón perdido en el camino de

la equivalencia entre los gráficos Alfa y las presentaciones tradicionales de la lógica

proposicional. En efecto, la traducción del sistema alternativo a la presentación axio-

mática del cálculo proposicional clásico parece sencilla y la demostración de las reglas

alternativas en la lógica tradicional es inmediata. Sin embargo, los detalles de esa

segunda etapa del proceso se dejan para investigaciones futuras.
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artículo 11 de la Decisión Andina 351 de 1993, “los derechos morales sobre el trabajo son 
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