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Prologo

El profesor Luis Fernando Ramirez Oviedo labora en la Universidad Estatal a Distancia de Costa
Rica (UNED) y tiende a cargo las dltimas asignaturas que se imparten en el programa de la carrera
de Ensefianza de la Matematica.

El profesor Ramirez se ha caracterizado por ser un docente muy preocupado por la buena formacion
de los futuros docentes en la Ensefianza de la Matemdtica es por esto que, al no existir un texto
producido en la UNED, en donde se introduzca y desarrolle el tema de los nimeros complejos, él
decide escribir uno al cudl denomina Elementos de Variable Compleja y que estd dirigido a los
estudiantes de Ingenieria en Telecomunicaciones.

El texto estd dividido en cinco apartados a saber: 1. Los Nimeros Complejos, 2. Funciones Elemen-
tales, 3. Funciones Holomorfas, 4. Integracién de Contornos y 5. Series e Integracién por Residuos,
esta distribucién le permite al lector introducirse en el tema y desarrollar nuevos conceptos del
Campo de los Niimeros Complejos que le ayudan a introducirse en el Andlisis Complejo (Variable
Compleja), herramienta fundamental para los futuros ingenieros, ya que este conocimiento les ayuda
modelar y resolver nuevas situaciones.

Estoy seguro que con el profesionalismo del profesor Ramirez, este texto serd de gran utilidad para
cualquier persona que desee incursionar en el Campo de los Nimeros Complejos y mds atin estoy
completamente seguro que este texto serd de gran utilidad para los estudiantes de la carrera de
Ingenieria en Telecomunicaciones de la UNED.

Profesor Allan Gen Palma

Encargado de la citedra de Matemadtica Educativa de la UNED.
San José C.R. 2023






1 — Los nUmeros complejos

Sumario

Resumen

*Algebra de nimeros complejos
*Axiomas de Cuerpo

*Qperaciones con nimeros complejos
*Modulo de un nimero complejo
*Forma polar

*Foérmula de Moivre

*Regiones en el plano complejo

En este primer capitulo se definen las
operaciones de suma y producto de los niimeros
complejos y a partir de ellas se establecen los
axiomas de cuerpo. Ademads se estudia la
representacion de nimeros complejos en forma
polar y exponencial. Se introduce la férmula de
Moivre, de gran utilidad para estudiar las raices
n-ésimas de un nimero complejo y finalmente se
introducen los diferentes tipos de regiones en el
plano complejo.




2 Los nimeros complejos

Objetivos

= Conocer los axiomas de cuerpo de los niimeros complejos

Realizar operaciones aritméticas con nimeros complejos

Representar nimeros complejos en diferentes notaciones

Determinar las raices de un nimero complejo

Identificar diferentes tipos de regiones en el plano complejo.
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1.1 Algebro de nimeros complejos 3

Algebrq de nimeros complejos

Desde el siglo X VI, mateméticos italianos manipulaban raices cuadradas de nimero negativos para
resolver ecuaciones cubicas, sin embargo, estas practicas no eran reconocidas por la comunidad
matematica. En el siglo XVIII, el matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) introdujo un nuevo
niimero i = y/—1, sobre el cual se definieron operaciones de suma y multiplicacién. Al asumir
la existencia de un nimero no real i tal que i> = —1 (en ocasiones denotado este niimero como
i = +/—1) y llamado unidad imaginaria se puede establecer el conjunto de los niimeros complejos
de la siguiente forma
C={z=a+i-b: a,beR},

al nimero a se le conoce parte real Re(z) y al nimero b como parte imaginaria Im(z). El conjunto
de los niimeros reales R puede considerarse como un subconjunto del conjunto de los nimeros
complejos, es decir, los nimeros reales son aquellos niimeros complejos cuya parte imaginaria es
cero.

Sobre el conjunto de los nimeros complejos se definen dos operaciones binarias elementales, la
suma y el producto

+:CxC—=C, (a+ib)+ (c+id)=a+c+i(b+d)

o :CxC—C, (a+ib)-(c+id) = ac—bd+i(bc+ad)

Al considerar estas dos operaciones, es posible comprobar que los niimeros complejos satisfacen las
propiedades de campo, es decir, satisfacen cada una de las siguientes propiedades.

Para todo nimero complejo z1,2> y z3 se cumplen los siguientes axiomas
Al. 71 + 20 = 70 + 71 (conmutatividad de la suma)
A2. z1-2p = zp - z1 (conmutatividad del producto)
A3. (z1+22) + 23 = 21 + (22 + z3) (asociatividad de la suma)
Ad. (z1-22)-23 = 21 - (22 - z3) (asociatividad del producto)
A5. zi-(22+23) =21 - 22 + 21 - z3 (distributividad)
A6. Para todo z; existe un inico nimero complejo O tal que 0+ z; = z; +0 = z; (existencia del
elemento neutro de la suma)
A7. Para todo z; existe un tnico nimero complejo 1 tal que 1-z; = 1:z; = z; (existencia del
elemento neutro del producto)
AS8. Para cada z; existe un Unico nimero complejo wy tal que z; +w; = wy +z; = 0. Usualmente
se denota a w; como —z; (existencia del inverso aditivo)
A9. Para cada z; # 0, existe un nimero complejo w; # 0 tal que z; - w; = wy -z; = 1. Usualmente
se denota a wi como zl’l (existencia del inverso multiplicativo)
Con respecto al axioma A9 es importante agregar que para cada nimero complejo z = a + ib distinto

1 1

de cero, se tiene que su inverso multiplicativo z~ ' se puede representar como z~ = = — y ademds,
Z

_y a—ib

Z :7a2+b2'
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El conjugado de un nimero complejo z = a+ ib se define como Z = a — ib. Por la forma en que esta
definido satisface algunas propiedades

" utn=u+2

"=

"=

= 71/22=71/Z2 parazy # 0.

Realice las operaciones indicadas con los nimeros complejos z; = 3 +4i, zp = —3i,
723 = —4 + 8i y exprese el resultado en forma simplificada

a. 21420 —2z3

b. Z% -23

22
23

d z1—2

Solucién:

0+20n—7z3 = 3+4+4i+2(-3i)—(—4+8i)
= 344i—6i+4—8i
= (34+4)+i(4—6-28)
= 7—10i.

d-m = (3+4)*(-3i)
— (9424~ 16)(—3i)
— (=74 24i)(~3i)

= T72+21i
Z - 5!
23 G
—4—8i
= 3.
" Care
. —4—8i
= —J31 -
16 +64
(=30 (—4-28i)
B 80

12i-24_ 3 3
80 10 20 "
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21— = Z1—22
= 3—4i—(3i)
= 3-7i.

Observe que en la solucién de las operaciones (c) y (d) del ejemplo anterior se pudo proceder de otra
manera. En el caso (c) se estd aprovechando la representacion del inverso establecida previamente,
sin embargo, otra forma sin utilizar dicha representacion es la siguiente

2 —3i

5 —4+8i
3P —4-8i
T —4+48i —4-8i
B (—3i)(—4—38i)
 (—44+8i)(—4-38i)
1224
16464
3 3
-~ 10 20"

En el caso (d) se pudo realizar primero la resta y luego determinar el conjugado

271—22 = 3+4i—(-3i)
= 347
= 3-7i
Si se considera cada nimero complejo z = a + ib como un par ordenado (a,b), este puede represen-
tarse como un punto del plano cartesiano, donde el eje coordenado X representa la parte real de cada

nimero complejo y el eje coordenado Y representa la parte imaginaria. El plano cartesiano que se
utiliza para representar nimeros complejos es conocido como plano de Argand o plano complejo.
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Represente los nimeros complejos z1, z2 ¥ z3 del ejemplo anterior en el plano complejo.

| Im(z)

1.2 Modulo de un nimero complejo

Al considerar los nimeros complejos como puntos del plano de Argand, se puede definir el médulo

Re(z)

22=-3i

Figura 1. Representacion de puntos en el plano de Argand

o norma de un niimero complejo de forma similar a como se estudia en R?.



1.2 Mddulo de un niUmero complejo

Definicion 1.1 Médulo
Dado un nimero complejo z = a +ib se define su médulo como el niimero real no negativo

lz| = |a+ib| = V a*+ b2

dado por

Algunas propiedades del médulo de un nimero complejo son
» |z] >0, paratodoz € C
" |z7l=0siysolosiz=0
|z-w| = |z] - |w]| para todo z,w € C
|z+w| < |z] + |w| para todo z,w € C (desigualdad triangular)
2] = 2|
Iz|> =z-%.

De la tercera propiedad se obtiene que |Z"| = |z|".

Ejemplo 1.3 |
Realice las operaciones indicadas con los nimeros complejos z; = 2 —4i, zp = 4i,
73 = —3 4 5i y exprese el resultado en forma simplificada
a. |z73 -2z
b. | —37]
Solucién
5223 = |l -2l

= [2—4i]-2|=3+5]
3
= ( 22+(—4)2> 24/ (—3)*+52

= (m)3.zm
= 80V170.

|-3z2| = [-3]-[z]
3-|z2|
= 3-|4i
= 3./024+42
3.V16
= 12.
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1.3 Forma polar

Al considerar los niimeros complejos y su representacion en el plano, se puede considerar un cambio
en el sistema de coordenadas, pasando de coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En muchos
casos, trabajar con nimeros complejos por medio de su representaciéon polar facilitard algunos
procesos.

Definicion 1.2
Dado un nimero complejo z = x + iy distinto de cero, se puede representar en forma polar a
partir de los cambios de variable

x=rcos(0), y=rsen(0)

donde r y 0 estén definidos como

b
r=|zl=va*+b*y tan(6) = —.
a

Obteniendose
z=x+iy=r-[cos(0)+isen(0)]

mi

Figura 2. Representacién de un nimero complejo de forma polar

En el caso en que la parte real de z es cero, se tiene que 6 = 47 /2 mientras que si la parte imaginaria
es cero se tiene que 6 = 0.

Un resultado de suma importancia que se conecta con la forma polar de un nimero complejo esta
dado por la férmula de Euler que permite representar un nimero complejo en forma exponencial

¢ = cos(8) +isen(0)

de donde
z=x+iy=r-[cos(0)+isen(0)] = r-e®
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La representacion de un niimero complejo en forma polar no es tinica debido a la periodicidad de las
funciones seno y coseno.

Ejemplo 1.4 |

|
Exprese en forma polar y forma exponencial el nimero complejo z =3 — 3i.

Solucién

Observe que para z = 3 — 3i se tiene que r = |z| = /32 + (—3)2 = v/2-9 = 3/2, mientras
que para calcular 6 se utiliza la funcién arcotangente'

tan(0) = T = —l< 6 =arctan(—1) < 6 = —

IS

Ahora, se puede obtener la representacién en forma polar de z

z=3-3i=3V2: [cos (—g) e <—§)]

y a partir de ésta su forma exponencial

2=3-3i=3v2.¢ %

En el ejemplo anterior, se encontrd una representacién en forma polar, pero también podria conside-

rarse como valida . .
7=3-3i=3v2. [cos <I> +isen (I)]

ya que por la periodicidad de las funciones seno y coseno se tiene que

(5o (G 20) e (2
Cos 4 = COS 4 = COS 4

Esto lleva a multiples representaciones equivalentes de un nimero complejo que se obtienen de
sumar o restar multiplos de 27 a 0, por ello se vuelve necesario definir el argumento de un niimero
complejo.

Definicién 1.3
Dado un nimero complejo z = r[cos(0) + isen(0)] se define su argumento como el conjunto

arg(z) ={0+2km: k€ Z}.

Cuando 0 satisface la desigualdad —7 < 8 < 7, se le conoce como el argumento principal y

IRecuerde que la funcién Arcotangente usualmente se define de R en | — zZ
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se denota como Arg(z) = 6.

Es usual que para representar un nimero complejo en forma polar o exponencial se seleccione
el argumento principal, aunque son equivalentes las expresiones con otros valores de su

argumento.
T
Retomando el ejemplo anterior, el argumento principal de z =3 — 3i estd dado por Arg(3 —3i) = — 1
T
mientras que en general el argumento de z corresponde a arg(3 — 3i) = — 1 +2km.

Algunas propiedades del argumento son

Dados dos niimeros complejos z,w, se satisfacen
» arg(z-w) = arg(z) +arg(w)
» arg(l/w) = arg(w) = —arg(w), conw # 0
» arg(z/w) = arg(z) —arg(w), conw # 0

Ejemplo 1.5 |
Para los niimeros complejos z = —2 +2+/3i y w = 3i. Determine arg(z), arg(w), arg(z-w) y

compruebe la propiedad 1.
Solucién

Para z = —2 + 2+/3i se tiene
—2v3
0, = arctan <2\[> — arctan <_\/§> = _g

de donde arg(—2 +2+/3i) = —g +2km, ke Z

T T
Luego, para w = 3i se tiene que 6, = P por ende arg(3i) = 5 +2nxw, n € Z.

Por otro lado, z-w = (—2 4 2+/3i)(3i) = —6+/3 — 6i, al determinar su argumento principal

< —6 > \/§ T
O —arctan| —— | =arctan | — | = —
—6V3 3 6

: T
esto permite encontrar el argumento de z-w, arg(z-w) = 3 +2mm, m € Z.

Finalmente, observe que

T T T
arg(z) +arg(w) = —3 +2km + > +2nw = 3 +2(k+n)m

lo cual comprueba la identidad.
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La relacién entre la forma polar y la forma exponencial de un niimero complejo, permite obtener un
resultado de gran utilidad, la férmula De Moivre.

Dado un nimero complejo z = re’® = r[cos(0) +isen(0)], al tomar su n—ésima potencia se obtiene
que
. n . n
= (re’9> =7 <e’9> =r"-[cos(0)+isen(0)]"
Luego por las propiedades de las potencias, también se tiene que
. n .
= (e’9> ="M =" . [cos(n@) +isen(n0)]

de donde se obtiene la identidad conocida como féormula De Moivre

[cos(6) +isen(0)]" = cos(nB) +isen(n0)

Ejemplo 1.6 |
D |

Realice la siguiente operacién con nimeros complejos y exprese el resultado en forma
simplificada (1 —i).
Solucién

El ndmero z = 1 — i puede expresarse en forma polar como z = V2~ mi/4 entonces

(1 _ i)7 — (\6)7 'e—7m’/4

= Sﬂ[cos (T)—I—isen(?ﬂ
_ a3 |24 Y2

2 T
= 8+438i.

El ejemplo anterior pudo resolverse de una forma mds extensa, ya sea realizando las multiplicaciones
de (1 —i) por si mismo de forma consecutiva o utilizando la expansién de (a +b)” mediante el
método del tridngulo de Pascal o el cilculo de los coeficientes binomiales, en todo caso dichos
procesos conllevan més tiempo y esfuerzo.

Otro ejemplo sobre la utilidad de la forma polar en los niimeros complejos es el célculo de raices
n—ésimas.
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Determine todas las raices cubicas del nimero complejo z = 8i.
Solucién

El nimero z = 8i puede expresarse en forma polar como z = 8¢™/2, entonces, sea w el nimero

complejo tal que w? = 8i, es decir, w> = 8¢™/2 y en general w? = 8™/ | ¢ 7,

Luego

W = 8o/ 2 2kmi (Seni/2+2km'> s — =gl (eni/2+2k7ri) L = D). oTi/6+2kmi/3
Ahora, tomando valores para k

Si k = 0 se obtiene wy = 2 - ¢™/°

Si k = 1 se obtiene wy = 2 - ™/6+27i/3 — 3. ,57i/6

Si k = 2 se obtiene w, = 2 - ¢™i/0+47i/3 — 3. p37i/2

Los tres valores de k tomados generan tres ndmeros complejos diferentes wo,w; y wo y que
satisfacen que w? = 8i. Ahora bien, si se toman valores de k como k = 3, k = 4, ... se obtiene
de forma ciclica valores complejos equivalentes a los tres anteriores. Observe

Si k = 3 se obtiene w3 = 2+ ™/6+6TI/3 = 9. oMI/6T2MT — . oTi/6 — 1y
Cada vez que se represente en el plano de Argand las raices n—ésimas de un nimero complejo

se obtendra un poligono regular de exactamente n lados en el cual, cada vértice corresponde a
una de la raices.

Figura 3. Poligono de las raices cubicas de z = 8i
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En general, si se desea determinar las raices n—ésimas de un nimero complejo z = re'®, basta
considerar los valores

(0-+27)i (0-+47)i (0+2(n—1)7)i

wo=reen = W= e n e W = e

1.4 Regiones del plano complejo

En el presente apartado se estudian algunos tipos de subconjuntos de nimeros complejos que serdn
de utilidad en las diferentes secciones de este texto.

Definicion 1.4
Para un nimero complejo zg un €—entorno del mismo es el conjunto de puntos z en el plano
complejo que se encuentran a una distancia de zp menor que &, es decir, el conjunto formado
por todos los puntos en el interior del circulo con centro en zg y radio €, excepto el mismo
punto 7z y los puntos que se encuentran en el borde o circunferencia. Usualmente se denota
como D¢ (zp)
De(z0) ={z€C:0< |z—2z0| < €}.

En la figura 4 se representa un £€—entorno de zo.

Figura 4. e—entorno de zp.

Definicion 1.5
Dado un conjunto S de nimeros complejos, se dice que un punto zp es un punto interior de S
si existe al menos un €—entorno de zg totalmente contenido en S. El punto zy se denomina
punto exterior de S si existe al menos un € —entorno de zy que no contiene un solo punto de
S. Aquellos puntos para los cuales todo €é—entorno contenga tanto puntos interiores como
puntos exteriores se conocen como puntos frontera.

Al conjunto de todos los puntos interiores de S se le conoce como interior de S, al conjunto
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de todos los puntos exteriores de S se le conoce como exterior de S y al conjunto de puntos
frontera de S se le denomina la frontera de S.

En la figura 5, el punto zg es un punto interior de S, el punto z; es un punto frontera de S'y el punto
Zp €s un punto exterior de S.

Figura 5. Punto interior, exterior y frontera.

Definicion 1.6
Dado un conjunto § de nimeros complejos, se dice que S es abierto si todos sus puntos
son interiores y se dice que S es cerrado si éste contiene a todos sus puntos frontera. Todo
€£—entorno de un punto es un conjunto abierto.

Un conjunto S de nimeros complejos, se dice que S es acotado si existe un nimero real M tal
que para todo z € S se cumple que |z| < M.

Un conjunto S de niimeros complejos se dice conexo si cada par de puntos z;, z; en S pueden
ser unidos por una linea poligonal que se encuentra totalmente contenida en S. A los conjuntos

que no son conexos se les conoce como disconexos.

Se denomina regién a un conjunto S que sea abierto y conexo.

Algunos subconjuntos de C no son abiertos ni cerrados, como el caso de So = {z € C: % <|z—z0| <
1} que se ilustra en la figura 6a. El conjunto S; = {z € C: |z—z;| < 1} es abierto mientras que el
conjunto S, = {z € C: |z—z2| < 1} es cerrado (ver figura 6b y 6¢ respectivamente).
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Figura 6. (a) Ni abierto ni cerrado, (b) abierto, (c) cerrado.

El conjunto S representado en la figura 7 es abierto y conexo, por lo tanto se considera una region.

Figura 7. conjunto conexo

—| Ejercicios 1.1

Realice las operaciones con nimeros complejos y exprese el resultado en forma simpli-
ficada

1. (=2+3i)(—1—4i) +5i
2. (1-3i)(8—2i)~!
3. (—=1+2i)
1+2i  3—i
5.

(2v/2 —2i)7

6. Determine las raices quintas del nimero complejo z = 1 +i y representelas el el plano
complejo.

Para los nimeros complejos z = (5 —3i), w = 1 — i determine
7. |z-w]
|5i-w|
9. Im(2i-z)

g2
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Represente los siguientes nimeros complejos en forma polar y exponencial

10. z=4i

11. z=—-1+i

12. z=2-2V3i

13. z=3-2i
Para los siguientes niimeros complejos, determine si se encuentran en el interior, exterior
o en la frontera de la regién 1 < |z—i| <2

14, z=2+1i

15. z=—-1+2i

16. z=2—+/3i

17. z=-2+2i

18. z=J+i




2 — Funciones elementales

Sumario

Resumen

*Polinomios

*Funciones racionales

*Funcién exponencial

*Funciones trigonométricas
*Funcién logaritmo

*Funcién potencia compleja
*Funciones hiperbdlicas

*Funciones trigonométricas inversas

En este apartado se definen algunas funciones
complejas de variable compleja, la mayoria son
conocidas del Andlisis Real, pero ademas
apareceran funciones del tipo multivaluadas en
las cuales una preimagen podré tener varias
imdgenes, lo cual puede parecer un poco
contradictorio ante el hecho de que en el Andlisis
Real esto no seria considerado una funcién.
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Objetivos
= Definir las principales funciones en los nimeros complejos
= Establecer las propiedades de las diferentes funciones de nimeros complejos
= Establecer identidades sobre diferentes tipos de funciones de nimeros complejos

= Calcular imdgenes y preimagenes de funciones con nimeros complejos
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Funciones polinomiales y racionales

Se denomina polinomio a la siguiente expresion

Definicién 2.1 Polinomio
p(2) = a,d" + anflzn_l + an72zn_2 qpocedp a2z2 +aiz+ag

a;eC,i=0,---.,n,a,#0.

En la definicién anterior, cada uno de los elementos a; se conoce como coeficiente, estos pueden ser
nimeros reales o complejos, la variable z representa un valor complejo y es importante mencionar
669

que el grado del polinomio “n” se refiere al mayor exponente de la variable z. Considere los siguientes
ejemplos

Ejemplo 2.1 |

p(z) =322 +4z-3
q(z) = =325 +22 =222 — (2+i)z— 3+ V2i

Observe que el polinomio p(z) tiene grado 2 y todos sus coeficientes son nimeros reales, mientras
que el polinomio g(z) posee grado 5 y algunos de sus coeficientes son reales y otros complejos
(aunque se podria indicar que todos sus coeficientes son complejos ya que cada nimero real es
considerado un nimero complejo cuya parte imaginaria es cero).

Las funciones cuyo criterio es un polinomio se denominan funciones polinomiales

Definiciéon 2.2 Funcion polinomial

f:C—=C, f(2) = and" +an12" " +ap 2"+t @ +aiztao
a;eC,i=0,---,n,a, #0.

En algunos casos serd de mucha utilidad expresar estas funciones en términos de sus componentes
real e imaginaria, es decir, considerando a z como x+y-i donde x,y € R, los polinomios pueden
escribirse como f(z) = f(x,y) = u(x,y) +v(x,y) - i, donde u(x,y) y v(x,y) son funciones de R x R
en R denominadas componente real y componente imaginaria de f(z) respectivamente.
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Ejemplo 2.2 |
D |

Considere la funcién f(z) = 4iz> + (4 +3i)z + 5 y determine las componentes real e
imaginaria de f(z).

Considere z = x+ - i, sustituyendo en el polinomio se obtiene

f@) = flx+iy)
4i(x+iy)* + (4 +3i)(x+iy) +5
4i(x* — y? + 2xyi) + 4x + 4yi +3xi — 3y +5
= 4ix* — 4iy* — 8xy+4dx+4yi+3xi —3y+5
= (4x—8xy—3y+5)+ (4x* —4y* 4+ 3x+4y)i

de donde
u(x,y) = 4x—8xy =3y +5 y v(x,y) = 4x* —4y* +3x+4y.

Un teorema de suma importancia sobre polinomios es el siguiente

Teorema 2.1 Fundamental del Algebra
Todo polinomio de grado mayor o igual que uno posee al menos una raiz.

En general, este teorema permite establecer ademds, que un polinomio de grado n posee en realidad
n raices (algunas pueden estar repetidas).

Ejemplo 2.3 |
D |
Determine las raices del polinomio p(z) = z* — 273 + 5z — 8z + 4.

Este polinomio se puede factorizar> como p(z) = (z> +4)(z — 1)?, de donde z; = 1 es una
raiz (con multiplicidad® 2) de p(z) y las otras dos raices son zo = 2i y z3 = —2i, estas dos
ultimas se pueden obtener mediante la formula general para ecuaciones cuadraticas.

Observe que el polinomio p(z) posee tres raices distintas, pero una de ellas esta repetida, es
decir, que se debe contar dos veces, de modo que la cantidad de raices coincide con el grado
del polinomio.

Las funciones cuyo criterio es un cociente de polinomios se denominan funciones racionales

ZPara obtener la factorizacién de p(z) utilice “divisién sintética” o regla de Ruffini

3Una raiz zg del polinomio p(z) se dice tener multiplicidad & si existe otro polinomio ¢(z) tal que p(z) = (z — z9)*
0 p p p p q que p 0

q(2)



2.2 Funcidén exponencial 21

Definicion 2.3 Funcion racional

p(z)

f:(C— 21,322,532k —)C,fz = —F

{ b f0 =25

donde 71,7y, ...,z son raices de g(z).
Ejemplo 2.4 |
) | )
i . i %

Det 1d io de la funcié teri ) = ————
clermine € ominio de la runcion con criterio f(Z) Z3 — 2iz2 T 3Z

Se deben determinar las rafces de g(z) = z° — 2iz* + 3z. Al factorizar se obtiene
2 -2i7+3z7 = z(z*—2iz+3)
= z(z—3i)(z+1i)

de donde, las raices de ¢(z) son z; =0, zo = 3i'y z3 = —i, por lo tanto, el dominio de f estd
dado por C — {0, 3i, —i}.

2.2 Funcién exponencial

Similar a la definicién de funcién exponencial en los niimeros reales se puede establecer la fun-
cién exponencial para niimeros complejos, esta es de mucha utilidad para representar otras funciones.

Definicién 2.4 Exponencial

f:C—=C, f(z)=¢

En ocasiones es practico representar la funcion exponencial utilizando sus componentes real e
imaginaria. Sea z = x + iy, entonces

flz) == =¢"- eV =" (cosy+iseny) = e cosy+i-e‘seny.

Algunas propiedades de la funcién exponencial son las siguientes
» ¢ # (0 paratodo z € C.
e
. =
- (o) =en
n |ef=e
n “T2K% — o7 para todo k € Z.

Comprobar estas propiedades es un ejercicio ttil, como ejemplo se va a comprobar la segunda
propiedad, utilizando para ello la definicion asi como las propiedades de las potencias y las funciones
trigonométricas seno y coseno en R.
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Ejemplo 2.5 |

D |

Compruebe que para cualesquiera z,w € C se cumple que €° - " = ™"
Sean z = x; +iy; y w = X + iy, entonces

‘e = (e"cosy +i-e"'seny;)(e?cosy, +i-e?seny;)

e

= e"cosy;-e?2cosy,+i-e" cosy-e?seny,
+i-e"'seny| - e cosy, — e seny; - € seny,

= e cosy-e?cosy, —e'seny; - e seny;
+i- (e cosy; -e?seny, + e senyy - € cosys)

= (e -€"?)(cosyjcosy; —seny;seny,)
+i-(e™ - e™)(cosy; seny; +seny cosy,)

(¢ e)(cos (v +y2)) i (€7 ) (senyy +2)

€12 (cos (y1 +y2) +i-sen(y1 +y2))
132 . 1+y2)

X1 +x2+i(y1+y2)

= ¢ (xr+iy)+(xatiy2) W

=e e

Una de las grandes ventajas de la funcién exponencial es que permite definir otras funciones a partir
de ella como se verd en el siguiente apartado.

Funciones trigonométricas

Considerando la forma polar de un nimero complejo z = r- (cos 6 +isen6), y asumiendo que r = 1,
se cumple que

¢'% = cosO +isend

ademas

e —cos@—isen®

Luego, al sumar estas dos expresiones, se obtiene
¢ +e7% =2cos 0

Al despejar cos 6 se obtiene

¢if 4 o—i0
—— =cosf

De forma andloga (restando en lugar de sumar) se puede comprobar que sen 8 = 5
i
Esta forma de expresar las funciones seno y coseno en términos de un nimero complejo, permiten

definirla en variable compleja

4Recuerde que la funcién cos @ definida sobre los niimeros reales es par, es decir que cos(—8) = cos(8) para todo 6
mientras que la funcién seno es impar, es decir, sen(—6) = —sen(0).
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Definicion 2.5

elZ _ e—lZ elZ + e—lZ

sen(z) = T cos(z) = 5

En el siguiente ejemplo se calcula el valor de seno para un nimero complejo

Ejemplo 2.6 |
D | T
Calcule sen <Z T 2i> y expréselo en la forma a + bi
Utilizando la definicién
T . el (F+20) _ p—i(F+2i)
sen (Z + l) = %
e—2+%i — 2
B 2i
e 2t — g2 4l
N 2i
_ e*Z(cos(%) +isen(%)) — ez(cos(%) —isen(%))
2i
B % (e7?—€?) —|—i§ (e 24 €?)
N 2i
VE(e24e) VI (e
- 4 (=) 4

Las demaés funciones trigonométricas conocidas como secante, cosecante, tangente y cotangente se
definen en variable compleja a partir de las funciones seno y coseno similar a como se trabaja en R,
considerando las restricciones necesarias en su dominio.

Definicion 2.6

senz (e % — ) T
t = = — — —+km, keZ
an(z) cosz et t+e? & 2 +

cosz (e 4e %)

t(z) = = — - kw, k€ Z
cot(z) senz et —e 1 25
1 2 T
= = — —, —+km, keZ

sec(z) cosz et4e™® 2 2 +

SRecuerde que % =—Ii.
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1 2i
senz et —eiz’

7#km, ke Z.

csc(z) =

Las identidades trigonométricas conocidas para los nimeros reales son validas en variable compleja,
a continuacion se enlistan algunas identidades mas comunes
= sen?(z) +cos?(z) = 1
= cos(ztw) = cos(z)cos(w) Fsen(w) sen(z)
» sen(z+w) = sen(z)cos(w) = sen(w) cos(z)
» sec’(z) = 1 +tan’(z)
= csc?(z) = 1+4cot?(z)
» sen(z+2km) =sen(z), kEZ
cos(z+2km) =cos(z), k€ Z
» tan(z+km) =tan(z), kE€Z
sen(z) =0siysoloz=0+km, ke Z
c
(

T
0s z):Osiysoloz:§+kﬂf, keZ.

Ejemplo 2.7 |
D o
Compruebe la identidad sen(2z) = 2sen(z) cos(z)
Para comprobar esta identidad se puede utilizar las identidades bésicas o la definicién de seno
y coseno en términos de la exponencial.
ei-2z _ e*i-Zz
27)) = ———
sen(2z) o
(ei»z)Z _ (efi‘z)Z
- 2i
_ (eiz _ e*iz)(eiz + e*iz)
B 2i
iz __ ,—iz ) .
_ € 2i€ (% 4e7E)
B €% —e % ' %t e 5
B 2i 2
= 2sen(z)cos(z).

2.4 Funcién potencia y logaritmica

Las funciones potencia y logaritmica, son funciones multivaluadas, lo que quiere decir que una mis-
ma preimagen pueden tener varias imagenes. Usualmente se define este tipo de funciones utilizando
como dominio una superficie de Riemann, que intuitivamente consiste de una cantidad infinita de
copias de C — {0} superpuestas lo que permite establecer la biyectividad en este tipo de funciones y
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de este modo definirlas como funciones inversas.

Definicién 2.7 Logaritmo complejo

log(z) =In|z| +i-arg(z) =In|z| +i- (Arg(z) + 2k7), k € Z

Ejemplo 2.8 |

|
Calcule log(1 +1) y expréselo de la forma a + bi.

Primero observe que z = 1+ se puede expresar como

z= 1+i:\f2<\2+i-\}§) :\f2<cos (g)—kisen(g)) = V2¢'s

T
De donde se obtiene que |1+ i| = /2y arg(1 +i) = 1 +2km, k € Z.
Ahora, utilizando la definicién de logaritmo

log(l—l—i):1n|1+i|+i-arg(1—|—i)zln(\@)+i(§+2kn),kEZ.

La funcién logaritmo puede definirse también en forma univaluada restringiendo el dominio a una
sola copia de C — {0} la cual estard definida por una dnica “vuelta” completa del argumento z. Por
ejemplo, al considerar que 7 < arg(z) < 37 se obtendria que

log(1+1) :ln(\fZ)—l—i(g—i—Zn) =In(v2)+i- %Tn

Cuando se trabaja con el valor principal del argumento (entre —7 y 7) se utiliza la notacién Log(z),
es decir

Log(z) =In|z| +i- Arg(z)

donde Arg(z) = arg(z) restringido al intervalo [—, 7].

Algunas propiedades de los logaritmos como funciones multivaluadas

» log(e*) = z+2nm para todo z € C

» log(z-w) = log(z) + log(w) para todos z,w distintos de cero

= log(z/w) =log(z) —log(w) para todos z, w distintos de cero

= nlog(z) C log(z")

n elogd) — 5
Debe tenerse cuidado con las propiedades de los logaritmos establecidas arriba, pues algunas podrian
no cumplirse cuando se esta trabajando con el argumento restringido a un intervalo en concreto.
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Ejemplo 2.9 |
|
Compruebe que 3 -log(i) C log(i®)

Utilizando la definicién,
3log(i) = 3lInli|+i-3-arg(i)
= 3ln|e'Z|+i-3-arg(e'?)
- 31n(1)+i-3-<g+2k7r),kez

= i~<32n+6k7r>,kGZ

Por otro lado,

log(i’) = log(—i)
= In|—i|+i-arg(—i)
= Inle™'2|+i-arg(e'2)

= In(1)+i- (—g+2n7r>,n€Z
= & (—g+2nﬂ:),n€Z

— (—§+27t+2(n—1)7r> nez

3n

= (2+2(n—1)7r>  nez

2

con n € Z pero no todo valor n € Z puede expresarse

3 3
Observe que i - <271: +2(n— l)n) =i <7r + 6k7r) siy solo si n=3k+ 1 ya que todo valor

k € Z se puede escribir como k = "
como 3k+1 con k € Z.

Las potencias (multivaluadas) se definen a partir de logaritmos de la siguiente forma.

Definicién 2.8 funcion potencia

= ewlog(z)

Recuerde que el logaritmo es una funcién multivaluada definida para todo nimero complejo z distinto
de cero, por tal motivo, la funcién potencia también es multivaluada y de nuevo se encuentra bien
definida para todo complejo z distinto de cero.

3 1

Cuando el exponente w es un niimero entero, la funcién potencia es simple como z2, 7>, z~!, mientras

que cuando el exponente es un niimero racional no entero, la funcién potencia es una raiz, por ejemplo



2.4 Funcidn potencia y logaritmica 27

z!/2 consiste de las raices cuadradas de z que en este caso son dos distintas ya que

2112 ghlog(d) _ phlinlel+iare(a)) _ pliny/I+-(Are(0)+2km) _ liny/Ei+(252 k) p e 7

Se puede observar que cuando k es par se obtiene la primera raiz (repetidamente) mientras que
cuando k e impar se obtiene la segunda raiz. Observe el siguiente ejemplo para un nimero complejo
en particular.

Ejemplo 2.10

|
Determine el valor de ( {)

Considere que Arg ( + z)

1 3
10g( +l\2[> = In

= 1n(1)+i-§+2kiﬂ, ke

1 3
—i—z£

2 2 2

1 3
+i- Arg( —I—l\f> +2kiw, k € Z

— i(% +2%kn), ke Z

Luego,

1/3

Ahora, considere los valores k = 0, 1y 2, al sustituirlos se obtienen tres valores diferentes

wog=e°9

T2 Imi
leel(9+3):e9

T 4rn 13mi
W2—€I(9+3):€9

Estos tres valores (por la periodicidad de la funcién exponencial ) se pueden representar de
diferentes formas (tomando multiplos de 27)

wo = e — i(§+2km)

Imi .0In
= i(GE+2km
wl—e9—e(9 ), keZ

Wy —e 3 = (15 +2k)

1/3
L /{zf o)
212 =<Je9%,e9 e .

Finalmente




2.5

28 Funciones elementales

Funciones hiperbdlicas y trigonométricas inversas

Las funciones hiperbdlicas, similar a las trigonométricas se definen a partir de la exponencial €°.

Definicion 2.9

Estas dos funciones se encuentran definidas para todo nimero complejo y tienen periodicidad 27 al
igual que la exponencial e*. A partir de estas se definen las demds funciones hiperbdlicas

Definicion 2.10

senh(z) e*—e ¢ cosh(z) e +e?
t h = = = =
anh(z) cosh(z) e4e coth(z) senh(z) e?—e
1 2 1 2
sech(z) = = csch(z) = =

~ cosh(z) eide?’

Se debe considerar que tanh(z) y sech(z) estdn bien definida para todo complejo z # ki, k € Z,
mientras que coth(z) y csch(z) para todo complejo z # w, keZ.

iz —iz

e . o
———— se puede establecer una relacién con senh(z) de

Observe que de la definicién de sen(z) = 5
i

la siguiente forma

Para cualquier nimero complejo z considere el valor w = iz, entonces

De una forma similar se pueden establecer o comprobar algunas de las siguientes identidades

» sen(z) = —isenh(iz)

= cos(z) = cosh(iz)

= cos(iz) = cosh(z)

» cosh(—z) = cosh(z) (funcién par)

z) = —senh(z) (funcién impar)

w) = cosh(z) cosh(w) & senh(z) senh(w)
w) = senh(z) cosh(w) =+ senh(w) cosh(z)

= senh(—

(
(
= cosh(
(

H H

Z
= senh(z



2.5 Funciones hiperbdlicas y trigonométricas inversas 29

Observe que también de la definicion de senh(z) y cosh(z) se tiene
2

N2 _

i te e —e %

h? — senh? — (ere ) _(eze -
cos senh”(z) < > ) ( 2 >

(ez +e—z)2 _ (ez _'_efz)z

4
B X424 B (ezz—2+e*21)
N 4
4
= —=1.
4

Lo que genera la identidad cosh?(z) — senh?(z) = 1.

Ahora considere un nimero complejo z expresado como z = x + iy, entonces
senh(z) = senh(x + iy) = senh(x) cosh(iy) + senh(iy) cosh(x) = senh(x) cos(y) + isen(y) cosh(x)
es decir
senh(z) = senh(x)cos(y) +isen(y) cosh(x)

y de forma andloga se puede comprobar que
cosh(z) = cosh(x) cos(y) + isenh(x) senh(y)

Otras identidades se presentardn como ejercicios.

Al igual que la funcién potencia, las funciones trigonométricas inversas, se definen por medio de
logaritmos, ya que las trigonométricas estdn definidas a partir de la exponencial. Se va a mostrar por
medio de un caso concreto como se obtienen estas funciones.

iw e—iw
———, luego
2i

iz = eiw o e*iw — efiW(eZiw . 1)

Sea z = sen(w), por definicién z =

es decir,
2iz=e"(*™ —1)

Multiplicando a ambos lados de la igualdad por ™ se obtiene

ize™ =¥ — 1

de esta tltima igualdad se obtiene la ecuacién cuadritica (con variable e™)
0=e*" —2ize™ — 1

Al utilizar la férmula general, se tiene que A = 4 — 47> y su solucién® est4 dada por

o 2iz+ (4—47%)2

5 —iz+(1-2%)?

6 —b+vVA

usualmente al utilizar la férmula general se indica que las soluciones de una cuadrdtica estdn dadas por z = =25
pero en este caso, al ser la raiz una funcién potencia bivaluada se tiene implicitamente los dos resultados que toma la raiz
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Tomando el logaritmo a ambos lados se obtiene

1
=log <iz+ (1-2%) 2>
es decir,

w=(—i)log <iz—|—(1—z2)é>

[SIE
N—

De este tltimo resultado, se obtiene la relacion sen(z) = w si y solo si w = (—i)log (iz +(1-2%)
lo que permite dar la siguiente definicion

Definicion 2.11

sen”! (z) = —ilog <iz+ (1-2) %)

De una forma similar, se pueden establecer las demds funciones trigonométricas inversas las cuales
son multivaluadas ya que dependen del logaritmo y raices cuadradas.

Definicion 2.12

cos”!(z) = —ilog <z+i(1 —z2)5>

_1 i i+z
t =-1 —
an” (z) > Og(i—z)

Ejemplo 2.1/
|

Calcule cos~!(3i) y expréselo en la forma a + ib
os7!(3i) = —ilog ((3i) i(l— (3i)2)%)
_ —110g<3l+l 5)
- —ilog( i+i(10) )
= —ilog(z3+\/>>
- —i(n(3+\ﬁ)+z[arg(i(3+x/ﬁ))])
- ﬂ(ln(3+f) i[= +2kﬂ]>,k€Z

= —iln(3+V1 )+§+2k7r, keZ.
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—| Ejercicios 2.1

15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

= PN =

Para los siguientes polinomios determine sus raices con su respectiva multiplicidad

p(2) =2+ (2-2)2 - (1+4i)z—2
p(z) =28 -22+27—1

p(z) =32+ + 1223 +472
p(z) =i —2z—i

Descomponer en fracciones parciales (fracciones simples) las siguientes funciones
racionales

1
0(z) = sz
iz
*—4iz+4
00 =

Utilizando la definicién e = ¥ = ¢* - ¢ = ¢* - (cosy + iseny) compruebe las
propiedades

. e # 0 paratodo z € C.
10.
11.
12.

13.
14.

il
w
(e = e
|eZ|_ex
el = et

e“t2T — ¢ para todo k € Z.

Determine el conjunto solucién de la ecuacién e + 4ie — 4 = 0
Determine el conjunto solucién de la ecuacion sen(z) = 2i

Verifique las siguientes identidades trigonométricas

sen®(z) +cos?(z) = 1

cos(z+w) = cos(z) cos(w) Fsen(w) sen(z)
sen(z+w) = sen(z) cos(w) £ sen(w) cos(z)
sec?(z) = 1 +tan?(z)

csc?(z) = 14 cot?(z)

sen(z+ 2km) =sen(z), k€ Z
cos(z+2km) =cos(z), k€ Z

tan(z+km) = tan(z), k€ Z

sen(z) =0siysoloz=0+km, keZ
cos(z) =0siysoloz= g+k7t, keZ
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27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.

Verifique las siguientes identidades trigonométricas-hiperbdlicas

sen(z) = —isenh(iz)
cos(z) = cosh(iz)

cosh(—z) = cosh(z)

senh(—z) = —senh(z)

cosh(z £ w) = cosh(z) cosh(w) £ senh(z) senh(w)
senh(z £ w) = senh(z) cosh(w) & senh(w) cosh(z)

Con base en la definicién y propiedades de las funciones estudiadas, determine los
siguientes valores

log(3 — 3i), log(—2), Log(v/3 +1)
(31-)1/2’ (_1 +i>1/3, (i)l+i
senh(—2i), cosh(1+ i), tanh(—1+1)
sen!(1—1i), tan~'(2i), cos~!(2i)




G — Funciones holomorfas

Sumario Resumen
*Limites En el presente capitulo se trabajard con
*Derivadas conceptos conocidos del Célculo en una y varias

*Propiedades de las derivadas
*Ecuaciones de Cauchy-Riemann
*Funciones holomorfas
*Funciones armdnicas

variables como limite, derivada, derivadas
parciales e integraciéon. Uno de los principales
resultados a estudiar en este apartado son las
ecuaciones de Cauchy-Riemann cuya
verificacién establece una condicién necesaria
para que funcién posea derivada.
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Objetivos:
= Definir el concepto de limite de un nimero complejo
= Establecer las propiedades de los limites de nimeros complejos
= Definir el concepto de continuidad en funciones complejas
= Establecer las propiedades de las funciones continuas
= Definir la derivada de una funcién compleja
= Establecer las principales propiedades de la derivada asi como las reglas de derivacién

= Definir las ecuaciones de Cauchy-Riemann y su relacion con la derivada de una funcién
compleja.
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Limites

Definicion 3.1
Dada una funcién f: A C C — C y un valor complejo zg en A, se dice que el limite cuando z
tiende a zo es L si para cada € > 0 existe un & > 0 tal que |f(z) — f(z0)| < €, siempre que
0 < |z—z0] < G.

Se denota por
lim f(z) = L.

7—20

En otras palabras, el limite cuando z tiende a zo converge a L si para cada €—entorno de L existe un
d—entorno de zp tal que para toda z € Dg(zo) suimagen f(z) € De(L).

Ahora, pensando en que la funcién f(z) se puede escribir como f(x+iy) = u(x,y) +i-v(x,y).
Considere z =x+1iy y zo = a + ib. Se puede indicar de forma equivalente que el limite cuando
(x,y) tiende a (a,b) es L si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que |f(z) — f(z0)| < €, siempre que
0</(x—a)2+(y—0)2< .

Una propiedad importante sobre la existencia de un limite es la siguiente

lim f(z) =L siy solo si ZHm Re(f(z)) =Re(L) y Zlggl Im(f(z)) =Im(L)

Z—20 —20

Las propiedades de los limites en este caso son similares a las propiedades de los limites en R?:

Sea zo un nimero complejo tal que lim f(z) = Ly lim g(z) = M, entonces
220 720

. Ui (f(2) +8(2) =L+ M
7—20

< lim(f(0) —g() =L M
7—20

= lim(f(2)-8(z)) =L-M
=20

Ejemplo 3.1 |

D |

Determine el valor de convergencia del siguiente limite

. 2—2iz—1
llmﬁ
= ZF—I1Z+27—1

Al evaluar z = i se obtiene la forma indeterminada 0/0, factorizando

. 2=2iz—1 (z—1i)? . z—i 0
lim—— =lim————~—— =1lim =——=0.
2 —iztz—i i (z—i)(z+1) ziz+l i+l
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Definicién 3.2
Dada una funcién f : C — C y un valor complejo zo en A, se dice que f es continua en zq si
lim f(z) = f(z0). Ademds, se dice que f es continua en la region A C C si f es continua para
770

todo punto en A.

Ejemplo 3.2 |
D |

= Los polinomios son funciones continuas en todo C.

= Las funciones racionales son continuas en todo su dominio (en todo C excepto en las
raices del denominador)

= La funcién exponencial ¢ es continua en todo C

= Las funciones Re(z), Im(z), Z y |z| son continuas en todo C.

Ademas de indicar algunas funciones continuas, es importante rescatar algunas propiedades de las
funciones continuas

Sean f, g funciones continuas en zg € C, entonces
= f4 g escontinua en zg
= f— g escontinua en zg
= f-gescontinua en g

. f es continua en zo, siempre que g(zo) # 0
g- . . .
= Si g escontinua en zg y f es continua en g(zO), entonces f o g es continua en zg.

Ejemplo 3.3 |

|
Las funciones sen(z) y cos(z) son continuas para todo z € C.

Observe que como se indicé anteriormente la funcion e* es continua para todo z € C, por

: : : e
ende, considerando las propiedades anteriores, se puede asegurar que sen(z) = T y
l
elZ_‘_e*lZ
cos(z) = — ya que consisten de la suma y resta de funciones continuas.

3.2 Derivadas

El concepto de derivada estd estrechamente relacionado con el de limite, en Célculo de variable real
se suele interpretar geométricamente como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
dado, en variable compleja se abordard con un sentido mds propio del andlisis.
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Definicion 3.3 Derivada
Sea f: A C C — C una funcién y zo un valor complejo, se define la derivada de f en zg como
el siguiente limite
o F@—f ()

720 Z—20

Se denota por f(zo).

Si f es derivable para cada punto de un €—entorno de zp se dice que f es holomorfa en zp y
si ademds f posee derivada para cada punto z de una regién G se dice que f es una funcién
holomorfa en G. Cuando una funcién es holomorfa en todo C se le conoce como funcién
entera.

Una forma equivalente de definir la derivada es considerando el siguiente limite

lim
h—0

flz+h)—f(2)
h

Esta dltima forma permite establecer una férmula general para la derivada mientras que la definicién
dada al inicio permite obtener el valor de la derivada en un valor concreto.

Ejemplo 3.4 |
)

Utilice la definicién para calcular la derivada de f(z) = z* en el punto zog = i

” . fl@) = f@i)
fO ===
_ jm i)

=i 7—1
mn&+0@*0
71 Z—1

= lim(z+1i)

7—1

= 2i

Utilizar limites para derivar puede resultar mucho més complejo que utilizar las reglas de derivacion
conocidas del célculo y que se obtienen a través de la definicion de derivada. Se va a comprobar que

f'(z) =2z para f(z) = 2%,
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Ejemplo 3.5 |

f(z)

Utilice la definicion para calcular la derivada de f(z) = z

flz+h)—f(2)

T
h1_r>r(1) h
% _ 2

fm (z+h)*—z
h—0

L P42hz+ R -7
lim
h—0 h

_ 2hz+h?
lim
h—0
lim (2z+ h)
h—0
27.

Las derivadas de las funciones conocidas del cdlculo son validas en variable compleja, por ejemplo
si f(z) = sen(z) su derivada es f’(z) = cos(z), pero debe tenerse cuidado con las funciones multiva-

luadas ya que sus derivadas existen cuando su dominio se restringe adecuadamente para que esta sea

univaluada, por ejemplo para f(z) = log(z), si se restringe a —7 < arg(z) < 7 entonces f'(z) = —.
z
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Propiedades de la derivada

Dadas dos funciones f, g holomorfas en una regién G, se cumple que
= (f+8)(x) =f(2)+&'(z)
= (f-8)(a)=f(2)—¢(2)

" (f-0)(&) = (2)s2) +£'(2)f(2)
Jg‘ ) =" (Z)g(z(;ﬁz(@f (2) para g(2) £0.

(fog)(z) = f'(g(2))- & (z) (regla de la cadena)
Si f tiene derivada en zp entonces f es continua en Zp.

Ahora considere una funcién f(z) y su representacion en términos de sus componentes real e

imaginaria f(z) = u(x,y) +i-v(x,y), si esta funcién posee derivada en z entonces existen sus

u du dv Jdv

derivadas parciales —, —, —, — y ademads, satisfacen las igualdades
dx’ dy’ dx’ dy

du_ov v
8x_8yy ox  dy’

Las dos igualdades anteriores se conocen como Ecuaciones de Cauchy Riemann.

Teorema 3.1

Si f(z) = u(x,y) +i-v(x,y) posee derivada en z, entonces sus derivadas parciales existen y
satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann.

Ejemplo 3.6 |
q

Considere la funcion f(z) = cos(z), esta funcion es derivable en todo C, es decir, f(z) = cos(z)
es una funcién entera, compruebe que satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann.

elZ + e—lZ

2
Para ello considere z = x + iy, entonces

Primero, recuerde que cos(z) = , se debe expresar como f(z) = u(x,y) +iv(x,y).

e = WD) — ¢TVHX — g7 o — ¢V (cos(x) +isen(y)) = e cos(x) +ie ¥ sen(y)

e = T IH) — VI — oV oI — Y (cos(x) —isen(x)) = ¢’ cos(x) — ie” sen(x)
Luego
el‘Z_i_e*l.Z
cos(z) = —
e Ycos(x) +ie Y sen(y) + e’ cos(x) — ie” sen(x)
B 2
cos(x)(e ¥ +¢€¥) . sen(x)(e¥—e)

= +l

2 2
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cos(x)(e ¥ +¢€”) sen(x)(e ™ —¢&”)

Observe que u(x,y) = > yv(x,y) = > , aplicando las reglas de
derivacion parcial
du —sen(x)(e ¥ +e)
ax 2
du  cos(x)(—e Y +¢)
dy 2
dv  cos(x)(e¥—¢”)
ax 2
dv  sen(x)(—e ¥ —e”) —sen(x)(e™ +e)
dy 2 2

Al comparar las derivadas parciales se puede observar que

Ju _ —sen(x)(e”+e’) dv
ox 2 ~dy

Jdu  cos(x)(—e +e”) dv

dy 2 T ox

Debe tenerse cuidado con la interpretacion del teorema anterior, este permite establecer aquellos
valores complejos en los que una funcién no posee derivada, pero no es suficiente para garantizar en

qué puntos la funcién si es derivable, un ejemplo clasico es el introducido por el matematico Dmitrii

Menchoff con la funcién S

2.

— siz#0
o N7
0 siz=0

f:C—=C, fz) =

esta funcidn satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann para z = 0 sin embargo, no es derivable en
este punto.

Ejemplo 3.7 |
|
Pruebe que f(z) = |z|* no es derivable en z = i

Considere z = x + iy, entonces f(z) = f(x+iy) = |x+iy|> = x> +y?, es claro que las compo-
nentes real e imaginaria de f(z) estdn dadas por u(x,y) = x> +y? y v(x,y) = 0.
Ahora, las derivadas parciales de u# y v con respecto a x e y existen y estan dadas por

u Ju v v

— =2 — =2y, — =0, — =0
ox P dy Y ox T dy
Al evaluar z = i en las derivadas parciales se tiene que una de las ecuaciones de Cauchy
d d
Riemann no se cumple —u(z) =2-1#0= ——v(i).

dy dx
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l Por lo tanto f no es derivable en z = i.

El siguiente teorema permite establecer cuando una funcién es derivable en un punto dado.

Teorema 3.2

Si f(z) =u(x,y)+i-v(x,y) poseen derivadas parciales continuas que satisfacen las ecuaciones
de Cauchy Riemann en zg = xg + iyg, entonces f es derivable en zyp y ademas

u o dv
f(z0) = a()foayo) +i- Z(meo).

Ejemplo 3.8 |
D |
Compruebe que la funcién f(z) = z2 +2z+ 1 es entera.

Al considerar z = x + iy, la funcién f(z) puede expresarse como
f@) =2 +2—y +1+i(2xy+2y)

Luego, al determinar sus derivadas parciales se obtiene

u u v v

— =242, — =2y, — =2y, — =2x+2
dx *t+ 2 dy Y ox =Y dy o
Estas derivadas parciales son continuas pues corresponden a polinomios y se verifica que
du dv du dv
dx o dy 5 dy 4 dx

para todo par (x,y) en R?, es decir, que f satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann para
todo valor complejo z € C, entonces, por el precedente teorema f es holomorfa en todo C.

Definicion 3.4 Funciones arménicas
Una funcién de dos variables u(x,y) se dice arménica si satisface la ecuacion de Laplace

%u  d%u

a2 Top =0

Teorema 3.3

Sea f(z) = u(x,y) +iv(x,y) una funcién definida en una regién G. f es holomorfa en G si'y
solo si u y v son funciones arménicas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann.
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Cuando las funciones u,v son arménicas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann se dice
que son arménicas conjugadas.

Ejemplo 3.9 |
D |

Pruebe que la funcién f(z) = 2> es entera.

Considere z = x + iy, entonces f(z) = x> — 3xy*> +i(3x?y —y3), observe que se las componen-
tes real e imaginaria de la funcién f(z) estdn dadas por u(x,y) = x* —3xy? y v(x,y) = 3x?y —»?

Sus primeras derivadas parciales vienen dadas por

u u v ov

2

Es claro que u, v satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann.
Abhora, al calcular el Laplaciano para u(x,y)

%u  d%u

o0x2 + 873’2 =6c+(=69) =0
De la misma forma para v(x,y)

2%y 9%y

o2 Tap =+ (6)

Observe que tanto u, v satisfacen la ecuacién de Laplace para todo (x,y) € R?, entonces por el
teorema anterior f(z) = z> es holomorfa para todo z € C.

El siguiente ejemplo, permite determinar una funcién holomorfa f a partir de sus partes real e
imaginaria.

Ejemplo 3.10
D |

Determine la funcién arménica conjugada de u(x,y) = 2x — 2xy.

Se debe determinar una funcién arménica v(x,y) que con u(x,y) cumplan con las ecuaciones
de Cauchy Riemann.

v

—=2-2y
Esta funcién v(x,y) debe cumplir que gv

—=2x
ox
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: dv .
Al integrar — con respecto a y, se obtiene

dy
v(x,y) = /(2—2y) dy=2y—y*+g(x)+c, ceR

v

ox

Luego, al integrar — con respecto a x se obtiene

v(x,y) = /Zxdx:x2+h(y)+c, ceR
Al considerar la funcién v(x,y) obtenida por las dos integrales anteriores se tiene que
v(x,y) =% —y* +2y+c, c€ER

La forma en que se obtuvo la funcién v garantiza que satisface las ecuaciones de Cauchy
Riemann, pero se va a comprobar ademds que satisface la ecuaciéon de Laplace

2%y 9%

La funcién f(x+iy) = 2x — 2xy +i(x*> — y*> 4+ 2y +c) se puede expresar en términos de z como
f(z) = iz? + 2z + ic. Esta funcién es holomorfa en todo C.

—| Ejercicios 3.1

Utilice las propiedades sobre los limites para determinar cada uno de los siguientes

. 2+2

1. lim 5 -
—0272°+2z

) 2+1

1
D22+ (1—2i)z—i
2 . Z
3. lim & —(LTD)et
=1+ 22 — (14 2i)z— (1 —i)
4. Una version de la regla de L’Hopital para variable compleja establece que si f, g son
holomorfas en un entorno de zo, y cumplen que f(zo) = g(z0) =0, g’(z0) # 0, entonces

i 1@ _ ()

=2 g(z)  8'(20)

. ) .. ., sen(3z
Utilice esta regla para determinar el limite 11n(1) (32 .
— 74
Z2+1
L . — SlzF—i . .
5. Determine si la funcién f(z) = ¢ 2+i es continua en zo = —i
=21 Slz=—i

6. Utilice la definicién de derivada para calcular (sen(z))’
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10. f
11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.

Utilizando las reglas de derivacién, determine la primera derivada de las siguientes
funciones

fl =22
cos(3iz)
fa) = Z l+ 2z+1
flz)= 1 Z
fz) = e
f(z) =log(z?) para —x < arg(z) <

Determine para qué valores de z la funcién f(z) = 7 satisface las ecuaciones de
Cauchy Riemann.

Compruebe que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann.

m) =7 —7dx
fl@)= Szen(Z)_

@)= 5oy # 22
f(z) = cosh(z)
flo)=e

Compruebe que (tan~!(z))" = paraz #i, z# —i

1
1+z72

Compruebe que la funcién f(z) = no es holomorfa en ninguna regién del plano

2]
complejo.

Dada la funcién f(z) = z-Re(z), compruebe que f’(0) = 0 pero que f(z) no es holo-
morfa para ninguna regién G del plano complejo.

Verifique que la funcién f(x,y) = e¢*cos(y) es armoénica.

Determine la funcién arménica conjugada de u(x,y) = x> —y*> +2x+5

Utilice el teorema 3.3 para establecer que la funcién f(z) = 2¢' - cos(z) es una funcién
entera.




4 — Integracion de contornos

Sumario

Resumen

*Curvas

*Integral de linea

*Teorema de Cauchy

*Teorema de Morera

*Propiedades de la integral de linea
*Férmula integral de Cauchy
*Teorema del valor medio de Gauss

La integracién en el plano complejo esta
vinculada con las integrales de linea del Célculo
en dos variables. En el presente apartado se
expondrin una serie de resultados que facilitan
la integracién de funciones complejas en el
plano complejo.
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Objetivos

Identificar diferentes tipos de curvas en el plano complejo

Definir la integral de linea en el plano complejo

Establecer las propiedades de la integral de linea en el plano complejo

Aplicar la definicién y los principales teoremas para el cdlculo de integrales de linea en el
plano complejo.
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4.1 Curvas

7

Un herramienta clave en este apartado es la parametrizacion de curvas’ en el plano complejo.

Definicion 4.1
Una curva ¥ es una funcién continua ¥ : [a,b] — C que describe un conjunto infinito de puntos
en el plano complejo. Una curva ¥ queda descrita por sus componentes real e imaginaria

x=x(t)yy=y(t) cont € [a,b].
Usualmente se escribe

y:{z€C:z=2z(t) =x(t) +iy(t), t € [a,b]}

Antes de iniciar con la definicién de integral de linea en el plano complejo, considere algunas
parametrizaciones elementales.

= El conjunto |z —zo| = r es una circunferencia de radio r y centro zo = xo + iyo. Se parametriza
como

2(t) = z0 +7-€" = xo+rcos(t) +i(yo+rsen(t)), t €[0,27]

= El segmento de recta que une el punto zo = xg + iy con el punto z; = x| + iy; se parametriza

como
2(t) =z0+1- (21 —20) =x0+1(x1 —x0) +i(yo+1(y1 —y0)), 1 €[0,1]
22
= Laelipse — + i 1 se parametriza en el plano complejo como
a

z(t) = acos(t) +ibsen(t), t € [0,27].

Algunas clasificaciones que se dan a las curvas en el plano complejo (similar a Célculo en dos
variables) son

= Simple no cerrada cuando no se autointerseca, es decir, cuando z(#p) = z(¢;) si y solo si
to = t1. (también se le conoce como arco simple) (ver figura (8a))

» Simple cerrada cuando no se autointerseca, salvo en los extremos, es decir z(a) = z(b). (ver
figura (8b))

= No simple esta curva se autointerseca una o varias veces, es decir, existen parejas de valores
11,1 tales que z(t;) = z(t2) con t; # 1. (ver figura (8c))

= Suave Una curva se conoce como suave si sus componentes x(z) y y(¢) poseen derivadas
continuas en [a,b] que no se anulan (simultdneamente) para ningtn 7.

= Suave por partes Si la curva es la union de una cantidad finita de curvas suaves. (ver figura

(8d))

7A las curvas también se les conoce como contornos, caminos o trayectorias.
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€al (D (e /
Cuna simple ino cemada) Cuiva cemala gimpla (i3 rel Eamdday no simpla T B aee DoF paied

Figura 8. curvas

La orientacién de la curva es importante en la integral de linea compleja. Usualmente se trabaja con
curvas orientadas positivamente (asimalo de esa forma por defecto cuando no se indique) en caso
contrario se indicard para que lo tome en cuenta en su parametrizacién.

A partir de la definicién de curva cerrada simple, se puede definir un nuevo tipo de regién simple-
mente conexa.

Definicion 4.2
Una regién S del plano complejo se dice simplemente conexa si cualquier curva simple
cerrada contenida en S contiene Ginicamente puntos de S. Una regién que no es simplemente
conexa se conoce como multiplemente conexa.

Usualmente se dice que una regién es simplemente conexa si no tiene “agujeros” (ver figura 9)

o T,
/ X o
f 4 0 R‘x
|I W | | ( m; . |
= | h )
"-.‘ .-"II I".1 L /I
N i

Figura 9. (a) regién simplemente conexa, (b) region multiplemente conexa
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4.2 Integral de linea
Definicion 4.3 Integral de linea compleja

Dada una funcién f(z) sobre la curva suave y: {z € C:z=z(t) = x(t) +iy(t), t € [a,D]}. Se
define la integral de f(z) a lo largo de la curva y como

b
/f(Z) dZ:/ f(z(t) -7 (t)de.
Y a

Siempre que la integral de la derecha exista.

La integral se puede expresar como /ab Re[f(z(1))7 (¢))dt + i/ab Im[f(z(1))Z (¢)]dt

Ejemplo 4.1 |
D |

Dada la funcién f(z) = 7%, determine la integral de linea sobre el segmento de recta que une
el punto zo = (1 +1) con el punto z; =2+ 3i.

La parametrizacion del segmento estd dada por

2(7)

(14+1)+i(1+2t),t€0,1]

Luego
Z(t) = 1+2i,

Entonces

/y 2dz = /0 a0 () de

((—112% — 148 — 4) +i(—22 + 2t +2)) dt

J
J
_ /01(—31‘2 (42 1 614+ 2))(1+2i) dr
)
)

1
(—11t2—14t—4)dt+i/ (=26 42t +2) dt
0
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1173 ! 213 !
= [— —7t2—4t] +i [—+t2+2t]
3 0 3 0

4“4 7
3 3

Cuando la curva 7y sea suave por partes, la integral de linea se define como la suma de las integrales
de cada arco suave que conforma la curva 7.

Ejemplo 4.2 |
. V
Dada la funcién f(z) = 3z> + 2iz+ 1, determine la integral de linea sobre la curva cerrada y

que se muestra en la figura 11.

La curva 7y estd conformada por ; que es el segmento
de la pardbola y = x> y 15 que es el segmento de
recta que une z; = 2 +4i con z9 = 0.

Entonces, la integral buscada se puede expresar como
la suma de dos integrales

/ Fydz= [ f2)dz+ / £(2) dz
Y N Vo)

Figura 11. curva suave por partes.

La parametrizacién del segmento de pardbola estd dada por

t)=t+it?, 0<1 <2
con 7' (1) = 1 4 2it.
Luego, la parametrizacion del segmento de recta estd dada por
w(t)=2-2t)+i(4—41),0<t<1

con w'(t) = —2 — 4i. Entonces
/(3z2+2iz+1)dz = /(3z2+2iz+1)dz+/(3z2+2iz+1)dz
Y N Y2
2 1
_ /O B(z(t))? +2iz(r) + 1)2(r) dt + /0 Bw(t))? +2iw(t) + 1]w! (1) dt
_ /02[(—3t4+t2+1)+i(6t3—l—2t)](1+2it)dt

1
+/ [(—36¢2 + 80r — 43) + (481> — 100t + 52)](—2 — 4i) dt
0
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2
_ /[(—15t4—3t2+1)+i(—6t5+8t3+4t)] di
0
1
—(2+4i) / [(—36% 4 80f — 43) + i(48% — 1007 + 52)] dt
0
2 2
_ /(—15t4—3t2+1)dt+i/ (=665 +863 +4t) di
0 0
1 1
—(2+4i) [/ (362 + 80¢ — 43) dt+i/ (4817 — 1001 + 52) dt}
0 0

— (=30 —Pt)ti(—O+ 2wt +27)]

—(2-+40) [ (120 + 40— 431) o +i (161° — 507 +521), |
= —102—24i— (2+4i)(—15+18i)
— 0.

En el ejemplo anterior se obtuvo que el resultado de la integral es cero, no es por casualidad, se debe
en parte a que la curva es cerrada. Se va a establecer un teorema de mucha utilidad, que es similar al
teorema fundamental el Célculo.

Teorema 4.1
Sea f una funcién continua sobre una regién G, con primitiva o antiderivada F holomorfa en
G. Dados dos puntos 71, zo € Gy Y una curva suave (o suave por partes) contenida en G y que
conecta a zj con zo. Entonces

/Y (@) dz=F(z2) — F(21).

Una consecuencia de este teorema es que si la curva y es cerrada y F(z2) = F(z1), entonces se tendrd
que /f(z) dz=F(z)—F(z1)=0.
Y

Usualmente, cuando se integra sobre una curva cerrada se utiliza la notacién 7{ f(z) dz.

Y
Al retomar el ejemplo anterior pero ahora mediante el teorema precedente, el cdlculo seria mucho
mds sencillo, ya que la curva ¥ es suave por partes y la funcién f(z) = 3z% +2iz + 1 es continua
en todo C, ademds F(z) = z> +iz> +z es una primitiva de f(z) que es holomorfa en todo C, por lo
tanto, por el teorema 4.1 se tiene que

]f(sz2+2iz+1)dz:o
Y

El resultado que acaba de observar en el teorema 4.1 permite calcular de forma un poco mds simple
algunas integrales, pero requiere que la funcién f(z) posea primitiva, sin embargo, qué ocurrird con
una funcién como f(z) =z que es continua en todo C pero no posee antiderivada. Es aqui donde
entra el teorema de Cauchy
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Teorema 4.2 De Cauchy
Sea f una funcién holomorfa sobre una regién G y ¥ una curva suave (0 suave por partes)
contenida en G. Entonces

/yf(z) dz=0.

El teorema anterior también se conoce como teorema de Cauchy-Goursat gracias en reconocimiento
al aporte del matematico francés Edouard Goursat. Ademds, en otros textos el teorema 4.1 puede
analizarse como una consecuencia del teorema de Cauchy.

Una especie de teorema inverso al teorema de Cauchy es el teorema de Morera

Teorema 4.3 De Morera
Dada una regién simplemente conexa G y una funcién f(z) continua para toda z € G, si se
cumple que

/yf(z) dz=0

para toda curva cerrada y suave (suave por partes) ¥ entonces f(z) es holomorfa en todo G.

El teorema anterior permite determinar si una funcién es holomorfa en una regién a través de su
integral de linea compleja.

Algunas propiedades de la integral de linea compleja

Sean f, g funciones integrables sobre la curva ¥, k un valor complejo cualquiera, entonces

. /(k-f(z)+g(z))dz:k/f(z) dz—i—/g(z) dz
Y Y Y

o [ 1@ d== [ s a:
=Y Y

s Si|f(z)] < M paratodo z € ¥y L es la longitud de 7, entonces <M-L.

/yf(z) dz

Ejemplo 4.3 |

Determine el valor de la integral / (cos (2)+ 2iz2), donde 7 es el segmento de recta que une
Y

los puntos z; = (—2+i) y zo = 1+3i.

Observe que la funcién f(z) = cos(z) + 2iz es entera, por ende continua en todo C y con

8La curva —y corresponde a la misma curva ¥ pero orientada negativamente, es decir, recorrida en sentido contrario.

b
9La longitud de una curva y definida por x(¢) y y(t) corresponde a L = / IO+ (0))% de.
a



4.2 Integral de linea 53

2i7
primitiva F(z) = sen(z) + %, entonces, empleando el teorema 4.1

/Y(COS(Z) +2iz) dz = [sen(z) 4 13z3] 1+3i

—2+i
2i(1+3i)? 2i(—2+i)?
= sen(l+3i)+l(3+31)—sen(—2+i)—l(3+l).

Otro teorema de gran utilidad para calcular integrales de linea compleja es el que da la férmula
integral de Cauchy.

Teorema 4.4 Férmula integral de Cauchy
Sea G una regién del plano complejo encerrada por la curva suave y (o suave por partes) y sea
f(z) una funcién holomorfa en G y sobre 7. Si zg € G entonces

_ 1 1/
f(z0) = i yz—zodz
Ademas | 2
W,y j{ ACO N _
7 (20) i y(Z—Zo)”HdZ, n=1,2,...
Ejemplo 4.4 |
D

4

dzsobrelacurvaa) y:|z|=1,b) y:|z| =4

Determine el valor de la integral 3
YZ—

Observe que la curva |z| = 1 es una circunferencia con centro (0,0) y radio r = 1. Ahora, como
<

e o .
3 es holomorfa para todo punto en el interior y sobre ¥ por consecuencia

eZ
dz=0.
ﬁz—i& ¢

Para la curva |z| = 4 no se puede proceder de igual forma que con la curva |z] = 1 ya que
7%

la funcién g(z) =

del teorema 4.1

. . o . . e
se tiene una discontinuidad en z = 3, es decir, para este valor la funcién g(z) = 3 no es
Z —_—

holomorfa. Pero, considerando unicamente f(z) = e° una funcién entera, se puede expresar

f(2)

g(z) como g(z) = — utilizar la férmula integral de Cauchy para zo = 3
o

1 et

3

= d
¢ 2m‘fyz—3 ¢

= 2Tie® = }1{ dz.
y<— 3
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Ejemplo 4.5 |
D |

iz
Determine el valor de la integral ?{ (672,)3 dzsobrelacurvay:|z—i| =2
Yy \&— 4t
La curva |z —i| = 2 es una circunferencia con centro (0,1) y radio » = v/2. Ahora,
considerando la funcién f(z) = e’ holomorfa en todo C, se puede utilizar la férmula integral
de Cauchy para zg = 2i

Derivando f(z) = €° se obtiene f'(z) = ie’® y f"(z) = —e', entonces al evaluar zo = 2i
(0 2! e
_ei) — 2 f 4
¢ 2mi Jy (z—2i)2°

2 h—2p

Una consecuencia de la férmula de Cauchy es el teorema del valor medio de Gauss

Teorema 4.5 Valor medio de Gauss

Sea G una region del plano complejo encerrada por la circunferencia C : |z —z9| = r y sea
f(z) una funcién holomorfa en G y sobre C. Entonces

1 2 .
flao) = 5 /O Flzo+re)dt

Ejemplo 4.6 |
A |
Determine el valor de / sen? ( i + 3¢ ) dt
0

Considere la funcién f(z) = sen?(z) holomorfa en todo el plano complejo y la regién encerrada
por la circunferencia (el circulo) C: |z — F| = 3, utilizando el teorema del valor medio de

Gauss, se obtiene
T 1 /2% /& -
o z 3”)dt
f<4) 27:/0 f<4+e

2
2 2w .
£ 2= / sen? (E + 3e”> dt
2 0 4

2r T .
T= / sen’ (— + 3e”) dt.
0 4

Evaluando y despejando

Simplificando
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Otros teoremas que se desprenden de la férmula integral de Cauchy son los siguientes.

Teorema 4.6 Desigualdad de Cauchy

Sea G una region del plano complejo encerrada por la circunferencia C : |z —z9| = r y sea
f(z) una funcién holomorfa en G y sobre C. Entonces

M -n!

£ @)| < =5, n=0,1,23,...

Siempre que |f(z)| < M para todo z € C.

Ejemplo 4.7 |

D |

z—1

Determine una aproximacién para |fY(0)| si f(z) = W)
z

7
= )l < =0
G {ze(C !z!_4}

—1
La funcion f(z) = 22 i es holomorfa para todo z € G, ademis es acotada,
b4

en la regién

enefecto, [z— 1| < [z|+ 1< I+1="Ly|2+4| < |2+ 4] =|z>+4< (§)?+4=2,
de donde,

2+4| [2+4] 65

z ’ d 44
para todo z € G.

Aplicando la desigualdad de Cauchy

&4 270336
(D# 132665

90| < ~ 1,73
La desigualdad de Cauchy no devuelve el valor exacto, sin embargo, permite obtener una

aproximacién que puede ser de utilidad para funciones cuyas derivadas sean dificiles de
obtener.

Teorema 4.7 Del médulo maximo

Sea G una region del plano complejo encerrada por una curva cerrada y suave (suave por
partes) 7y sea f(z) una funcién holomorfa en G y sobre ¥, no constante. Entonces el valor
méximo de | f(z)| se encuentra sobre la curva 7.
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Ejemplo 4.8 |
Determine el maximo valor que alcanza |f(z)] en G = {z € C: |z| < 1} si f(z) = 22 — 3z +2.

La funcién f(z) = z* — 3z + 2 es holomorfa para todo z € C.

Como f es un polinomio de grado 2 (no es una funcién contante), se puede aplicar el
teorema del médulo mdximo para garantizar que |z2 —3z+ 2‘ alcanza su maximo para algin
z€y:{zeC:|z=1}.

Como ‘zz —3z+ 2| alcanza su maximo para algtn z € ¥ se puede trabajar con la representacion
z=¢" 0<t<2mylafactorizacién f(z) = (z—1)(z—2),

f@I = [&-3z+2
(2= 1)(z—2)|
= [e=1]-]z=2]

e fer =

= ]cos(t)—Hsen( )—1\-|cos(t)+isen( )—2|

= /(eos(t) — 1) +sen?(t) -/ (cos(t) — 2)2 + sen?()
= \/(2—2005( 1))(5 —4cos(t))

= \/80082([) —18cos(t) + 10

Derivando | f(z)| se obtiene

d iy| _ —8cos(t)sen(r)+9sen(r)
ot ()] = \/8cos?(r) — 18cos(r) + 10’

t#0,t#2x

Si se iguala a cero para determinar los valores criticos y se resuelve la ecuacion resultante
obteniéndoset =0, t =7myt =27.

Al realizar un estudio de la monotonia de la funcién ’ f(eh) | se obtiene que alcanza un maximo
ent =7y al evaluar f = 7 en e se obtiene que z = —1, de donde |f(z)| = 6 es el mdximo
valor que alcanza |f(z)| en la regién G.
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—| Ejercicios 4.1

Determine el valor de las siguientes integrales en el contorno dado

e‘cos(z) , .
1./’/224_2 dzsiy:{zeC:|z—1|=1}

2. /23612 dz siyes el arco que conectazg =1—iconz; =241
Y
2z
3. /—_d siy:{zeC:|z|=2
Oy @ kel =2}
4. [ (e —e %) dzsiyeslacurva descrita por z(r) =t —iln(z), t € [1,¢]
Y
5. /zz dz si y es el cuadrado con vértices A(—1 —i), B(—1+1i), C(1 —i), D(1+1i)
Y

6. / tan(z) sec’(2)e**°( dz si y es el segmento de recta que une zo = 7 con z| = 27i
Y

=

ze* :
'/13 1d181y:{z€(C:|z\=3}
23—

. / z-Im(z) dz si y es la semicircunferencia centrada en zp = 0 y radio r = 1 que se
Y

oo

encuentra en el semiplano superior.

Ne)

. / |z| dz si y es la curva que se muestra en la figura 12.
Y

L5 ]

Figura 12.
10. / 2‘1 9 dz si yes la curva que se muestra en la figura 13.
7 <
-___F'_'___-‘—\.
" pP—
I." i \
{—I—f L] ! |
| )
VIS j
3 B 1
", S _Fﬂ;/
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1

p—

12.

13

14

15

Figura 13.
/Sen(z) dzsiy:{zeC:lz|=1}
" Jy (2 49) Zstyiu L
2
“+2z+5
—————dzsiy: C:lz|=4
/y(z2_9)2 zsiy:{z€C:|z| =4}

. Considere la curva y : |z| = R. Verifique que

/ 1 2ol < 2Rm
722+1 ¢ _|R2—1’

. Utilice el resultado anterior para verificar que si R — oo entonces /

. Determine el médximo valor que alcanza |f(z)] en |z| < 2si f(z) =

Y

1
2+1

2z+1

27—

1

dz—0




5 — Series e integracion por residuos

Sumario Resumen
Sucesiones .
Series El representar funciones tanto reales como
. . complejas en términos de series de potencias es
Funcién analitica . .
. una herramienta que ayuda a estudiar
Serie de Taylor

propiedades de las funciones en una forma mas
eficiente, asi como para el calculo de integrales
de contorno.

Serie de Laurent
Residuos
Integracion por residuos
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Objetivos

= Determinar la convergencia o divergencia de sucesiones y series de nimeros complejos

Representar funciones complejas mediante series de Taylor o series de Laurent

Identificar singularidades de una funcién en el plano complejo

Determinar el residuo de una funcién en una singularidad aislada

Aplicar el teorema de los residuos para el cdlculo de integrales de linea
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Sucesiones y series

Definicion 5.1 Sucesion
Una sucesién de nimeros complejos es una funcidén que asigna a cada valor natural » un
valor complejo z, que se puede describir como z,, = x,, + iy, donde x, y y, son sucesiones de
nimeros reales (parte real e imaginaria de la sucesion).

La sucesion z, convergelo a un valor zg = xp +iyp si y solo si x, y y, convergen a xo y yo
respectivamente.

En caso que |z,| — oo se dice que z, es una sucesion divergente.

) 1 2i ) 1
La sucesion z, = — +i- converge az = 3 ya que las sucesiones de nimeros reales x, = — — 0

n 3n—1 n
~ 2n+1 . 2
R P
La sucesion z, = 3n+ in* diverge. Observe que |z,| = V9n2 +n* — oo,

La sucesion z, = i - cos(nm) no converge pues lim cos(n7) no existe ya que la sucesion oscila entre
n—oo

los valores 1y —1 ni diverge ya que |z,| = |cos(nr)| < 1 paratodo n € N.

Dada una sucesion de nimeros complejos z,,, considere la sucesidon de sumas parciales S, como

S1 = 7
S = 485
S3 = 23 —|—Sg

Sp = Zut+Si
n
En general, S, se puede representar como S,, = Z Zk-
k=0

Definicién 5.2 Serie de nimeros complejos
Una serie infinita de nimeros complejos Z % =21 +22+ ... converge a un valor S si la

k=1
n

sucesién de sumas parciales S, = Z Zt=21+22+...+ 2z, converge a S.
k=1
Ademas,

oo

sz:x+iysiysolo si Zxk:xy ZykZY-
k=1 k=1 L

1014 definicién formal de convergencia de una sucesién compleja es la siguiente. Una sucesion z,, de niimeros complejos
converge al valor z si para todo € > 0, existe un N € N tal que |z, — z| < € paratodon > N.
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Una condicién necesaria pero no suficiente para la convergencia de una serie 2 z es que lim z,, = 0.
n—soo
k=1

Ejemplo 5.1 |
D |

Determine si 1 i = .
etermine si la serie ]; [( 3> als 24 n] converge

oo k
Observe que Z (3) =2 (es una serie geométrica) y
k=1

| = (1 1
ademas —— = ( — > =1 (es una serie telescopica).
=ntt+n S \n o n+1

k
. . . 2 i
Como las series de la partes real e imaginaria convergen, entonces Z <3 L T
n’+n
k=1

converge a 2 +i.

Ejemplo 5.2 |

= 4n 3i
Determine si | i — L — .
etermine si la serie ]; < Y + n2> converge

4n 3i

Lasucesiéonz, = — + —
" 3n+1  n?

4 .
— 3 # 0, por lo tanto la serie no converge.

Otro concepto util para estudiar la convergencia de series complejas es la convergencia absoluta.

Una serie ) gz converge absolutamente si Z |zx| converge. Este concepto tiene una implicacion
k=1 k=1

oo

directa y es que si la serie Z |zx| converge también la serie Z Zx converge. La serie converge
k=1 k=1

oo

condicionalmente si converge la serie Z 7k pero no converge la serie Z |zk].
k=1 k=1

Ejemplo 5.3 |
D |
. . w4
Determinar la convergencia de la serie Z —
= n+1
. . . = |5 —4i ,
Considere la serie de los médulos Z B y observe que |5 — 4i| = v/41, entonces
=117

oo

)y

k=1

5—4i
n2+1

2 V41 =1
=) 5T <vV4aL) —
= n +1 =

La ultima serie es una p—serie de nimeros reales (p > 1) por ende convergente, y por el
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S5—4i

criterio de comparacion se tiene que la serie Z es convergente, esto implica que la

k=1

& 54
serle];n2+1

i .,
también es convergente.

Criterio de la razon para series

- |z
Sea Z zreonzy #0y lgn "1 | = L, entonces
n—yo0

k=0 Zn
= Si L < 1 la serie converge

= SiL > 1 laserie diverge
= Si L =1 el criterio no determina si la serie converge o diverge.

Criterio de la raiz para series

Sea Z zx con zx # 0y lim /|zx| = L, entonces
k=0 e
» SiL <1 la serie converge

= SiL > 1 laserie diverge

= Si L =1 el criterio no determina si la serie converge o diverge.
Estos dos criterios seran de gran utilidad para establecer el radio de convergencia de una serie de
potencias.

Definicion 5.3 Serie de potencias
Una serie de potencias en la variable z y alrededor de zp es una suma de la forma

Zak(Z—ZO)k =ap+ai(z—z0)+ax(z—z20) +...
k=0

donde los valores a; llamados coeficientes son nimeros complejos.

ok
. < . . . .
La serie E o es una serie de potencias alrededor de zp = 0. Esta serie converge a la funcién e® para
= k!

=0
todo z € C.

El radio de una serie de potencias se define como

1
R = — donde L= lim \/|a,|
L n—soo

También, se puede calcular como
An

R = lim

n—soo

An+1
siempre que los limites existan.
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La serie de potencias Z ax(z — z0)¥ converge para todo punto en el interior del circulo |z —zo| < R
k=0
(circulo de convergencia).

Ejemplo 5.4 |
D |

2n

(2n)!

n
Determine el radio y el circulo de convergencia de la serie Z
k=0

Se debe calcular el limite

1
ol 2n+2)(2n+1)(2n)!
R:lfm%:ﬁm( n+2)@nE DO e 004 2) 204 1) = 0
n—oo ) n—oo <2n) | n—oo

La serie converge para todo nimero complejo.

Definicion 5.4 Funcién analitica
Una funcién f se dice analitica en zo si puede representarse como una serie de potencias
alrededor de zg

(@)=Y ar(z—z)"
k=0
para todo z en el circulo de convergencia |z —zo| < R.

Se dice que f es analitica en G C C si es analitica en cada punto de G.

En algunos textos utilizan el término “analitica” en lugar de “holomorfa” pero en este caso no se
utilizan como sinénimos pero se puede garantizar que toda funcién analitica es holomorfa y bajo
ciertas condiciones toda funcién holomorfa es analitica.

Teorema 5.1 Taylor

Sea f una funcién analitica en el circulo de convergencia |z — zg| < R, entonces f(z) se puede
representar como la siguiente serie de potencias

= o)
f@)=}%, ) k(!zo)

k=0

(z—20)*

La serie converge a la funcién para todo z en el circulo de convergencia.

A la serie en el teorema anterior se le conoce como desarrollo de Taylor para la funcién f(z).
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Algunas representaciones de funciones analiticas en serie de potencias se obtienen a partir de desa-
rrollos de Taylor.

Ejemplo 5.5 |

Determine el desarrollo de Taylor de la funcion f(z) = e* alrededor de zg = 0.

Se sabe que f(z) = €* es una funcién entera, y sus derivadas estdn dadas por

f/(Z) = ezv f//(z> = 617 7f(n)(z) =é

Al evaluar las derivadas en zg = 0 se obtiene

FO)=f"0)==f"0)=e=1
Abhora, utilizando el teorema de Taylor,
1 1 1 Z2 Z3 oo Zk
Z f— —_— _— 1 —_— —_— 2 —_— _— 3 e —_— —_— o — R—
¢ =14+5@=0) +5=0)"+7(=0)+=z+ 7+ 7+ =L

Luego, al calcular el radio de convergencia,

1

-5 k+1)! k+1)-k!

:Hm%:h’m( D :Hmﬁzlfm(kle):oo
k—o0 @ k—oo k! k—o0 k! k—o0

lim
k—yo0

A1

Al obtenerse que el radio de convergencia R = oo se tiene que la serie converge a ¢° para todo
zeC.
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En la siguiente lista se muestran algunos desarrollos mas comunes.

ok
1. & = kzéi' paratodoz € C
oo (2k+1)
2 sen(z) = (-1 2k 1) paratodo z € C
k=0 2
3 cos(z) = (— )k(Zk)' paratodoz € C
20 L2kHD)
4. senh(z) = k1) paratodoz € C
kozo() Z2k
5. cosh(z) = ) 20! paratodoz € C
k=0 \=K):
1 (e}
6. 17_2 = sz ‘Z’ <1
k=0
1 [e]
7. =z = Y lz] <1
k=0
8. log(l+2) = Y (1"~ 2 <1
k=1

Ejemplo 5.6 |
Determine el desarrollo de Taylor de la funcién f(z) = z2¢® alrededor de zg = 0.

Utilizando el desarrollo de ¢ alrededor de zgp = 0, se tiene que
2,2 _ 2 2 2.2 Z
ze =z - Z [— = X o— =S Z o—
(k—O k! ) = kK = K

Luego, al calcular el radio de convergencia se obtiene que R = oo y la serie converge para todo
zeC.

Ahora considere una serie de la forma (para w # 0)

ay  a a3 - Gk
ao+*+72+73+"': 27
woows o w R
k=0
Claramente no cumple con la definicién de serie de potencias, sin embargo, al considerar un cambio

de variable z = —, la serie anterior se puede expresar como
w

2 3
ao+aiz+az" +azz +-- = Zakzk.
=0

Se sabe que la serie de potencias converge absolutamente si |z| < R, de donde la serie Y % converge
absolutamente si |1 /w| < R es decir si 1/R < |w|.
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Algunas funciones analiticas pueden representarse como una serie de la forma

i ar(z—z20)"

k=—o0

A este tipo de serie se le denomina Serie de Laurent. Usualmente las series de potencias Z ax(z—
k=0

O (o]
. . ay
z0)¥ convergen para |z — zo| < R mientras que las series de la forma Z ar(z—z0)k = Z —
k=—oo = (z—20)
converge para r < |z — zo|. En general, para que la serie de Laurent converja se debe cumplir que

r<l|z—z| <R.

Teorema 5.2 De Laurent
Sea f una funcién analitica en el anillo circular r < |z —zo| < R, entonces se cumple que

=Y a—zw)

k=—o0

y ademas los coeficientes a, se pueden escribir como

1 f(z)
a,; = 27[;‘7{,@10)'%1 dZ

cony:|z—z|=p, r<p <R

La representacion de funciones como series de Laurent constituird una herramienta muy util para el
célculo de ciertas integrales.

Ejemplo 5.7 |
|

) ., ) ., e
Determine la representacién en serie de Laurent de la funcién f(z) = =, z#0
%

8(z2)

En este caso, se puede considerar f(z) = =~ y tomar la representacion en serie de Taylor
Z

para g(z) = ¢€°

1 1 &z =
S0 =o)L =)L

<
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p
(k+3)

eZ

La funci6n f(z) = — puede representarse como Z para todo 0 < |z| < oo, es decir
Z

para todo valor complejo distinto de cero.

Ejemplo 5.8 |
b 1
Determine el desarrollo en serie de Laurent para f(z) = sen <1> en el anillo circular
0<l]z—1]<1
Considere la representacion en serie de Taylor para sen(w) y la sustitucion w = T
7—

o 2kt
sen(w) = k;)(—l)km
o k( 1 )2k+l

- Z%) (2k+1)!

k=

_ 5 e 1>k
; 2k+1 1)(2k+1)

= (
4 - )k 2%—1
— — )
Z 2k+1 =1
La serie de Laurent esta dada por

0 _
f(z) = sen (Z—l) Z 2k—31 (z— )%,

5.2 Residuos

Un concepto clave en el estudio de los residuos es el de singularidad.

Una funcién f(z) holomorfa en una regién G\ {zo} se dice que posee una singularidad aislada o
simplemente una singularidad en zy. Esta singularidad puede clasificarse como removible, polo o
esencial.

» La singularidad serd removible cuando 1im (z —zp)f(z) = 0.
20

= La singularidad serd un polo de orden p > 1 si p es el menor natural tal que
lim (z—z0)P 1 f(z) = 0.
Z—20
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= La singularidad serd esencial cuando no exista un natural p tal que 1im (z —z0)? ™' f(z) = 0.
Z—20
Si zp es un polo de orden p de funcién f(z) en la region G, entonces, f(z) se puede escribir como

flz)= (g(z))p donde g(z) es una funcién analitica en G.
Z—20

Definicion 5.5

Sea f una funcién analitica en la region 0 < |z — zo| < R. Se define el residuo de f en zp como

1
Res,, f(z) = o ]g f(z) dz

cony:|z—z|=p,0<p <R

Este valor coincide con el coeficiente a_; de la serie de Laurent para f(z).

Al conocer explicitamente la serie de Laurent de una funcién f(z) alrededor de zj resulta simple
determinar el residuo de f(z) en zp, sin embargo, una forma mas rapida de determinar los residuos
de polos y que no requiere de la serie, es mediante los siguientes limites.

Si zp es un polo de orden uno (p = 1 polo simple), entonces

Res;, f(z) = lim (z—z0) f(2)

720

Luego, si zg es un polo de orden p con p > 2, entonces

1 gr-1

Res,, f(z) = Ii [(z—20)"f(2)]

(p— 1) =55 9z

En el caso de las singularidades esenciales si se requiere de las series de Laurent.

Ejemplo 5.9 |

D |

7

2+1

Determine el residuo de la funcién f(z) = para el polo zg = i.

Es claro que zg =i es un polo de orden p = 1 ya que

Z _ 2,2 _ N\ 2
lim(z—i)?- —=*— =1im (z .’) € i (z l).e _0
i 241 i(z+i)(z—i) i z+i
Luego,
Z _ N7 V4 i N
Res: £(2) = lim(z— i)t — = lim —-D& __jm & _ & _ Zle

i 241 =i (g+i)(z—i) ziz+i 2 2
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Ejemplo 5.10
|
0s(z)

. . e C
Determine el residuo de la funcién f(z) = 3
z

para el polo zg = 0.

Es claro que zg = 0 es un polo de orden p = 3 ya que

limz* - L’Z(Z) = limzcos(z) =0
z—0 Z z—0
Luego,
Reso £(2) =~ 1im 2 13- @) _ Lygn 9 1o = Lt cos(@)] = — &
0= B 50028 T2 1T 250020 T 2250 Y1=73

5.3 Integracién por residuos

El célculo de residuos facilita la integracién de contornos para funciones que presentan singularida-
des.

Teorema 5.3 De los residuos
Sea G una regién encerrada por la curva 7y cerrada suave (suave por partes) y sea f una funciéon
analitica en G y sobre Y excepto en una cantidad finita de singularidades zg,z1,...,z, en el
interior de G. Entonces

1@ dz= Y Rese )
Y k=0

Ejemplo 5.11

|
cos(z)

Determine la integral 7{ donde v es la circunferencia centrada en zop = 1 y de radio r = 2.
Y

2
La funcién f(z) presenta una tinica singularidad en zgp = 0 (polo de orden p = 3), y es conocido

1
del ejemplo anterior que Res f(z) = — > aplicando el teorema de los residuos se obtiene que

f{ °°S3(Z) dz = 27i - Resg 0083(1) —
vy < %

Como ejercicio, obtenga el desarrollo en serie de Laurent para f(z) y compruebe que
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Ejemplo 5.12
|

<

————— donde 7 es la circunferencia centradaen z =1+1iy de
y2* (22 +4) ! g

Determine la integral

radio r = 2.

La funcién f(z) presenta tres singularidades, una en zo = 0, otra en z; = 2i y una tercera
en zp = —2i, sin embargo, solamente dos de ellas se encuentran en el interior de la regién
encerrada por la circunferencia. La tercera es exterior, por lo tanto no debe tomarse en cuenta
al aplicar el teorema de los residuos.

zo = 0 es un polo de orden 2, entonces

1 oz 4 e\ EZ(ZZ*ZZ+1) 1
. “ L tm (2 ) —tm () —im (EE DY L
eso f(z) g (Z Zz(Z2+4)> 00 <z2+4> zg%( (22+4)2 > 16

Luego, z; = 2i es un polo de orden 1, entonces

et (z—2i)et é ie*
Resy; =1 —2))————=1i =lim-— =
es; f(2) Zin%i(z £ (2 +4) i 722(z—2i)(z+2i) i 2(z+2i) 16

Aplicando el teorema de los residuos se obtiene

Z

]{ <4 27T'<R . 4R l > i e
-5 - adl = L €eSo 55—+ €Sy, ——F— = —(l—¢€ .
y22(22 +4) 02(22+4) P22+ 4) 8

El teorema de los residuos ademas de facilitar el cdlculo de ciertas integrales de contorno, ayuda a
calcular integrales reales que pueden resultar dificiles de calcular con las herramientas comunes del
Cilculo.

Teorema 5.4

/Ozﬂf(cost,sent) dt:f;f [; (m-i) ,% (Z_iﬂ .ilzdz

donde 7 es la circunferencia centrada en z = 0 con radio » = 1 y la funcién f(cost,sent) es
una funcién racional de dos variable en términos de cost y senf.

Observe que el teorema anterior surge de tomar la sustitucién z = e, t € [0,27] y partiendo de que
eil 4ot ot _ it
cost=———y sent =

de donde se obtiene que

Z
cost = y sent =
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y ademads
it .t . dz
z=ée"=>dz=ie"dt = dz=izdt = — =dt
iz
Ejemplo 5.13
27 t
Determine la integral definida _cost
0o S+4cost
Asumiendo que ¥: |z| < 1y utilizando el teorema 5.4
1 n 1
2 cost 2\*" 7 1
Stdcost ! 7{ WA
cos
0 Y5+4'<Z+> 74
2 Z
2+1
1
= p R
542 <Z )
Z
2+1
_ 2z 1
y 222 +5z+2 iz
b4
1 Z2+1 1
2522245242 iz
1 2+1
= 9 ]{ R &
2i Jyz(2224+52+2)
2 2
z=+1 +1
La funcién g(z) = ————— se puede expresar como g(z) = ————— lo cual
80 = aats12) P . 80 = Tr @+
permite observar que g(z) posee tres singularidades, zo =0, z; = —1/2 y zp = —2 de las
cuales todas son polos simples, pero solamente zp = 0 y z; = —1/2 se encuentran en el
interior de la regién encerrada por la circunferencia 7.
Calculando los residuos de zg y z; se obtiene
2 2
+1 +1 1
Respg(z) =limz—————  =lim——M— = —
08(d) =l e ) B e 2]~ 2
2 2
+1 Z“+1 5
Res_ig(z)= lim (z—1/2)——— = lim ——— =——
TIg( ) 2%71/2( / >z(z+2)(2z+1) ——1/22z(z+2) 6
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Finalmente, al aplicar el teorema de los residuos

1 2+1 1 2+ 2+1 )
- — = dZ = - 2wi)- | Resp ————— —{—RCS, —_——————
2L£ZQ£+5z+m 2 (2%) ( 020222 +52+2) V2 2222+ 52+ 2)

- (i3

Wl

De esta forma, se obtiene el valor de la integral definida

/2” cost T
Bl ——_
0o S+4cost 3

El siguiente teorema permite calcular integrales indefinidas de primera especie

Teorema 5.5

Sea f(z) una funcién racional compleja para la cual su denominador es al menos dos grados
mayor que su numerador y ademads f(z) no posee polos sobre el eje real (sus polos no son
ntimeros reales) y sea a > 0, entonces

[ £ de =22 Y Res, £(2),
- k=0

/w f(x)-cos(ax) dx = Re | 2mi i Res,, f(z) €|,
e =0

/°° f(x)-sen(ax) dx =Im |2mi Zn: Res,, f(z)- oz |
- k=0

Considerando solamente aquellas singularidades en las cuales Ima(zx) es mayor que cero.

Ejemplo 5.14

|

0o

Determine el valor de la integral impropia 1 . (x2+2x—x+2)2 dx

Z
(2 +2z+2)?
z0=—1-+4iyz; = —1—1iambos de orden 2 y pero solamente zy se encuentra por encima del
eje real.

Considere la funcién f(z) = la cual es una funcién racional cuyos polos son
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Al determinar el residuo Res_;; f(z) se obtiene
r /
Z
Res_4; = i [ G
es_14 f(z) m _(z+ ) e 2Z+2)2]
r /
Z
_ 1i — 2
s _(” 2 (z+1—i)2(z—|—l+i)2]
i |2
= 1m —_—
=1+ | (z+1410)?
p —z+ 141
= lim ——
o—l1+i (z+1+10)3
2 i
-8 4
Aplicando el teorema 5.5
o X . ) T
[ ey &= 2w R @) = 2w g ==
Obteniéndose de esta forma el valor de la integral impropia.
°° X T
s dx=——.
/_m (x2+2x+2)? * 2
“ 2 T
Compruebe que /_ . xiin—_ﬁf) dx = o) -sen(2)
Tomando la funcién f(z) = ) < 1 que presenta cuatro polos simples zo = —1+1i,z1 = 1 414,
720 =—1—1i,z3 =1 —ide los cuales solamente zo = —1 +iy z; = 1+ se encuentran en el

semiplano superior.

Al calcular los residuos de f(z)e*“ se obtiene

2iz
3 ze

Res_i1if(z)e’® = i 1—i)—

€S 1+lf(z)e Z_>1_H11+i(z+ Z)Z4 T4

. 2(z+1—i)e*

lim : : 5 .
==1+i (24 1—i)(z+ 1+i)(z—1=0)(z— 1+49)
2iz

ze
Iim
=—1+i (z+1+0)(z—1—i)(z—1+1i)

1 . 5 5
_ —~l€22t

8
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2iz
i ze

Res; e —qf —1—i)—
swif@e = Mm G107

2(z—1— i)eZiZ

= lim
—1-i(z4+1—=i)(z+ 1+i)(z—1=0)(z— 141
) ZeZiz
= lim - - -
=—1-i (z+1=i)(z+14+i)(z—1+1i)
1 .
— _g_ie—2+21

Aplicando el teorema 5.5

T xsen) e m _27ti<1-ie_2_2i1~ie_2+2i)]

o X*+4
- " ' '
= Im 271:1'(8-1'-62(32’—62’))]

r 1 P e2i_e—2i
= 1 o J
m_m(ze . >]

= Im :m' (;e2~sen(2)>]

T
2e2

Ahora se trabajard con integrales impropias a partir de funciones complejas racionales con singulari-
dades en el eje real.

dx se tiene un problema diferente a las integrales
sen(x)
X

Entonces para poder calcular la integral impropia deben calcularse por separado las siguientes

integrales
/“ sen(x) Iy /0 sen(x) . /C sen(x) ix. y /+°° sen(x) I
’ a ’ 0+ ’ c X

—oo X X X

. . < sen(x
Al intentar calcular una integral como / (x)
—0Q x

impropias resueltas anteriormente ya que la funcién f(x) = tiene un polo simple en x = 0.

Estas integrales deben calcularse como limites por separado e independientes, sin embargo, un limite
diferente llamado Valor Principal de Cauchy permite obtener un resultado equivalente cuando estas
integrales convergen, cuando divergen podria obtenerse un valor finito en el sentido de Cauchy.
Hay dos formas bdésicas de definir el valor principal de Cauchy para una integral impropia y van a
depender de si la integral es de primera o segunda especie.
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Si f(x) es continua en todo R, entonces

r

V.P /w f(x)dx=1im [ f(x)dx

r—oo | _,

Si f(x) posee un polo en xq € (a,b), entonces

5]

£(x) dx)

Xo+r

V.P /bf(x) dx = lim </X0_rf(x) dx +

Si la integral impropia converge, también lo hard su Valor Principal de Cauchy y al mismo valor. El
reciproco no es cierto, para una funcién dada su valor principal de Cauchy puede converger a un
valor sin que la integral impropia converja.

Teorema 5.6
Sea f(z) una funcién racional compleja para la cual su denominador es al menos dos grados
mayor que su numerador y ademds todos los polos de f(z) que se encuentran sobre el eje real
son simples, entonces

V.P /m f(x) dx=2mi

i Res,, f(z)+ % i Res;; f(2)
k=0 Jj=0

donde los polos z; se encuentran por encima del eje real y los polos z; se encuentran en el eje

real.
Ejemplo 5.16
| s
| V3
C b V.P dx ="'~
ompruebe que l B X 3
1 1+ivV3
Considere la funcién f(z) = Ep que posee polos simples en zg = —1, z1 = +2lf y
%

1—iV3
=

del eje real.

, de ellos zp se encuentra en el eje real mientras que z; se encuentra por encima

Se procede a calcular los residuos correspondientes
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, 1
Res1f() = MHm(etl) a5y
. z+1
= lim

-1 (z+1)(2—z+1)

lim ——
o2 —7+1
1

3

. . 1
Res( im0 f(2) = z—)(ll-lkl;r\l/g)/Z(Z = (L6iv3)/2)- B+1

z—(1+iv3)/2

= Iim
v 2+ Dz — (1+V3)/2)z— (1 - iv/3)/2)
= lim ! -
e +iva)/2 (24 1) (z— (1 -iv/3)/2)
B 2 1413
—3+3iV/3 6
Aplicando el teorema 5.6
< 1 B a 1 1 1
V.P [mx3+1dx = 2mi _Res(1+i\/§)/2m+§Res71m
1 a+iv3) 11
= 2| - .
i 6 +2 3
i3
= omi|——=
o[
_ i
= 5

Se obtiene el valor principal de Cauchy

| NEY !
V.P dho= I
/_wx3+1 ==

En este ejemplo se determind el valor principal de Cauchy, sin embargo, la integral impropia
|
[ o dx diverge.




78 Series e integracion por residuos

Teorema 5.7
Sea f(z) una funcién racional compleja para la cual su denominador es al menos un grado
mayor que su numerador y ademds todos los polos de f(z) que se encuentran sobre el eje real
son simples y coinciden con los ceros de cos(ax) o sen(ax), a > 0, entonces

V- /:,f(x) cos(iax) dx = Re [27ti LibReszk f(z)e™ +% i Res., f(z)eiaz“ ;

j=0

i Res,, fz)e ™ + % i Res,; f(z)ei“Z] ]
k=0 =0

V.P /w f(x)sen(iax) dx =Im [27ri
- J

donde los polos z; se encuentran por encima del eje real y los polos z; se encuentran en el eje
real.

Ejemplo 5.17|

D | |
Compruebe que V.P / se3n(x) dx=m (1 = )
+x e

—o0

Considere la funcién f(z) = que posee polos simples en zo =0, z1 =iy 20 = —i, de

3
2+z
ellos zg se encuentra en el eje real mientras que z; se encuentra por encima del eje real.

Se procede a calcular los residuos correspondientes

) iz
Resp f(z)e* = limz-
0f(2) =0 P4z

ze®

lim ————-

—=0z(z2+1)
ez

im
7—0 ZZ +1
=1

) . ) eiz
Rese = e i
_ 1\ piz
PR il L
z—i z(z+1)(z—1)
PL
= lim
i Z(z+1)
o1
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—| Ejercicios 5.1

10.

11.

. Zn

. 2n

Aplicando el teorema 5.7

= sen(x) [T e 1 e
V.P dx = Im|27mi|Res;—4—— + = Resp—
/_mx3+x * m_m_ SiFr T2 68023—1—2”
[ e' 1
— Im|2mi|-S 421
m_m_ > +2 ”
[ [1—e!
= Im |2
m2mi |25 |
= Im[mi-(1—e")]
= m-(1—¢h

Determine si la siguientes sucesiones de nimeros complejos convergen o divergen

2+
n2+1
2n—1 _ 3n
. T — —i
n+1 n+1
:einﬂ/Z
. Zn = cos(nz)

Determine si la siguientes series de nimeros complejos convergen o divergen

i 2i
=tk
> 2

—hk+i

> 2ﬁ+1>k
;}(6

oo

-\ k+1

y <1 +l> *

= \L=i

i <cos(k7'c)+isen(kn)>

k=1 k

Determine la representacion en series de potencias para f(z) = sen’(z) asi como su
circulo de convergencia

Determine la representacion en series de potencias para f(z) = tan(z) asi como su
circulo de convergencia
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

9 o 2 o 2 o o
Determine la representacion en serie de Laurent para f(z) = ¢!/ asi como su anillo
circular de convergencia

Determine la representacion en serie de Laurent para f(z) = si0 <zl <1

1
2(z—1)
: . . cos(z) — 1
Determine la representacion en serie de Laurent para f(z) = ——c—.

Z
Determine el valor de las siguientes integrales de linea complejas

Zeiz )
£Z2+4dz yilz—i|=2

cos(z) L
f/zz(z—l) dz vzl =1

senh
]{72 (@) dz y:|lz—1+i|=2
yz-+z+1

1
— dzyilz—i|=2
fiamarg de ik

%sen(z) dz y:lz] =2
Y

2+1
Determine el valor de las siguientes integrales

2% sen?t

0 S5-+4cost
2 cos(2t)

02 5+ 3cost

5 1
dt
/0 cos(t)+2sen(t)+3

/m B v N
—eo (K24 1)(x2+4)
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