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Resumen

Palabras clave

Soluciones a los problemas de geometria planteados en el articulo anterior, y aportadas
por miembros el Seminario de Resolucién de Problemas de la Sociedad, con diferentes
técnicas y herramientas, siguiendo las fases de comprender, pensar, ejecutar y responder,
usando la modelizacion con Geogebra, la organizacion de la informacion, la
trigonometria, el lgebra, etc. También las soluciones dadas por los lectores de Educacao
e Matemaética, la revista portuguesa que nos inspiré el problema. Otros problemas
provenian del sitio web Puzzle Library y también se resuelven. De este Gltimo sitio y del
Rally Matematico Transalpino se proponen nuevos retos para ser resueltos en el préximo
NUMEROS.

Soluciones a problemas de geometria. Geogebra. Trigonometria. Enunciados de
problemas de geometria. Métodos de resolucion de problemas.

Abstract

Keywords

Solutions to the geometry problems raised in the previous article, and provided by
members of the Society's Problem Solving Seminar, with different techniques and tools,
following the phases of understanding, thinking, executing and responding, using
modeling with Geogebra, organization of information, trigonometry, algebra, etc. Also
the solutions given by the readers of Educacao e Matemaética, the Portuguese magazine
that inspired us with the problem. Other issues came from the Puzzle Library website and
are also resolved. From this last site and from the Transalpine Mathematical Rally, new
challenges are proposed to be solved in the next NUMEROS.

Solutions to geometry problems. Geogebra. Trigonometry. Geometry problem
statements. Problem solving methods.

En el articulo anterior propusimos varios Retos para ser resueltos por nuestros lectores. Todos
ellos fueron resueltos en equipo en el seno del Seminario de Resolucién de Problemas de la Sociedad
Canaria de Profesorado de Matematicas “Luis Balbuena Castellano™.

Como saben ustedes se reinen una vez al mes durante todo el curso. Durante la pandemia las
reuniones se celebraban de forma telematica, llegando a reunirse un centenar de personas de todas las
islas del archipiélago canario. Este afio, tras la imposibilidad de reunién presencial de afios anteriores,
se ha vuelto a una modalidad combinada de presencia en Tenerife de todos aquellos que puedan asistir
y la asistencia telematica de los que residen en otras islas 0 no pueden asistir por cualquier circunstancia.
Afiadir que en este curso el Seminario esta codirigido por los profesores y miembros de la Sociedad:
Bruno Rivero, Francisco Morales y Nicolas Gémez.
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Exponemos aqui sus propuestas de solucion, combinadas con aquellas otras que llegaron desde
otros &mbitos o, incluso, de las propias revistas o sitios web de donde fueron incorporadas.

Todos ellos se correspondian a problemas de contenido geométrico. Este es el primero de ellos.
Procedia de la revista Educacao e Matematica, n° 161 del Tercer Trimestre de 2021, correspondiente
a la seccion O problema de este nimero, del profesor José Paulo Viana.

UN ROMBO EN EL RECTANGULO

Los lados del rectangulo ABCD miden 72 y 96 mm, respectivamente. El poligono AFCE es
un rombo. ¢ Cual es la medida de la diagonal EF del rombo?

72 T

F 3

96 >

Proceso de Resolucion

COMPRENDER

Datos

Hay un rectdngulo ABCD de lados 72 y 96 mm, en su interior hay un rombo AFCE.
Objetivo

Averiguar la longitud de la diagonal del rombo.

Relacién

Dos vertices del rectangulo coinciden con los del rombo; dos lados del rombo estan sobre los del
rectangulo. (Otra informacion: un rombo tiene los cuatro lados de la misma longitud.)

Diagrama
El que acompafia al problema.
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PENSAR

Estrategias

ORGANIZAR LA INFORMACION mediante geometria.
ORGANIZAR LA INFORMACION mediante el uso de trigonometria
MODELIZACION (con GEOGEBRA)

EJECUTAR
Mediante Modelizacion con GEOGEBRA: .
D == 96
70 / 75
Colocamos un punto E y trazamos los segmentos AE /
y EC. /

Desplazamos el punto E a lo largo del segmento CD /
75

hasta que los dos segmentos tengan la misma / % i
longitud (condicién para que sea un rombo). wl |
Unimos E con F y GEOGEBRA nos da la medida. A
0 1 0 30 40 0 70 F 0 90 00
Mediante Organizacién de la Informacion:
5 . ¢ Método I)
\\ DE mide 21 mm, la diferencia entre 96 y 75.
\
- \ FB también mide 21 mm. El cateto azul del triangulo
T mide 96 — 2 x 21 = 96 — 42 = 54 mm.
\
\\ Utilizamos el teorema de Pitagoras: 722 + 54% = 5184
9621-21=54 ) +2916 = 8100
A - P B P
Hipotenusa: Y 8100=90mm
Meétodo II)

Situamos un punto F en el lado inferior AB.

Ese sera el centro de una circunferencia que pase por Ay C, puesto que los lados del rombo han de
ser iguales.
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80 |

70

60

|

Esto se consigue cuando AF mide 75.

Los lados del rombo miden 75.

B= Punto(E,c}.'
- (96. 0)
C = (96, 72)

D = Punto(Ejc)
(0. 72)

cl = Poligond(
- 6912

a = Segmentc(/
-96

b = Segmentd(t
-72 _ AlF, F B
-20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

¢ = Segmentci(
.96 -10

d = Segmentd([ -20

Solucién: 90 mm
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RESPONDER

Comprobacion
¢Se cumple la informacion clasificada en la FASE de COMPRENDER?

Los 4 lados del rombo tienen la misma longitud, dos vértices coinciden con los del rectangulo y los
lados horizontales descansan sobre los del rectangulo.

Anélisis
Hay solo una solucion.
Respuesta:  La diagonal del rombo mide 90 mm.

Estas son las soluciones del Seminario. Pero dos nimeros mas adelante de la revista portuguesa,
en eln® 161 de Educacao e Matematica, el profesor José Paulo Viana publico las soluciones que enviaron
sus lectores (profesores y alumnos). Las incluimos por si fueran del interés de los lectores de esta revista.
Esperamos que nuestros colegas lusitanos no tengan inconveniente. Un abrazo para ellos.

En primer lugar, informa de que ha recibido 21 respuestas y da los nombres individuales y de
grupos de resolutores. Luego indica que uno de los aspectos mas interesantes del problema es el hecho
de tener diversos métodos de resolucion. Estos son los procedimientos utilizados:

1° Procedimiento (Teorema de Pitagoras I)

Tracemos la diagonal [AC]. Sea x la medida del lado del rombo.

CE=CF=AE=AF=x y FB=96-x P— - —°
Aplicando el teorema de Pitagoras en ACFB vemos \‘\\ -
CF2=FB2+CB? x2=(96-x)2+72 x=75 7 M x
Considerando el AABC vemos ',r - ‘\“\\
AC?=AB2+CB? AC?=96*+72> AC=120 A ) o F B

Las diagonales del rombo son perpendiculares entre si y se bisecan. Sea M su punto de interseccion.
Considerando el AMEC vemos

EC? = EM? + MC? 752=EM?+ 60> EM=45
Luego, EF =2 x 45 =90.

La diagonal [EF] del rombo mide 90 mm.
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2° Procedimiento (Teorema de Pitagoras I1)

Tal como en el 1° proceso, deducimos que CE = 75y, por tanto,
DE =21.

Sea P la proyeccion ortogonal de E sobre AB. Luego, PF = 96 —
2x21 =54

Considerando el APEF vemos
EF? = 722 + 54?

EF? = EP?+ PF? EF =90

3° Procedimiento (Area del rombo)

Comenzamos, como en el 2° proceso, por determinar AC = 120.

7

75

Podemos calcular el &rea del rombo de dos maneras: 1) como paralelogramo, 2) usando las longitudes

de las diagonales D y d.

1) Area = base x altura = 75 x 72 = 5400

2) Area= % x D x d =% x 120 x EF = 60 EF

Igualando los dos valores, vemos que 60 EF = 5400 EF =90.
4° Procedimiento (Geometria Analitica)

Consideremos el rectangulo en el 1° cuadrante de un
sistema referencial de origen en A.

Las coordenadas de C son (96,72).

Las coordenadas de M, punto medio del segmento de
recta [AC], son (48,36).

La pendiente de la recta AC es m = 72/96 = 3/4.

Como las diagonales del rombo se intersecan y son
perpendiculares entre si, la pendiente de la recta EF es
m’=-4/3.

Como el punto M pertenece a la recta EF, la ecuacion de la recta es
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J 36—}'——2[:;*—48]

4
= ——x+ 100
y 3

Los puntos E y F pertenecen a esta recta.
El punto E (x, 72), luego 72 =-4/3x + 100 - x =21 y por tanto E (21, 72).
El punto F (x, 0), luego 0 = - 4/3x + 100 - x=75 y por tanto E (75, 0).

5° Procedimiento (Trigonometria)

No vamos a analizarlo en detalle. Podemos determinar la medida del angulo BAC, de su
complemento EFA (porque las rectas AC y EF son perpendiculares) y luego utilizar algunos de los
resultados anteriores.

En contra de lo habitual, sélo un lector utilizé un programa de geometria dindmica. Joaquim lo
hizo con entusiasmo, enviando sucesivas resoluciones, cada vez mas sencillas. Veamos dos
posibilidades basadas en su trabajo.

6° Procedimiento (Geometria dinamica I)

. . . , -“‘./"(H'(i./’/li 1 CD' vew
La diagonal [AC] es un eje de simetria del D o C
rombo. Se hace una reflexion de [CD] en relacion ‘
a dicho eje, obteniéndose [CD’]. La interseccion

de este segmento con el lado [AB] define el punto

F. 72
Por A se traza una paralela a [CD’], que ' |
interseca [CD] en el punto buscado E. A B
/ 96 [
) N ) f Wf Rl'/’l’('\(}‘l" de CD
Basta ahora medir la distancia entre Ey F. ¢ em relacdo a AC

7° Procedimiento (Geometria dindmica I1)

Este es el mas simple de todos los procesos. Después de dibujado el rectangulo con las medidas
dadas, basta un tnico comando para obtener los puntos E y F.

Como estos puntos son equidistantes de A y C, se pide la mediatriz de [AC], que interseca al
rectangulo en los puntos buscados.
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\\l¢'¢]/':zll'i: de l \("]

90
72 X

6 cm

Después, es solamente pedir la distancia entre ellos. La diagonal [EF] del rombo mide 90 mm.

El segundo y el tercero de los problemas propuestos provenian del sitio web Puzzle Library.

Puzzle n® 083 EL PUZZLE DE LAS DIAGIONALES

Alyson dibuja un montén de figuras formadas por diferentes nimeros
de lineas verdes rectas (como la de la izquierda).
Dentro de la figura, une todas las esquinas entre si utilizando lineas
grises.
Se da cuenta de que una de sus figuras tiene tres veces mas lineas grises
que verdes.

¢Cuantas lineas verdes hay en esa figura?

Ampliacion: ¢ Cuéntas lineas grises hay en una forma que tiene n lineas
verdes?

Clasificacion: ﬁ @

Proceso de Resolucion
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COMPRENDER

Datos

Alyson dibuja un montdn de figuras formadas por diferentes nimeros de lineas verdes rectas.
Dentro de la figura, une todas las esquinas entre si utilizando lineas rectas grises.

Objetivo

¢Cuantas lineas verdes hay en esa figura?

Relacion

Se da cuenta de que una de sus figuras tiene tres veces mas lineas grises que verdes.

(Informacion complementaria: Las lineas verdes son los lados del poligono, las lineas grises son las
diagonales del mismo.)

Diagrama
El que acomparia al problema y todos los similares que ayuden a comprender y resolver el problema.

PENSAR
Estrategias
MODELIZAR
BUSCAR PATRONES
GENERALIZACION
EJECUTAR

Una forma de resolver este problema es simplemente dibujar muchas de las figuras hasta encontrar
una que responda a la pregunta. Esto seria MODELIZAR.

La otra estrategia es BUSCAR PATRONES. Para ello siempre es una buena idea registrar los
resultados a medida que se avanza porque ayuda a encontrar esos patrones.

La tabla de abajo comienza con la figura mas pequefia posible que Alyson podria dibujar (un
triangulo) y luego va aumentando el nimero de lados.

Podemos ver en la tabla que cuando hay 9 lineas verdes hay 27 lineas grises. Esto es 3 veces mas,
por lo que nuestra respuesta es que la figura en cuestion tiene 9 lineas verdes.

GENERALIZAR es conseguir encontrar una expresion del patrén que se exprese mediante una ley o
férmula algebraica que sirva para calcular el nimero de diagonales del poligono para cualquier
namero de lados.

Para ayudar a explicar la ampliacion es mas facil utilizar algunas palabras matematicas:
Poligono: Una forma plana cerrada formada por segmentos de linea recta.

Vértice: Las esquinas o puntos de corte de cada dos segmentos consecutivos.
Diagonal: Las lineas grises que unen dos puntos no adyacentes del poligono.

Lado: Las lineas verdes o segmentos que unen vértices consecutivos.
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Una forma de calcular la respuesta a la ampliacion
es observar que el nimero de diagonales en cada Diagramas | Numerode | Nimerode  Lineas grises
vértice de un poligono dado, es el mismo. Por lincas veedes |lincas mises i e cada vemice
ejemplo, en un poligono de 8 lados hay 5

diagonales en cada Vértice.

La tabla de arriba registra cuantas diagonales se
encuentran en cada vértice para cada poligono y
podemos ver que su nimero es siempre 3 menos
que el numero de lados.

Esto tiene sentido porque cada vértice se une a
todos los demas vértices aparte de a si mismo y
son dos vértices vecinos (1 + 2 = 3). Ahora
podemos hacer algunas predicciones utilizando

esta informacion:

En un poligono de 10 lados habra 10 vértices, cada ‘ 6 9 3
uno con 7 diagonales (10 x 7 = 70 diagonales).

Sin embargo, cada diagonal se ha contado dos

veces (una en cada extremo). Por lo tanto, hay que

dividir 70 por la mitad, lo que significa que debe

haber 35 diagonales. Esto es lo mismo que la

respuesta de la tabla anterior.

Ahora podemos hacer una formula para un
poligono de n lados como pide la ampliacion:

_ n(n-3)

4=

Siendo d el ndmero de diagonales y n el nimero 10 3 7

de lados.

Solucién: 9 lineas verdes

RESPONDER

Comprobacion

Los dibujos realizados y la tabla que recoge los diferentes conteos nos permite verificar el nimero de
lados y de diagonales de cualquier poligono.

Analisis
Solucién Unica.

Respuesta:

En la figura pedida el nUmero de lados es 9, por tanto, un eneagono. Y,
en cuanto a la formula pedida, el nUmero de diagonales depende del 4= n(n-3)
namero de lados con la siguiente relacion: 2
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Puzzle n° 33 . EL PUZLE DE CUBOS CORTADOS

Un cubo se ha cortado tres veces para crear ocho cuboides. Cada cuboide (prisma
rectangular) tiene aristas de longitudes enteras mayores que 1. Se muestra el volumen de siete de
los cuboides.

36cm?
\\L b
12cm® = — |
N 108cm?
!%— 36cm?
|
20cm?®
L] 180cm?®
60cm?®

(El dibujo no esta hecho a escala.)

¢ Cudl es la longitud de una de las aristas del cubo original?

Proceso de Resolucién

COMPRENDER

Datos

Un cubo se ha cortado tres veces, mediante cortes con planos paralelos a las caras, para crear ocho
cuboides. Se muestra el volumen de siete de los cuboides: 12, 20, 36, 36, 60, 108 y 180 cm?.

Objetivo

¢Cudl es la longitud de una de las aristas del cubo original?
Relacion

Cada cuboide tiene aristas de longitudes enteras mayores que 1.

Diagrama
El que acompafia al problema.

PENSAR

Estrategias

ORGANIZAR LA INFORMACION, mediante aproximacion (no Ensayo y Error), o bien mediante
aritmética, o bien mediante maltiplos, o bien mediante el uso del algebra.

EJECUTAR

El método mas sencillo es sumar los siete volimenes dados 12 + 20 + 36 + 36 + 60 + 108 + 180 para
obtener 452 cm®,

Ahora bastara con encontrar una longitud de arista que elevada al cubo nos dé la mejor aproximacion
a ese volumen
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Arista (en cm) | Volumen (en cm®) | Resultado (452 cm?®)

2 2X2Xx2 8

3 3x3x3 27
4 4x4x4 64
5 5x5x5 125
6 6X6X6 216
7 TXTXT 343
8 8x8x8 512
9 9x9x9 729

El valor obtenido con solo siete cuboides (452 cm?) estd comprendido entre los valores 343y 512 que

se corresponden con los volimenes de cubos de 7 cm y de 8 cm de arista.

Esto quiere decir que al afiadir el volumen del cuboide desconocido debemos completar el volumen
de 512 cm®y que, por lo tanto, la arista del cubo original es de 8 cm.

Una solucién més elegante se obtiene al comprobar que todos
los cuboides de la parte delantera tienen 3 veces el volumen de
los de la parte trasera (es decir, f = 3e). Esto te dira que el
volumen del cubo que falta es de 180/3 = 60 cm®. Por tanto da
un volumen total de 512 cm®(472 + 60 = 512), lo que significa
que la longitud de los lados debe ser de 8 cm.

Un método aln mas bonito es considerar los factores de 12 (que
es el menor volumen dado). Como todas las longitudes de los
lados son mayores que 1, las Unicas longitudes posibles son 2 x
2 x 3. Esto nos da las longitudes b, c y e en el diagrama anterior.
Entonces puedes utilizar el hecho f = 3e para encontrar que e +
f=8cm.

También hay un método complejo de ecuaciones simultaneas

b

d
= AN 3 O\ N
; \
3 108cm?
§
60 180cm?
=

para resolver el problema que es bastante complejo, claro, incluso para alumnos que manejen bien la

resolucion de sistemas de ecuaciones con hastantes variables.

Para cada cuboide:

cxbxe=12
cxaxe=20
dxbxe=36
J cxbxf=36
cxaxf=60
dxbxf=108
dxaxf=180

Solucién: 8 cm

RESPONDER

Comprobacion
El volumen del cuboide que falta es de 512 — 452 = 60 cm?.
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Analisis
La solucion es Unica.

Respuesta:  La longitud de la arista del cubo original es de 8 cm.

Habia una propuesta de ampliacion del problema para ir mas alla. En lugar de encontrar sélo el
volumen, encuentra todas las longitudes de las caras de cada cubo.

Asi tendriamos: 2x2x3=12;6x2x3=36;6x2x3=36;6x2x5=60;6x6 x3=108; 6 X
6 x 5 = 180, todo ello en cm las aristas y en cm? los volimenes.

Una vez revisadas las soluciones de los anteriores problemas, propuestos en el pasado nimero de
la revista, pasamos a la propuestas de Nuevos retos.

El origen del siguiente esta en el sitio web https://www.puzzleoftheweek.com/puzzle-library
donde aparece con el nimero 020.

EN LA FRUTERIA

Pedro compra una manzana y un platano por 50 céntimos de euro.
Elena compra una naranja y una manzana por 35 céntimos de euro.
Ana compra un platano y una naranja por 55 céntimos de euro.

¢Cuanto cuesta (en céntimos de euro) la fruta méas barata?

Muestra cémo has llegado a tu respuesta.

Aqui incluimos dos problemas de Rally Matematico Transalpino n° 29, a cuyos organizadores
felicitamos por su vuelta a los colegios después de ese espacio temporal ocupado por la pandemia del
COVID-19. Siempre nos gustaron sus enunciados.

Este es el primero:

RECOLECCION DE FRUTOS DEL BOSQUE (Cat. 7, 8)

Los nifios de Transalpinia organizaron un evento de recogida de bayas y se dividieron en cuatro
grupos: recolectores de arandanos, recolectores de moras, recolectores de fresas y recolectores de
frambuesas. La situacion de los grupos es la siguiente:

- los recolectores de moras son la mitad de los recolectores de ardandanos;

- los recolectores de fresas son 6 mas que los de arandanos;

- Los recolectores de frambuesas son 11;

Sociedad Canaria de Profesorado de Matematicas

Luis Balbuena Castellano Vol. 113 ¥ marzo de 2023

| 107


https://www.puzzleoftheweek.com/puzzle-library

Mas problemas de Geometria. Problemas comentados LXII
J. A. Rupérez Padrén, M. Garcia Déniz

- Los recolectores de frutos morados (ardndanos y moras) son 8 menos que los de frutos rojos
(fresas y frambuesas).

¢ Cuantos nifios participan en la recogida de bayas?

Muestra cémo has llegado a tu respuesta.

Y éste el segundo:

TOMAS JUEGA CON LOS NUMEROS

Tomas escribe un nimero de tres cifras distintas de cero, en el cual la cifra de las centenas es
menor que la de las decenas y ésta es menor que la de las unidades.

Después escribe todos los nimeros diferentes que puede obtener modificando el orden de estas
tres cifras. Asi que suma todos los nimeros que ha escrito, incluso el inicial, y obtiene como suma 4218.

(por ejemplo, se eligiese el nimero 358, podria también formar los nimeros 385, 538, ... cuya
suma es 3552, que no funciona porque es distinta de 4218).

¢Cual podria ser el nimero de tres cifras escrito por Tomas?

Explica como lo has encontrado.

Tenemos, también, dispuesto para ustedes un texto original de Bea, hija de J. A. Rupérez (uno de
los autores de este articulo) que presenta un problema numérico muy interesante.

MATRICULAS ROMANAS

Se trata de encontrar todas las matriculas con cuatro cifras y tres letras, tales que las letras
constituyen, en nimeros romanos, el valor de la parte numérica de los cuatro digitos de la
matricula de un vehiculo automovil en Espafa. Por ejemplo esta:

E 1055 MLV
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También queremos hacer constar aqui que hemos recibido la
altima publicacién de nuestra entrafiable amiga y compafera Margarita
Marin. Se trata de una novela para nifios y jovenes sobre las aventuras
de los nifios de la familia Fonsi, cinco primos que se ven inmersos en
una divertida aventura llena de problemas de ingenio, de mensajes
cifrados, de mujeres cientificas y un amplio contenido de conocimientos
matematicos. Esté publicada por la editorial VERBUM en enero de este
mismo afio. Una de las muchas curiosidades es la numeracion de los
capitulos, realizada con expresiones aritméticas con cuatro cifras 4, un
problema clasico donde los haya.

MARGARITA MARIN RODRIGUEZ

ISNOd SO IO SYININD A SOININD | Eramses Nivn yinevomn

Gracias, Margarita, y enhorabuena por tu incansable dedicacion
a los cuentos y relatos con las nifias y los nifios de protagonistas y las *
matematicas como tel6n de fondo.

Bueno, ya saben, aunque seamos pesados terminaremos con nuestro mantra particular:

Queremos pensar que nuestras propuestas tienen uso en el aula. Eso nos alegraria mucho y
también al resto de lectores. Nos repetimos: vamos, animense... jSi es divertido! Hagan lo que les
pedimos: resuelvan los problemas y nos envian las soluciones (o las dudas y errores encontrados) para
nosotros publicarlas aqui. No s6lo es divertido, también es jmuy interesante!

Como decimos persistentemente, aguardamos sus noticias a lo largo de este largo afio deseando
que la sexta ola haya terminado por fin y a la espera de la proxima edicion de la revista.

NUMEROS

Revista de Diddctica de las Matemiticas

Un saludo afectuoso del Club Matematico.

'El Club Matematico esta formado por los profesores José Antonio Rupérez Padrén y Manuel
Garcia Déniz, profesores jubilados del IES de Canarias-Cabrera Pinto (La Laguna) y del IES Tomas de
Iriarte (Santa Cruz de Tenerife), respectivamente. jaruperez@gmail.com / mgarciadeniz@gmail.com
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