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Resumen

Este estudio busca identificar las conexiones matematicas que establecen estudiantes de secundaria
cuando resuelven tareas de drea. Siguiendo un enfoque de tipo cualitativo y, mediante el uso de
métodos mixtos, se analizan las justificaciones escritas y los procedimientos que los estudiantes
utilizan para resolver una tarea de drea de un cuestionario. Los resultados muestran que los
estudiantes que logran resolver con éxito la tarea establecen conexiones intra-matemadticas entre
distintos objetos matematicos, lo que les permite coordinar de manera simultanea diferentes
representaciones, propiedades y procedimientos.
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Abstract

This study seeks to identify the mathematical connections that secondary school students establish
when solving area tasks. Following a qualitative approach and using mixed methods, the written
Justifications, and procedures that students use to solve an area task from a questionnaire are
analyzed. The results show that students who manage to successfully solve the task establish intra
mathematical connections between different mathematical objects, allowing them to simultaneously
coordinate different representations, properties, and procedures.

Keywords: mathematical connections, area of flat figures, mixed methods
INTRODUCCION

El término conexion matematica puede hacer referencia a una relacion entre ideas matematicas, una
relacion que construye el alumno, o a un proceso que forma parte de la actividad de hacer
matematicas en el aula (Businskas, 2008), entre otras. Al establecer conexiones matematicas, los
estudiantes desarrollan competencias clave, por ejemplo, vincular el conocimiento conceptual y
procedimental (Hiebert y Carpenter, 1992) o reconocer multiples representaciones de un mismo
concepto (Businskas 2008; De Gamboa et al., 2022), competencias fundamentales para resolver con
éxito tareas de area. Diversos estudios han enfatizado los aspectos conceptuales a desarrollar para
mejorar la forma en que los estudiantes resuelven tareas de area y su abanico de estrategias, (p.e.,
Clements et al., 2018; Zacharos, 2006), sin embargo, ain no esta claro como se establecen las
conexiones matematicas en un proceso de resolucion. Asi, este estudio es una aproximacion hacia
aquellas conexiones matematicas necesarias para resolver con ¢éxito tareas de area y busca
responder a la pregunta ;qué tipo de conexiones matematicas establecen los estudiantes para
resolver con éxito tareas de area? Para responder a esta pregunta, se busca caracterizar las
conexiones matematicas que establecen los estudiantes en la resolucion exitosa de una tarea de area.

MARCO TEORICO
Conexiones matematicas

Existe consenso en la literatura al identificar dos grandes tipos de conexiones: las conexiones intra-
matematicas y las conexiones extra-matematicas. Las conexiones intra-matematicas se forman
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dentro del contexto de las matemadticas y, en concordancia con De Gamboa y Figueiras (2014) se
diferencian dos tipos: conexiones intra-matematicas de tipo conceptual y conexiones intra-
matematicas relacionadas con procesos. Las primeras se refieren a una relacion entre diferentes
objetos matematicos. Las segundas son conexiones que enfatizan explicitamente procesos
transversales a la actividad matemadtica (p.e., heuristicas de resolucion de problemas). Debido al
objetivo de este estudio, nos centramos en las conexiones intra-matematicas de tipo conceptual.
Para esto, tomamos en consideracion el modelo propuesto por Rodriguez-Nieto et al. (2022) y
refinado por De Gamboa et al. (2022), quienes introducen la nocidén de conexion elemental. En
términos generales, las conexiones intra-matematicas pueden entenderse como relaciones entre dos
objetos matematicos O; y Oz. En muchos casos, estas conexiones son desencadenadas por otras
conexiones, y la coordinacion entre ellas puede entenderse, a su vez, como una conexiéon mas
compleja (De Gamboa et al., 2022). Por tanto, las conexiones intra-matematicas pueden entenderse
como una red de conexiones mas simples entre dos objetos O; y Oz, que llamamos conexiones
elementales (De Gamboa et al., 2022). Se toman en consideracion las siguientes categorias de
conexiones elementales:

Representacion equivalente: La conexion elemental se establece entre dos representaciones de un
mismo objeto matematico (Ri—Rz). Relaciona representaciones equivalentes (tratamientos dentro
de un mismo registro de representacion). Por ejemplo, cuando un alumno conecta el trazado auxiliar
de lineas con la visualizacion de unidades figurales que componen una figura para resolver una
determinada tarea (Businskas, 2008).

Representacion alternativa: La conexion elemental se establece entre dos representaciones del
mismo objeto matemdtico (Ri—R2). Relaciona representaciones alternas (cambio de registro de
representacion). Por ejemplo, representar el area geométrica y simbolicamente. Es propuesta por
Businskas (2008) en relacion con la nocion de transformacion de conversion (Duval, 2017).

Procedimiento: La conexion elemental se establece entre un concepto y un procedimiento (C—P)
que puede utilizarse al tratar el concepto. Por ejemplo, el uso de la descomposicion en unidades
congruentes para trabajar el concepto de superficie (Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017;
Businskas, 2008).

Implicacion: La conexion elemental se establece entre dos proposiciones (PR;—PR>), se refiere a
implicaciones o argumentos si-entonces. Por ejemplo, si un rectangulo tiene una longitud / y una
anchura w, entonces su area es /xw. Asi, si una forma es un cuadrado, entonces su area se puede
encontrar multiplicando la longitud de un lado por si misma (Businskas, 2008).

Justificacion: La conexidn elemental se establece entre dos proposiciones (PRi—PR>), donde (PR/)
representa una premisa y (PR2) una conclusion que justifica practicas matematicas. Por ejemplo,
dos poligonos son congruentes si sus lados y angulos son respectivamente congruentes. Por lo tanto,
dos poligonos congruentes tienen areas iguales (De Gamboa et al. 2022).

Elementos que intervienen en la resolucion de tareas de area

Sarama y Clements (2009) sefialan que la ensefianza y construccion del area y sus procesos de
medicion implican el aprendizaje y construccion de diversos conceptos, propiedades y
procedimientos, tales como el area como atributo, la unidad de medida, la conservacion, la
acumulacion y aditividad, la transitividad, la estructuracion espacial, y la particién equitativa. La
comprension y coordinacion de los elementos mencionados, podria potenciar una comprension mas
solida en los estudiantes (Barret et al., 2017). En este sentido, Sarama y Clemens (2009) sefialan
que el desarrollo de conceptos, propiedades y procedimientos es de naturaleza interactiva, esto es,
que se refuerzan mutuamente (Clements et al., 2018; Sarama y Clements, 2009). Asi, Clements et
al. (2018) sostienen que los procedimientos pueden aprenderse de manera significativa si estan
vinculados al conocimiento conceptual, o de memoria si son de naturaleza mecanica. En este
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sentido, diversos estudios reportan que los estudiantes de los primeros afos de Educacion
secundaria presentan dificultades al resolver tareas de areas (Caviedes et al. 2020; Douady y Perrin-
Glorian, 1989; Kamii y Kysh, 2006), relacionadas con una comprension limitada de los elementos
que subyacen al uso de férmulas, y a escasas estrategias de resolucion. Atendiendo dichas
dificultades, Caviedes et al. (2021) proponen una caracterizacion de distintos significados parciales
del érea, a fin de identificar aquellos objetos que deben ser coordinados en los procesos de medicion
de areas. Otros estudios ponen en evidencia las dificultades de los estudiantes con la propiedad de
conservacion del area (Kospentaris et al., 2011, Zacharos, 2006), cuyo estudio implica un
conocimiento amplio sobre la variedad de procedimientos que puede admitir una tarea, ademas del
estudio y andlisis de otras propiedades geométricas (Sarama y Clements, 2009), asi como el uso de
diferentes registros de representacion y sus transformaciones (Duval, 2017).

METODO

El estudio se sitia en un paradigma interpretativo con un enfoque mixto exploratorio y
confirmatorio (Rocco et al., 2003). Se utiliza un enfoque cualitativo y un andlisis de contenido
(Krippendorff, 2004) para identificar las conexiones matemadticas que se establecen en las
resoluciones de los estudiantes. Ademas, se utiliza un enfoque cuantitativo y un andlisis estadistico
implicativo (Gras et al., 2008) para profundizar en las relaciones entre los objetos matematicos
definidos en el andlisis cualitativo. Se realiza la recogida de datos en el tercer trimestre del curso
escolar 2018-2019. Los participantes fueron 83 estudiantes de 13-14 afios de un centro concertado
de Espafia. Se disefi6 un cuestionario semiestructurado con siete tareas de medida y comparacion de
areas de figuras planas que debian resolverse de forma anonima, individual y por escrito, en una
unica sesion de 90 minutos. Se pidio a los estudiantes justificar por escrito sus resoluciones. Con el
fin de comprobar la claridad del cuestionario, y eliminar ambigiiedades, se llevé a cabo una prueba
piloto que permitio realizar mejoras en los enunciados de las tareas y en el formato global del
cuestionario. Las tareas del cuestionario se ordenaron desde aquellas que admiten un tratamiento
unicamente cualitativo (s6lo procedimientos de naturaleza geométrica), hacia aquellas que admiten
un tratamiento cualitativo y cuantitativo, con procedimientos de naturaleza numérica y geométrica
de forma complementaria (Douady y Perrin-Glorian, 1989). Asi, el uso de férmulas se incorpora
gradualmente y como ultimo paso. En esta comunicacion se presenta el analisis de las resoluciones
a la Tarea 6 (Tabla 1).

Tabla 1. Tarea propuesta al grupo de estudiantes.

Enunciado Representacion grafica de la
tarea

A R

Tarea 6: Por el punto p de la diagonal AC del E&\\\\\W

rectingulo ABCD se trazan las paralelas de los N
lados de esta figura. Asi, se obtienen dos rectangulos \‘
sombreados. (Cudl de los dos rectangulos D k .

sombreados tiene mayor area? ;como los sabes?
(Adaptado de Castelnuovo, 1981)

Analisis cualitativo de las resoluciones de los estudiantes

Se realiza un andlisis de contenido (Krippendorff, 2004) para identificar las conexiones intra-
matematicas de tipo conceptual que establecen los estudiantes. Se utilizan categorias de andlisis
previamente definidas y adaptadas. Dichas categorias se corresponden con los objetos matematicos
de Caviedes et al. (2021) y que presentan una reinterpretacion de elementos matematicos sefialados
por Sarama y Clements (2009) -Tabla 2-. Las resoluciones de los estudiantes se codifican
deductivamente utilizando el software MAXQDAplus. Cada objeto matematico de la Tabla 2
contiene codigos diferentes. Un grupo de codigos forma una categoria. Por ejemplo, la categoria
procedimiento (P) contiene seis codigos (P1... P6) que detallan diferentes procedimientos utilizados
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por los estudiantes. Ademas, se consideran las aportaciones de Duval (2017). Dado que el objetivo
del estudio es identificar las conexiones matematicas que los estudiantes necesitan establecer para
resolver con éxito la tarea, el énfasis estd en aquellas resoluciones que responden con éxito a la
demanda de la tarea. En total se analizaron los protocolos escritos de 41 estudiantes (27 estudiantes
responden con dificultad y 15 estudiantes no responden la Tarea). En esta comunicacion
ejemplificamos el proceso de andlisis con los protocolos de dos estudiantes, pues sus resoluciones
se consideran representativas del conjunto de estudiantes que resuelve con éxito la Tarea 6 (41
estudiantes).

Tabla 2. Categorias de analisis para la Tarea 6.

Categorias Descriptor

(P1) Comparar dos o mas superficies de manera directa e indirecta
(P2) Descomponer dos o mas superficies de manera conveniente,
Procedimientos  grafica o visualmente

P) (P3) Ejecutar movimientos de rotacion, traslacién y superposicion de
figuras
(P4) Estructurar superficies en filas y columnas considerando las
medidas de longitud
(P5) Calcular areas de manera aditiva contando unidades y/o
subunidades que recubren la superficie
(P6) Medir dimensiones lineales y utilizar formulas

Propiedades (Pp) (Ppl) Conservacion
y proposiciones  (pp2) Transitividad
(Pr) (Pp3) Acumulacion y aditividad
(Pr1) Todo tridangulo es equidescomponible a un paralelogramo
(Pr2) Dos figuras equivalentes tienen areas iguales

Conceptos (C)  (C1) Estructuracion espacial
(C2) Unidades de medida no estandar
(C3) Cantidad de superficie

(R1) Escrita: uso de adjetivos como ‘igual’, ‘més delgada’ ‘mas ancha’, ‘el doble’, ‘la
Representaciones mitad’, en relacion a las superficies.
R) (R2) Manipulativa: uso de objetos fisicos (tangram, recortables)
(R3) Geométrica: uso del trazado auxiliar de lineas para comparar y/o
estimar cantidades de superficie.
(R4) Simbolica: conjunto de los niimeros reales para comparar dos o
mas superficies o calcular su area. Uso de expresiones algebraicas como
el teorema de Pitagoras para obtener las medidas de longitud de un
triangulo rectangulo h? = a’ + b*

La Figura 1 muestra el proceso de resolucion seguido por la estudiante 12 (E.12) y el estudiante 13
(E.13). El E.13 establece diferentes conexiones elementales de procedimiento. La primera conexion
se establece entre el concepto de estructuracion espacial (C1) y el procedimiento de estructuracion
en filas y columnas en relacion con las medidas de longitud (obtenidas por medicion directa) del
rectangulo grande (P4), pues E.13 utiliza las dos dimensiones de los rectangulos negros como base
para la division del rectangulo grande en rectangulos de 2 cm alineados en 4 filas y 4 columnas. La
segunda conexion se establece entre el concepto de unidades de medida no estandar (C2) y el
procedimiento de obtencion del area aditivamente (P5). Una conexion elemental de implicacion
entre un proceso de visualizacidon y una proposicion (Pr2) permite a E.13 concluir una equivalencia
de areas para los rectangulos negros. Esta tlltima también estd asociada a una conexion elemental de
justificacion entre la propiedad de conservacion (Ppl) y el procedimiento de comparacion de areas
que dicha propiedad justifica. Por su parte, la E.12 establece tres conexiones elementales de
procedimiento. La primera conexion se establece entre el concepto de cantidad de superficie (C3) y
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el procedimiento de medida directa e indirecta -mide dimensiones lineales y pone en
correspondencia los valores utilizando la férmula- (P6). La segunda conexidn se establece entre el
concepto de cantidad de superficie (C3) y el procedimiento de descomponer la superficie de forma
conveniente (P2). La tercera conexion se establece entre el concepto de cantidad de superficie (C3)
y el procedimiento que involucra movimientos de rotacidon y traslacion (P3). Esto con el fin de
concluir la equivalencia de superficies mediante una conexion elemental de implicacion entre un
proceso de visualizacion y una proposicion (Pr2). Como en el caso del E.13, la E.12 establece una
conexion elemental de justificacion entre la propiedad de conservacion (Ppl) y el contexto de
comparacion de areas al que se aplica. Ademds, ambos estudiantes establecen una conexion
elemental de representacion equivalente entre un proceso de visualizacion (R3) y la posterior
descomposicion de las figuras (R3). Se trata de una transformacién de tratamiento dentro de un
registro de representacion de tipo geométrico, mediado por las lineas auxiliares de las
representaciones graficas de las figuras y el trazado auxiliar de lineas que permite realizar
descomposiciones estrictamente homogéneas sobre los rectdngulos. El uso del registro de
representacion de tipo geométrico (R3), escrito (R1) y simbolico de tipo numérico (R4), permite a
los estudiantes realizar una transformacion de conversion y, por tanto, una conexion elemental de
representacion alternativa. En el caso del E.13, la conexion se establece cuando utiliza el trazado
auxiliar de lineas (R3) para descomponer el rectdngulo grande y obtener su area mediante un
proceso aditivo (R4). En el caso de la E.12, la conexion se establece cuando utiliza, ademas, el
trazado auxiliar de lineas (R3) para descomponer el rectangulo negro y la féormula del area (R4),
para comprobar la equivalencia de areas.

Figura 1. Resoluciones para la Tarea 6 del cuestionario.

E.12 “Sus dreas son iguales, he calculado lo que mide
cada uno y luego he calculado el drea que es 6 cm® He
llegado a la conclusion que son exactamente iguales,
lo que pasa es que su forma es diferente. He cortado el
rectangulo, por la mitad y lo he puesto encima y al
lado del otro”.

dividimos los rectangulos negros en
rectangulos iguales hay la misma cantidad
de estos rectangulos. También uno es el
doble de ancho y otro el doble de largo, su
area es 6¢cm?”.

Analisis cuantitativo de las resoluciones de los estudiantes

Para profundizar en el andlisis de las conexiones se realiza un andlisis estadistico implicativo -SIA-
(Gras et al., 2008). Este analisis permite identificar y organizar las relaciones de cuasi implicacion
mediante un grafico con flechas que relaciona las variables con las implicaciones mas fuertes. La
cuasi implicacion entre las variables A — B indica que, si los estudiantes responden
afirmativamente a A, es probable que respondan a B. En este estudio, se utiliza la flecha — para
indicar una relacién de cuasi implicacion segun el significado descrito anteriormente. La doble
flecha < indica una relacion de cuasi implicacion reciproca. En lo sucesivo, se utiliza el término
implicacion en lugar de cuasi implicacion, en aras de la simplicidad. Las variables consideradas
para el andlisis implicativo son de tipo binario y coinciden con las presentadas en la Tabla 2. Se
asigna un valor de 1 a cada variable movilizada en las respuestas de los estudiantes y un valor de 0
a cada variable no movilizada. Se utiliza el paquete C.H.I.C versioén 0.27 en la consola R version
3.5.2. Para diferenciar cada variable movilizada se utilizan colores. Asi, los procedimientos (P) se
ilustran en morado, las propiedades en celeste (Pp), las proposiciones (Pr) en verde y las
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representaciones (R) en naranja. Los graficos presentados contemplan la totalidad de estudiantes
que resuelve con éxito la Tarea 6 (41 estudiantes). Los resultados se focalizan en este analisis.

RESULTADOS

Los graficos implicativos de la Figura 2 muestran diferentes relaciones con un 98% de significancia
indicada por las flechas rojas y 95% por la flecha verde. La Figura 2A muestra que los estudiantes
establecen conexiones elementales de implicacion entre los procedimientos de comparacion,
descomposicion y reorganizacion de superficies (P12>P2/P1->P3). Los estudiantes que utilizan este
ultimo procedimiento establecen una conexiéon elemental de implicacion con el procedimiento de
descomposicion de superficies (P3->P2). La Figura 2B muestra que los estudiantes establecen
conexiones elementales de justificacion entre el procedimiento de comparacion de superficies y las
propiedades de conservacion, transitividad y acumulacion y aditividad (P1->Ppl/ P1->Pp2/
P1->Pp3), lo que indica que dicho procedimiento desencadena el uso de las propiedades implicadas
en la medicion de 4reas. La Figura 2C muestra que los estudiantes establecen conexiones
elementales de justificacion entre una proposicion (todo tridngulo es equidescomponible con un
paralelogramo) y las propiedades de transitividad y acumulacion y aditividad (Pr1->Pp2/
Pr1->Pp3), indicando que el uso de dicha proposicion justifica ciertas propiedades.

Figura 2. Relaciones implicativas entre procedimientos, propiedades y proposiciones para la Tarea 6.

;é |T6.P1 I |T6.P1 I |T6P1| EE'TG Pr1|

B C

Los graficos implicativos de la Figura 3 muestran relaciones con un 98% de significancia indicada
por las flechas rojas. La Figura 3A muestra que los estudiantes establecen conexiones elementales
de implicacion entre la propiedad de acumulacion y aditividad, y la propiedad de conservacion y
transitividad (Pp3—>Pp1/Pp3->Pp2). Asi, se evidencia que el uso de la propiedad de acumulacion y
aditividad (Pp3) es un aspecto clave, y precursor, para que los estudiantes sean capaces de utilizar la
conservacion (Ppl) y la transitividad (Pp2) al resolver tareas de medicion de areas.

Figura 3. Relaciones implicativas entre propiedades, representaciones y procedimientos para la Tarea 6.

La Figura 3B muestra que los estudiantes establecen una conexion elemental de representacion
alternativa entre el registro de representacion de tipo geométrico y de tipo escrito (R3—>R1). Esto
indica que aquellos estudiantes que utilizan el trazado de auxiliar de lineas en sus resoluciones
justifican por escrito lo que hacen en la Tarea 6. El registro de representacion de tipo escrito y
simbolico se conectan reciprocamente mediante una conexion elemental de representacion
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alternativa. La Figura 3C muestra que los estudiantes establecen conexiones elementales de
implicacion entre los procedimientos de comparacion, descomposicion y reorganizacion de
superficies, y el registro de representacion de tipo geométrico (P1->R3/P2->R3/R3->P2/P3->R3).
Asi, para que estos procedimientos se ejecuten los estudiantes necesitan visualizar las unidades
figurales que componen una figura, y realizar el trazado auxiliar de lineas para descomponerla.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados sugieren que los estudiantes que logran responder con éxito a la demanda de la Tarea
6 establecen diferentes conexiones elementales. El establecimiento de conexiones elementales de
representacion equivalente/alternativa permite la coordinacion de los registros de representacion de
tipo geométrico y simbolico, lo que se presenta como un aspecto clave en la resolucion de las
tareas, pues permite a los estudiantes realizar descomposiciones y transformaciones sobre las
figuras. Esto ultimo permitiria a los estudiantes comparar areas y calcularlas (Caviedes et al., 2021).
Asi, el establecimiento de estas conexiones elementales posibilita a los estudiantes reconocer y
coordinar multiples representaciones de un mismo concepto (Businskas 2008; De Gamboa et al.,
2022), y hacer més robustas sus resoluciones (Barret et al., 2017). Los procedimientos relacionados
con la comparacion, descomposicion y reorganizacion de superficies estan conectados entre si
mediante conexiones elementales de implicacion, lo que subraya la importancia del uso coordinado
de procedimientos de naturaleza geométrica y numérica para resolver con éxito tareas de area
(Caviedes et al., 2020, 2021; Douady y Perrin-Glorian, 1989). El andlisis implicativo permite
ilustrar la manera en que los procedimientos se coordinan en un proceso de resolucion, evidenciado
que hay procedimientos que anteceden a otros. Los procedimientos mencionados, a su vez, se
asocian a conexiones elementales de justificacion, especificamente, cuando las propiedades de
conservacion, transitividad y acumulacion y aditividad se aplican a contextos de comparacion y
descomposicion de superficies. Esto sugiere que las conexiones elementales de justificacion
permiten a los estudiantes visualizar figuras geométricas y realizar descomposiciones sobre ellas. El
analisis implicativo ilustra la manera en que las distintas propiedades se conectan, evidenciando que
la acumulacion y aditividad, en este tipo de tareas, desencadena el uso de la conservacion del area y
la transitividad. Esto sugiere que las propiedades geométricas deben abordarse de manera conjunta
en la resolucion de tareas de area (Sarama y Clements, 2009). Aunque diversas investigaciones
abordan las dificultades de los estudiantes en la comprension de la propiedad de conservacion del
area (Kospentaris et al., 2011, Zacharos, 2006) no lo hacen relacionando dicha propiedad con otras,
lo que pone de manifiesto la relevancia de este estudio. Estos resultados son un ejemplo de la
importancia de las conexiones en el aprendizaje de los procesos de medicion de areas, y apuntan a
la necesidad de seguir explorando cémo dichas conexiones pueden ayudar a los estudiantes a
resolver con éxito tareas complejas.
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