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Resumen

La perspectiva de modelacion consiste en un acercamiento didactico en el que se introduce
nuevo conocimiento matematico a través del trabajo colaborativo de los alumnos en la
solucion de problemas reales o realistas que sean de su interés. Esta estrategia de ensefianza
se suma a los enfoques de resolucion de problemas, pero al presentar problemas mas abiertos
que demandan exploracion e investigacion, amplia el reto para los alumnos. Esta estrategia de
ensefianza permite acercarse al conocimiento matematico de los alumnos y abrir
oportunidades de nuevos aprendizajes. La investigacion en Educacion Matematica reporta
criterios que permiten disenar problemas de modelacion efectivos para ser utilizados en el aula
y en algunos estudios se sugiere su uso conjuntamente con actividades didacticas que apoyen
la reflexion de los alumnos sobre la necesidad de nuevos conceptos matematicos en su
solucion. En esta conferencia discutiremos tanto los elementos que deben tomarse en
consideracion al disefiar y utilizar este tipo de problemas en el nivel de la escuela secundaria.
Mostraremos algunos ejemplos de problemas de modelacion y de actividades de reflexion que
los han acompanado al introducirlos en el aula y que se han investigado en detalle en el marco
de un proyecto de investigacion. Se presentaran los resultados obtenidos en las
investigaciones en términos de la motivacion y del aprendizaje de los alumnos. Terminaremos
con una reflexion acerca de las bondades, los retos y limitaciones del uso de esta perspectiva
en la ensefianza secundaria.
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Introduccion

Los resultados de las investigaciones recientes ponen de manifiesto que, aunque los cambios
de la ensefianza tradicional hacia una enseflanza mas participativa de las Matematicas
acontecen lentamente, es posible observar cada vez con mayor frecuencia un interés de los
profesores por una ensefianza mas participativa en la que se trabaja en problemas relacionados
con el mundo de los estudiantes y en el que el maestro actia como un guia y un promotor de
las discusiones de los alumnos.

El contexto en el que se ensefian las matematicas tiene un peso muy fuerte en su aprendizaje.
Cuando los conceptos se ensefian de manera abstracta, con énfasis en la operatividad mas que
en la comprension, el conocimiento queda encapsulado y es dificil aplicarlo a situaciones
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distintas a las del contexto del aula; la transferencia del conocimiento no se da por si sola. El
reto del uso de problemas de modelacién en la ensefianza intenta romper con la separacién
entre el aprendizaje de conceptos abstractos y su aplicacidn a través de enfrentar a los alumnos
a situaciones que los motiven, les representen un reto y puedan utilizar sus conocimientos
previos, relacionarlos y enfrentar la necesidad de nuevos conocimientos para encontrar
soluciones adecuadas que ademas podran ser Utiles en la solucién de nuevos problemas (i.e.
Kaiser & MaaB 2006; Busee, 2011; Trigueros & Bianchini, 2016). Los alumnos logran ademas
construir una vision de las matematicas mas cercana al trabajo propio de los matematicos
(Trigueros 2009).

La introduccién de una nueva metodologia de ensefianza representa un reto para los maestros.
Es dificil adaptarse a ello. La investigacion en enseflanza de las matematicas ha propuesto
diversas formas de apoyar a los alumnos para que aprendan matematicas de manera mas
efectiva, entre ellas, el uso de problemas de modelacién es una opcién que puede utilizarse ya
sea de manera continua o en forma ocasional de acuerdo a los temas a tratar y a las
necesidades de los alumnos. Esta metodologia permite al maestro acercarse a la forma en que
los alumnos utilizan sus conocimientos, a sus dudas y a sus estrategias frente a una situacion
nueva que pone al maestro en una posicién en la que cuenta con informacion relevante para
proponer nuevas preguntas, responder algunas dudas y asi promover el aprendizaje de los
alumnos (Carlson, Larsen & Lesh, 2003).

La posibilidad de incorporar problemas que tienen su origen en otras disciplinas juega un papel
importante en la posibilidad de aplicacion de las matematicas escolares en contextos
diferentes. Brinda también oportunidades para que los alumnos reflexionen sobre la estructura
de las matematicas y para que exploren problemas que la comparten. El conocimiento de los
alumnos de esa estructura puede conduciros a descubrir ideas poderosas de las matematicas
que permiten resolver de la misma manera problemas que en apariencia son diferentes, pero
que comparten justamente la estructura matematica. Desde hace muchos afios, diversos
investigadores han propuesto la idea de introducir las Matematicas en la escuela a traves de
problemas de modelacién de problemas reales o ficticios que planteen un reto a los alumnos
y que al mismo tiempo no representen una dificultad imposible de salvar i.e. (Trigueros, M.
2009; Kaiser, W. Blum, R. Borromeo-Ferri, & G. Stillman, G., 2011; Lesch & English, 2005).

Uno de estos acercamientos es la perspectiva de Modelos y Modelacién (Lesh & Doerr, 2003).
En ella se postula que el uso de este tipo de retos permite la construccién de nuevo
conocimiento a través de la interaccion de los alumnos y de la guia efectiva del maestro. Esta
perspectiva introduce, ademas, una serie de criterios que permiten al investigador o al maestro
determinar si un problema puede resultar o no efectivo en la promocién del conocimiento en
el aulay, a través de ciclos de modelacion, abre al maestro y a los investigadores la posibilidad
de analizar el conocimiento que los alumnos ponen en juego en su trabajo con el problema:
desde la exploracion del mismo, hasta el uso de las matematicas para trabajar con él y el
desarrollo de productos en los que comunican sus resultados.

El uso de modelos en el aula de Matematicas permite al maestro y a los investigadores
determinar qué conocimientos previos ponen en juego los alumnos, como los relacionan y
diagnosticar con ello sus posibles dificultades. A través de los distintos ciclos de exploracién 'y

57



de trabajo con el modelo, los alumnos tienen multiples oportunidades de interpretacion de
diversos fenédmenos y de reflexion sobre sus caracteristicas mas sobresalientes, pueden utilizar
las Matematicas como herramienta de prediccion y, en casi todas las situaciones, tendran
necesidad de nuevos conocimientos matematicos, de la busqueda y uso de datos y de
apoyarse en una variedad de tecnologias para poder trabajar eficazmente en la solucion del
problema de interés aprovechando las caracteristicas de los modelos matematicos planteados.

Los modelos a utilizar pueden provenir de distintas disciplinas, lo que brinda al maestro la
oportunidad, mencionada anteriormente, de relacionar las disciplinas y de enfatizar cémo
distintos problemas pueden ser abordados mediante modelos semejantes. Los modelos dejan
de ser Unicamente una herramienta matematica poderosa de solucion de problemas para ser
ademas una herramienta valiosa en la toma de decisiones.

En el contexto de la modelacion, el uso de proyectos es particularmente interesante pues, al
trabajar con un mismo problema durante varias sesiones de clase y mediante trabajo fuera del
aula, se ofrece a los multiples de reflexionar sobre sus estrategias de modelacion y de trabajo
matematico con el modelo. En los proyectos es posible también aprovechar la situacién para
introducir y desarrollar técnicas importantes, necesarias en la soluciéon de una gran diversidad
de problemas reales. Entre ellas podemos mencionar a la aproximacién, el calculo de
parametros, la creacion de nuevas herramientas de andlisis, el uso de una gran variedad de
fuentes de informacién y el uso de una gran variedad de recursos, entre otras. La comunicacién
de los resultados de estos proyectos hace posible que los alumnos desarrollen su creatividad
y utilicen sus habilidades artisticas, literarias, musicales, técnicas o cientificas de formas
novedosas e interesantes para ellos y para sus compafieros. En el proceso de trabajo y
comunicacion del proyecto los alumnos aprenden las matematicas de interés.

En este articulo presentaremos algunas ideas tedricas que juegan un papel importante en el
disefio de actividades de modelacién adaptadas a distintos niveles educativos, en particular, a
la secundaria. En particular se centra la atencion en dos perspectivas teoricas y su posible
articulacion: Modelos y modelacién (Lesh y Doerr, 2003) y la Teoria APOE (Arnon et, al. 2014).
Se mostraran dos ejemplos de problemas de modelacién que han sido empleados en el aula'y
los resultados del analisis de los datos obtenidos en cada caso haciendo énfasis en algunas
caracteristicas de los problemas de modelacion que se pueden utilizar en la ensefianza de
matematicas en el nivel de secundaria. En la descripcidon se mostrara, ademas, como el disefio
de actividades basado en una teoria cognitiva de aprendizaje permite potenciar y dirigir la
reflexion de los alumnos sobre las matematicas involucradas en su trabajo en el modelo. Por
ultimo, se presentaran los resultados obtenidos en cada uno de los casos y se discutiran
algunas bondades y limitaciones del uso de problemas de modelacion en el aula en relacién
con el aprendizaje de los alumnos.

Modelos y modelacion

Modelos y Modelacion es un acercamiento conceptual que propone que el aprendizaje puede
desarrollarse a partir del trabajo que hacen los alumnos para describir el comportamiento de
una situacién en un contexto real o realista que les permita utilizar aquello que han aprendido
con anterioridad para desarrollar un modelo con el que pueden responder preguntas
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relacionadas con la situacion. El trabajo en el modelo puede requerir ademas el uso de nuevo
conocimiento que puede construir mediante el trabajo en equipo y en discusion con el maestro
(Lesh & Doerr, 2003, Lesh & English, 2005). El trabajo que se desarrolla con esta perspectiva
incluye el postulado de un conjunto de principios que el modelo a utilizar debe satisfacer para
poder aplicarse exitosamente en el aula (Lesh, Hoover, Hole, Kelly & Post, 2000):

Principio de realidad: El problema debe estar basado en una situacion real o realista que tenga
sentido para los alumnos.

Principio de construccion del modelo: El problema debe disefarse para promover el desarrollo
de un modelo. Debe considerar elementos para operar con, relaciones entre esos elementos y
patrones y reglas que gobiernan la situacion que los alumnos estan modelando.

Principio de auto- evaluacion: Los alumnos deben poder verificar su progreso y examinar si los
modelos propuestos describen la situacion que estan modelando.

Principio de documentacion: Los alumnos deben ser capaces de registrar su proceso de
pensamiento mediante la presentacion escrita de sus supuestos y modelos en términos
verbales y matematicos.

Principio de generalizacién de los constructos: El modelo desarrollado debe poder
generalizarse y usarse en otra situacién o problema. Debe convertirse en una nueva manera
de pensar que los alumnos pueden aplicar a otros problemas y ser Gtil como una nueva
herramienta de analisis.

Principio de simplicidad: El problema debe representar un reto para los alumnos, pero no debe
ser tan complicado que no permita que los alumnos lo analicen.

La teoria APOE y su relacion con Modelos y modelacion

La teoria APOE utiliza elementos de la epistemologia genética de Piaget que se consideran
indispensables en la construccién de los conceptos matematicos para definir las estructuras
que forman la parte central de la teoria (Dubinsky y McDonald, 2001). Esta teoria se desarrollo
para comprender como se aprenden las matematicas. Sus principales estructuras son las
Acciones, los Procesos, los Objetos y los Esquemas. La construcciéon de esas estructuras se lleva
a cabo mediante el mecanismo de abstraccion reflexiva que en la teoria se identifica con los
mecanismos de interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y tematizacién (Arnon et. al,
2014).

Las Acciones son transformaciones de objetos que los estudiantes perciben como externas o
como un algoritmo a seguir. Las Acciones pueden ser muy limitadas, pero son cruciales en la
construccion de un concepto. Un Proceso se construye cuando los estudiantes repiten estas
Acciones y reflexionan sobre ellas. De esta manera se forma una construccion interna que
ejecuta las mismas acciones pero que el individuo ha hecho suyas. Diferentes Procesos pueden
coordinarse en nuevos Procesos. La construccién de un Objeto se lleva a cabo cuando un
estudiante reflexiona sobre las Acciones que se pueden aplicar a un Proceso y lo concibe como
un todo, es decir, cuando considera al Proceso como una transformacion global. Los Esquemas
se describen en la teoria como una coleccion de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas
relacionados entre si que el estudiante utiliza cuando enfrenta un problema matematico.
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Cuando un Esquema se desarrolla y sus elementos son coherentes entre si, puede tematizarse,
en este caso es posible que el estudiante lo utilice como un Objeto sobre el cual puede hacer
nuevas Acciones.

Un elemento fundamental en esta teoria es el modelo conocido como descomposicién
genética. Este modelo describe de manera minuciosa las construcciones que los investigadores
consideran necesarias para aprender un concepto matematico. El modelo permite, por una
parte, disefiar propuestas didacticas e instrumentos de investigacion y, por otra parte, llevar a
cabo un analisis de los datos recabados en la investigacion de manera objetiva. La
descomposicion genética debe probarse experimentalmente y dependiendo de los resultados
obtenidos puede refinarse para dar cuenta de ellos o validarse si no es necesaria a refinacion.
La descomposicion genética no pretende describir la Unica forma en que un concepto puede
construirse. Distintas descomposiciones genéticas sobre un mismo concepto pueden coexistir.
Lo que es importante es que se demuestre experimentalmente que los estudiantes ponen en
juego esas construcciones en la solucion de los problemas matematicos de interés
relacionados con el esquema.

En APOE se considera que la tendencia general del estudiante a utilizar las estructuras de la
teoria, cuando trabaja con una serie de situaciones relacionadas con una nocion matematica
especifica, es diferente dependiendo del tipo de estructuras que muestra en su trabajo. Estas
diferentes posibilidades se relacionan con el paso del estudiante de un nivel de conocimiento
a otro, es decir, con su aprendizaje.

La modelacion como estrategia de aprendizaje puede describirse en términos de las
estructuras de la teoria APOE: Al enfrentar un problema real o realista, los estudiantes utilizan
los Esquemas que han construido en el contexto de las matematicas y otros Esquemas que han
construido en otras asignaturas o en otros dominios para trabajar la situacién problematica
que enfrentan. Los estudiantes usan estos Esquemas en el proceso de seleccion de variables,
en el proceso de establecer relaciones entre ellas y en la coordinacion de estos procesos y
Esquemas para llegar a lo que puede considerarse como la matematizacion de la situacion
problematica. De esta manera desarrollan un modelo que se encapsula en un Objeto. Los
estudiantes hacen Acciones y Procesos sobre el modelo para analizarlo, determinar sus
propiedades y para proponer nuevas preguntas. Es necesario que los estudiantes construyan
nuevos Esquemas para responder a las preguntas que la situacion problematica de modelacién
plantea. Estos nuevos Esquemas se usan para modificar, ampliar y analizar el modelo y para
proponer nuevas preguntas.

La teoria APOE propone una metodologia de investigacion y propone también una
metodologia de ensefianza: el ciclo ACE en el que los estudiantes trabajan colaborativamente
sobre actividades (A) didacticas disefiadas mediante la descomposicidén genética, discuten en
grupo completo con la guia del maestro (C) y trabajan en Ejercicios que el maestro deja como
tarea. El uso de modelos en la enseflanza de las matematicas cuando se utiliza la teoria APOE.

Desde el punto de vista teérico, Modelos y Modelacion y la teoria APOE postulan formas de
construccion del conocimiento. Es posible entonces proponer una posible coordinacion entre
ellas considerando que el trabajo sobre el problema original permite poner en juego un
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modelo matematico sobre el cual pueden hacerse dos tipos de actividad, una que permite
analizar, desarrollar y validar el modelo matematico y otra en la que las Acciones sobre el
modelo matematico, libres o guiadas mediante actividades, pueden ser complementadas
mediante actividades especificas disefiadas en términos de una descomposicién genética.
Estos dos tipos de actividad se pueden ir intercalando en ciclos en los que la modelacion da
lugar a la necesidad de reflexion y a la construccion de las estructuras necesarias para el
aprendizaje de los nuevos conceptos y éstos permiten mirar el trabajo sobre el modelo desde
una perspectiva distinta que lo hace evolucionar. Desde el punto de vista metodoldgico la
Modelos y Modelacion puede utilizarse para validar el funcionamiento de la situacidn
planteada en términos la promocion de nuevo conocimiento mientras que APOE puede
utilizarse para analizar las construcciones de los alumnos y cdbmo podrian relacionarse con
nuevas actividades que promuevan la construccion del conocimiento de interés pues, de
acuerdo a esta teoria, el uso de conocimiento previo no es suficiente para garantizar la
construccion de nuevos conocimientos. Los ciclos de ensefianza e investigacion de APOE se
insertan, ademas, de manera natural en los ciclos de modelacion previstos por Modelos y
Modelacion. Y asi, ambas teorias pueden ampliar sus fronteras para plantear nuevas
propuestas didacticas y de investigacion.

A continuacion, se ejemplifican un par de problemas de modelacién, uno de los cuales se
trabajé como un proyecto, que han sido empleados en el aula y cuyos resultados han sido
investigados, aunque no necesariamente publicados con anterioridad.

Una decision importante

En una clase de Matematicas con alumnos de 3° de secundaria, alumnos de alrededor de 15
anos de edad, el plan de estudios de la materia proponia la necesidad de establecer relaciones
entre distintos conceptos estudiados. En ese contexto se disefi6¢ una actividad de modelacion
para los alumnos con el objetivo de que utilizaran sus conocimientos sobre semejanza de
triangulos y sobre funciones. El problema presentado a los alumnos es el siguiente:

El sefior Lopez tiene un terreno en un acantilado que da al mar. Quiere construir en él un hotel.
El terreno tiene una forma complicada, que se muestra en la figura que representa una vista
del terreno desde arriba. El duefio del terreno no se decide sobre la forma de colocar un edificio
de planta rectangular que aproveche mejor la posible vista al mar. Lo discutid con su hija Inés
y decidieron solicitarnos ayuda para tomar una mejor decision.

Figura 1. Forma del terreno a considerar

Relinete con dos compafieros. Exploren y analicen la situacion y respondan ;Qué datos les
pedirian y qué les sugeririan a Inés y al sefior Lopez?
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Todos los alumnos asociaron al terreno una forma triangular. Utilizaron distintos tipos de
triangulo, los mas frecuentes, isdsceles y rectangulos, aunque posteriormente los isosceles se
convirtieron en triangulos rectangulos en distintas posiciones que intentaron comparar. Al
discutir intentaron comparar el area de los rectangulos y surgieron comentarios acerca de
cdmo seria mas conveniente dibujar el rectangulo dentro del terreno. Después de este trabajo
discutieron y decidieron que era importante contar con mas datos sobre el terreno, por
ejemplo “;Cual es su area? ;Cuanto mide lo que da a la carretera? ;Cuanto mide cada uno de
los lados?” En cuanto a un primer ciclo emergen dos sugerencias: “Pondriamos el rectangulo
pegado a la carretera, asi queda mas facil para entrar y salir”y “Si se coloca el rectangulo del
plano del hotel horizontalmente se aprovecha mejor la vista al mar”.

Después de la discusion de estas posibilidades con todo el grupo y el maestro, los alumnos
decidieron que seria conveniente pensar en colocar el rectdngulo horizontalmente y que seria
conveniente que el rectangulo fuera lo mas grande posible para que fuera un buen negocio.
El plano para el hotel que surgi6 de esta discusion y con el que continud el trabajo de todo el
grupo fue semejante al que se muestra en la figura 2:

Figura 2. Modelo geométrico del problema

La maestra ofrecid en este momento las dimensiones del terreno que solicitaron a Inés: La
longitud de la base es de 150m, y el lado que da al camino es de 75m.

La maestra proporciond ademas a los alumnos algunas actividades disefiadas con base en la
descomposicion genética para apoyarlos. Ejemplos de esas actividades son:

;Cuantas maneras de dibujar el rectangulo pueden encontrar?
Observen la figura y anoten las caracteristicas que les parezcan relevantes

El objetivo de estas actividades tenia la intencion de que los alumnos fijaran su atencién en las
matematicas del problema y hagan Acciones sobre los elementos de la figura para obtener
algunas relaciones entre ellos.

El siguiente dialogo ejemplifica la discusion de los alumnos:
AT: Se forman dos triangulos adentro del triangulo grande

A2: Si y el rectangulo si lo dejamos pegado a la hipotenusa se puede poner de distintas
maneras, asi, moviendo este vértice (el vértice que toca la hipotenusa del triagngulo) ;Cual
puede convenir mas?

A3: Yo creo que necesitamos el mads grande, con mds drea. Ese conviene mds. Lo que sobre
pueden ser jardines y otras cosas asi.

Al ;Ven estos triangulos? Los tres que se ven son triangulos semejantes. Podemos ver como
son.
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A3:Si pero tenemos que ver su area. Si movemos el vértice no es tan facil saber donde ponerlo
para que el area del rectangulo, base por altura, sea la mas grande....

La discusién condujo a los alumnos a usar los datos para los lados del triangulo y a nombrar
los puntos en donde el rectangulo toca al triangulo. Le dieron también un valor a la altura del
rectangulo, pero reconocieron que esa altura cambia al mover el vértice del rectangulo y que
la base del rectdngulo también cambia, asi llamaron x a la base del rectangulo y llamarony a
la altura.

Otros equipos analizaron el problema geométricamente y consideraron, por ejemplo: “Las
partes que sobran son los triangulos ahi no hay rectangulo, queremos que sobre lo menos que
se pueda’. Haciendo dibujos de triangulos con rectangulos en diferentes posiciones intentaron
encontrar donde puede estar el punto en el que lo que sobra fuera lo menos posible después
de comparar con el area del rectangulo. Por ejemplo: S/ doblamos aqui hacia abajo parte del
area del triangulo coincide con la del rectangulo, pero no toda. Sobra estos dos triangulos lo
de este triangulo y también queda un triangulo que no queda tapado del rectangulo. Si nos
imaginamos que lo movemos... Creo que ya s€, tenemos que ponerlo a la mitad de A porque
ahi se tapa la mitad del rectangulo, pero... el drea de la otra mitad, no sé si se tapa con el
triangulo de la derecha’.

Se puede observar que los alumnos, en general, discutieron matematicamente y trataron de
encontrar maneras de abordar el problema que represent6 un reto para ellos. Mediante la
discusién en grupo se compararon las estrategias de los alumnos y el profesor intentd que
todo el grupo las entendiera. Entreg6 después otra hoja de actividades para apoyar la reflexién
de los alumnos en la introduccion de variables, usando la sugerencia del primer grupo que fue
compartida por los alumnos. Ejemplos de las nuevas actividades son:

1) Si llamamos x a la base del rectangulo ;Entre qué valores podria variar?
2) Si llamamos y a la altura del rectdngulo ;Entre qué valores podria variar?
3) ;Como cambia el area del rectangulo si se cambia el valor de x o el valor de y?

4) ;Para qué valores de x y de y el area del rectangulo seria cero? ;Tiene sentido elegir esos
valores? ;por qué?

7) Analicen la figura jCuantos triangulos observan? Sefalenlos en la figura.
8) Comparen los triangulos ;Co6mo son uno respecto a los otros?

9) Qué propiedad de los triangulos pueden utilizar para encontrar una relacion entre el valor
de x y el valor de y?

Con esta guia y lo que los alumnos habian considerado anteriormente los alumnos lograron
plantear un modelo matematico para describir la situacion y, posteriormente, encontrar la
relacion que describe el area del rectangulo restringido por las medidas del triangulo.
Reconocieron con facilidad la expresion como una funcién cuadratica y que el valor mayor del
area se obtiene para el valor de x que corresponde al vértice. De esa manera pudieron resolver
el problema.
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En la discusién en grupo los alumnos dieron evidencia de entender el problema y la maestra
propuso como tarea que utilizaran el otro método sugerido por los compafieros que utilizaban
los tridngulos y que comparan las dos soluciones, que deberian ser iguales. No todos los
alumnos pudieron resolver el problema de esta manera, pero los alumnos que la sugirieron si
lo lograron y demostraron informalmente su resultado y lo relacionaron con la metodologia
empleada en las actividades de la maestra. Ella pidid ademas a los alumnos que escribieran
una carta a Inés y al sefior Lopez explicando su sugerencia y aclarando por qué consideraron
que es la mejor opcidon para construir el hotel. Les pidid que sugieran ademas qué hacer con
las partes del terreno que quedan fuera del rectangulo.

Los alumnos permanecieron siempre interesados en el problema. Discutieron en sus equipos
y con otros equipos para intercambiar ideas. La principal dificultad encontrada fue identificar
los triangulos en la figura como semejantes y pasar de la exploracion utilizando ndmeros al
uso de variables. En su carta, los alumnos mostraron haber entendido la relacion entre los
triangulos, el rectangulo y la funcion cuadratica. Los alumnos dieron evidencia de construccion
de conocimiento que la maestra corroboré planteando otros problemas semejantes en la clase
siguiente y en el examen parcial correspondiente donde el 73% de los alumnos obtuvo
resultados satisfactorios.

El papel de la derivada implicita en la fisica

A partir de una discusion entre los maestros de Calculo Diferencial e Integral para alumnos de
bachillerato, se discuti¢ la dificultad que encuentran los alumnos para comprender y utilizar
correctamente las derivadas implicitas. Algunos maestros comentaron que plantear problemas
sencillos relacionados con las ecuaciones diferenciales era, en su opinién, una forma mas
natural de introducir este concepto y uno de ellos completé la idea al comentar que ademas
se podrian aprovechar esos problemas para relacionar con otras asignaturas como la Fisica, la
Quimica o la Biologia. En ese entorno se decidid intentar el uso de un problema abierto,
conocido por los estudiantes, pero en el que siempre se les da una formula para trabajar con
él y se pierde la oportunidad de que razonen sobre como surge esa formula. Después de una
larga discusion, algunos maestros decidieron aprovechar el problema para que los alumnos
trabajaran experimentalmente en la busqueda de datos y lo plantearon como un proyecto de
investigacion (Trigueros & Oktag, 2019). El problema planteado a los alumnos fue:

:Como se puede encontrar la velocidad terminal de un paracaidista que se deja caer desde un
avion? ;Seria posible hacer un experimento para determinarla?

A los alumnos les interesé mucho el problema y comenzaron a discutir, pero encontraron
dificultades para abordar el problema y dudaban sobre qué podrian hacer. Después de unos
minutos imaginaron la situacion y pensaron en ella; hicieron algunos dibujos y decidieron, en
todos los equipos, empezar a concentrarse en un caso simple para “poder pensar mejor". El
significado de la velocidad terminar fue el objeto de la mayor parte de las discusiones; los
alumnos se preguntaban si era el caso que siempre al caer con el paracaidas abierto se
alcanzara una velocidad terminal. Poco a poco, con la ayuda del maestro, fueron desarrollando
estrategias para proponer un modelo. Varios equipos usaron el equilibrio de fuerzas; otros la
suma de fuerzas en la caida y otros la razén de cambio de la velocidad. Para poner en juego
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estos conceptos, los alumnos discutieron en términos generales la necesidad de incluir la
fuerza de friccion que frena al paracaidas y propusieron algunas hipétesis, por ejemplo, que
esa fuerza "solamente depende de la densidad del aire" y que "o que importa mas es el tipo
de paracaidas, en particular su tamafio y su forma’. Después de discutirlo mas, la mayoria
concluyd que esos factores se podian agrupar en una constante porque las condiciones de la
atmodsfera podrian no variar en el tiempo de caida del paracaidista, pero que era importante
considerar el area del paracaidas que también es constante.

Después de alrededor de 20 minutos el profesor pasé al frente a representantes de distintos
equipos para discutir con el grupo completo cada una de las propuestas anteriores y
compararlas. Los alumnos que propusieron el uso de la razén de cambio de la velocidad, por
ejemplo, dieron el siguiente argumento para convencer al resto del grupo: “Cuando algo cae
su velocidad aumenta, el movimiento es acelerado. El paracaidista empieza a caer asi, pero
cuando se abre el paracaidas la friccion con el aire aumenta y en eso, suponemos que depende
de qué tan grande es el paracaidas. Asi se va frenando y si llega a una velocidad terminal eso
pasa cuando la fuerza de friccion y la de la gravedad se equilibran y el movimiento a partir de
ese momento es con velocidad constante que es la velocidad terminal” Al igual que este
equipo, los demas consideraron que el paracaidista se iria frenando y que la velocidad
disminuiria mas si la constante discutida anteriormente era mayor.

Los alumnos regresaron a trabajar en equipo para encontrar un modelo para la situacion
planteada, como recomendo el maestro. Para los alumnos fue facil considerar al tiempo como
la variable independiente y a la velocidad como variable dependiente, aunque hubo alumnos
que siguieron considerando mas pertinente considerar las fuerzas y su equilibrio. Los modelos
propuestos por los estudiantes se discutieron en el grupo y el maestro actué como guia en la
elaboracion de argumentos. Se consideraron al final tres posibles modelos:

1) Fr = mg - Derivado Unicamente del equilibrio de fuerzas necesario para que se alcance una
velocidad terminal constante

2) v'= a - bv - Derivado de la consideracion de la aceleracién como razén de cambio; modelo
basado principalmente en consideraciones algebraicas y con a la altura de la que inicia el
movimiento.

mv’ = mg — Fr(v) - Derivado de la consideracién de la fuerza resultante de la suma de la caida
libre y la resistencia del aire

La primera sesion concluy6 con la distribucion por el maestro de una hoja de trabajo con
actividades relacionadas con la construccion de la derivada implicita para llevarla a cabo parte
en clase y parte como tarea. Ejemplos de actividades de esa hoja son:

1. Si sabes que y es una funcién de x definida implicitamente mediante la ecuacion:
24 +exp(21)+5y% = 3

a) Explica cuales términos requieren de la regla de la cadena para encontrar la derivada de la
ecuacion.

b) Encuentra la derivada de y.
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c) Encuentra el valor de y en el punto (-1,1) y el valor de y/ en el mismo punto. ;Qué significa
el valor de y’ en ese punto en relacion con la ecuacion dada?

2. Si sabes que yes una funcién de x definida implicitamente mediante la ecuacion:
x* + expy - xy — cos(xy) = 0

a) Explica cuales términos requieren de la regla de la cadena para encontrar la derivada de la
ecuacion.

b) Encuentra la derivada de y.

3. a) Encuentra la primera y la sequnda derivada de y para x* + y* = a°.

b) Usa la informacién que encontraste para describir el comportamiento de la funcién y(x).

c) Calcula la derivada de y en el punto (-1,1) ;Qué significa esa derivada en términos de la
ecuacion del inciso (a)?

4. a) Si sabes que v = ¥) y que v’ = aV, calcula la derivada de v’ Exprésala Unicamente en
términos de v.

b) Usa la informacion de V' y V' para analizar el comportamiento de la funcion v(t) ;Qué sucede
cuando v'=0?

c) ;Para qué valores de t v'=1? ;Para qué valores de £ v'= -1? Responde las mismas preguntas
para distintos valores de v. Interpreta los resultados en términos del comportamiento de v(%).

d) Utiliza estos resultados para dibujar la grafica de la funcion v(z).

En la segunda sesion se retomo el trabajo sobre el problema de modelacion. Los equipos que
trabajaron con el primer modelo encontraron la ecuacién vi= mg/b, en la que b se considerd
la constante de la fuerza de friccidon Fr = by, aunque discutieron también la posibilidad de que
la fuerza de friccion fuera proporcional a la velocidad al cuadrado. Pero, al no poder responder
algunas de las preguntas de otros equipos respecto a la variacion de la velocidad, optaron por
utilizar uno de los otros modelos propuestos.

En un equipo que trabajaba con el segundo modelo surgié una idea importante. Al tratar de
verificar qué predecia modelo y dado que no podian resolver la ecuacion, los alumnos
intentaron encontrar una funcién v que al sustituirla en la ecuacion satisficiera la igualdad. Al
no lograrlo, decidieron analizar la ecuacién graficamente y dibujaron una grafica de v'(t) vs v(t).
Estos estudiantes encontraron la representacion de la ecuacién diferencial en el plano fase que
no habian estudiado antes. Los alumnos determinaron que esa variacién era lineal y que la
velocidad determinada por su modelo era positiva si la velocidad era menor que a/by negativa
si vera mayor que a/b.

Los alumnos interpretaron este resultado como “la velocidad aumenta primero, pero después
de ese punto decrece porque la derivada es negativa’ pero surgié una duda importante
" ;como encontramos la velocidad terminal?... creo que a esta mal por las unidades’. El maestro
manifestd su interés por el método y sugirid que notaran que la funciéon v es la variable
dependiente del problema y que analizaran la derivada con mayor cuidado.
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En la discusion en grupo se presentd esta herramienta de analisis al resto del grupo. Los
estudiantes de otro equipo que trabajaban con el tercer modelo consideraron que los modelos
2 y 3 eran semejantes matematicamente, aunque el 3 contenia mas informacion en términos
fisicos. Al tratar de resolver la duda de sus compafieros uno de ellos comento, “..en esa grafica
como la derivada depende de v, pero no de t, si la derivada ahi es cero sera cero para esa v en
cualquier tiempo" y otro de sus compafieros completd “Lo que dice es que, si la velocidad ahi
es cero para toda t es la velocidad terminal... y si la aceleracion inicial es mayor que ese
numero, la derivada se va a hacer cada vez menor hasta llegar a la velocidad terminal”. Después
de discutir con el maestro, la mayoria de los alumnos entendieron el razonamiento de sus
compaferos. Este resultado muestra que los alumnos descubrieron por si mismos una
herramienta de analisis Util en el estudio de las ecuaciones diferenciales. El poder predecir algo
sobre el movimiento con ella desperto el interés de muchos estudiantes. El maestro sugirid
analizar sus ecuaciones con la primera y segunda derivadas y detecté que los alumnos no
usaban la derivada implicita asi que entrego la primera hoja de trabajo.

Una vez analizado el modelo la mayoria de los equipos regresé a interpretar el significado de
la constante b en términos del problema. En general los alumnos consideraron que “£Entre
mayor sea el drea del paracaidas, la velocidad disminuira mas; es decir b debe ser proporcional
al area A"y que "...si lo hiciéramos en agua seria distinto, a lo mejor no se hundiria" o “Si lo
hiciéramos en el Everest caeria mas rapido porque la densidad del aire es menor’. Otro
resultado interesante fue que los estudiantes no tuvieron ninguna dificultad en comprender
que la soluciéon de una ecuacién diferencial es una funcidén o una familia de funciones. El
contexto del problema lo hizo evidente. Los alumnos experimentaron dejando caer paracaidas
desde una ventana del tercer piso de la universidad. Otros compaferos tomaron el tiempo en
el que paso el paracaidas por la ventana del primer piso y parados sobre una banca del patio.
Con estos datos comprobaron que la velocidad era la constante y calcularon la velocidad
terminal.

Los alumnos interpretaron este resultado como “/a velocidad aumenta primero, pero después
de ese punto decrece porque la derivada es negativa” pero “;como encontramos la velocidad
terminal?... creo que a esta mal por las unidades”. El maestro manifestd su interés por el
método y sugirié que notaran que la funcién v es la variable dependiente del problema y que
analizaran la derivada con mayor cuidado.

En la discusion en grupo se presentd esta herramienta de analisis al resto del grupo. Los
estudiantes de otro equipo que trabajaban con el tercer modelo consideraron que los modelos
2 y 3 eran semejantes matematicamente, aunque el 3 contenia mas informacion en términos
fisicos. Al tratar de resolver la duda de sus compaferos uno de ellos comenté, “..en esa grafica
como la derivada depende de v, pero no de t si la derivada ahi es cero sera cero para esa v en
cualquier tiempo”y otro de sus compafieros completd “Lo gue dice es que, si la velocidad ahi
es cero para toda t es la velocidad terminal... y si la aceleracion inicial es mayor que ese
numero, la derivada se va a hacer cada vez menor hasta llegar a la velocidad terminal”. Después
de discutir con el maestro, la mayoria de los alumnos entendieron el razonamiento de sus
compaferos. Este resultado muestra que los alumnos descubrieron por si mismos una

herramienta de analisis Util en el estudio de las ecuaciones diferenciales. El poder predecir algo
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sobre el movimiento con ella desperto el interés de muchos estudiantes. El maestro sugirio
analizar sus ecuaciones con la primera y segunda derivadas y detecté que los alumnos no
usaban la derivada implicita asi que regresé a discutir la primera hoja de trabajo con todo el
grupo e introdujo la segunda hoja de trabajo en la que las actividades consistian en dibujar la
grafica de varias ecuaciones diferenciales sencillas en las que aparecia la variable
independiente explicitamente utilizando su conocimiento sobre la derivada y dibujar la grafica
de otras ecuaciones diferenciales en las que la variable independiente no aparecia
explicitamente y dibujar una grafica como la que presentaron sus compaferos y a partid de
ella dibujar la grafica de la variable dependiente contra la independiente. Los alumnos
mostraron dificultades, pero lograron hacer las graficas y explicarlas verbalmente. El maestro
pidi6é enseguida que los alumnos utilizaran estos métodos con la ecuacion diferencial del
modelo.

Una vez analizado el modelo la mayoria de los equipos regresé a interpretar el significado de
la constante b en términos del problema. En general los alumnos consideraron que “£ntre
mayor sea el drea del paracaidas, la velocidad disminuird mas; es decir b debe ser proporcional
al area A" y que "...s/ lo hiciéramos en agua seria distinto, a lo mejor no se hundiria’ o "Si lo
hiciéramos en el Everest caeria mas rapido porque la densidad del aire es menor'. Otro
resultado interesante fue que los estudiantes no tuvieron ninguna dificultad en comprender
que la soluciéon de una ecuacién diferencial es una funcién o una familia de funciones. El
contexto del problema lo hizo evidente. En los dias posteriores, los alumnos experimentaron
dejando caer muiiecos de plastico con distintos paracaidas disefiados en papel o en tela desde
una ventana del tercer piso de la universidad y tomando el tiempo en que observaban que caia
con velocidad constante. Otros compafieros tomaron el tiempo en el que pasé el paracaidas
por la ventana del primer piso y parados sobre una banca del patio. Con estos datos
comprobaron que la velocidad era la constante y calcularon la velocidad terminal.

La experiencia resultd exitosa. El interés de los estudiantes se mantuvo durante las dos
sesiones; su interés los condujo incluso a experimentar durante varios dias para asegurarse de
que su procedimiento era correcto y para obtener mejores datos. Surgieron, en el transcurso
de la experiencia, dos herramientas conceptuales sin intervencion del profesor: la ecuacion
diferencial como modelo del problemay el plano fase. La seqgunda aparecié como herramienta
de analisis y de evaluacién del potencial de prediccién del modelo matematico propuesto sin
necesidad de resolver la ecuacion. Los estudiantes construyeron las nociones de ecuacion
diferencial y de su solucién y lograron considerar a la derivada implicita como un ejemplo de
la derivada de composicion de funciones. Los alumnos lograron interrelacionar el plano fase y
la gréafica velocidad tiempo, asi como interpretar una en relacion con la otra. A partir del analisis
grafico surgio la necesidad de buscar métodos de solucion de ecuaciones diferenciales simples.
La determinacion adecuada de la relacidn entre la densidad del aire, el area del paracaidasy la
variacion de la velocidad fue un logro importante. Los distintos equipos presentaron un reporte
de su trabajo en el que explicaron verbal y matematicamente sus razonamientos y en el que
utilizaron distintos medios de presentacion como el escrito y el audiovisual.

Los alumnos mostraron evidencia de aprendizaje a lo largo del proyecto y en su comunicacion.
En una entrevista posterior con cada uno de los equipos se encontré que en dos de ellos los

68



alumnos mostraron evidencias de haber construido el conocimiento deseado y de haber
construido una relacién sélida entre la derivada implicita como Objeto y como un uso de la
regla de la cadena y la solucién a las ecuaciones diferenciales simples. Los demas mostraron
una mejor comprension de la derivada implicita como Proceso y la construccion de la relacion
de la derivada implicita con la solucion de las ecuaciones diferenciales estudiadas.

Conclusion

Las evidencias encontradas en estos estudios muestran que el trabajo en los problemas de
modelacién contribuyd al aprendizaje de nuevos conceptos por parte de los alumnos. Es
necesario aclarar que, si bien el trabajo en la modelacion permitié que la necesidad de nuevos
conceptos surgiera, su aprendizaje a profundidad y la construccion de relaciones con otros
conceptos aprendidos en otro contexto o en el mismo curso, habia sido mas dificil si se hubiera
utilizado Unicamente el trabajo en los modelos. El trabajo en las actividades conceptuales
disefiadas con la descomposicidon genética y su introduccion en los momentos adecuados por
parte de los maestros jugd un papel fundamental.

Es cierto que el uso de los modelos plantea dificultades importantes fuertes en el aula. Por una
parte, esta la complejidad del problema de modelacién que debe elegirse de acuerdo a lo que
se desea ensefar, el nivel matematico de los alumnos y su interés en el tema asegurando que
se satisfacen los principios propuestos en Modelos y Modelacion y, por otra parte, las formas
de ensefar requieren ajustarse a las necesidades del problema de modelacién. Decisiones
como, por ejemplo, hasta donde llegar en la modelacién de una situacion deben planearse de
antemano, pero es importante considerar que, en muchas ocasiones, los alumnos van mas alla
de lo que el profesor espera y lo importante no es encontrar un modelo muy preciso o muy
detallado, sino mostrarles que los problemas en los que se necesita utilizar matematica pueden
surgir de muchos contextos, se pueden resolver de distintas formas y no siempre tienen una
solucién exacta. Los ejemplos mostrados en este articulo y en otros publicados en la literatura,
es que los alumnos se acercan al problema, determinan variables, trabajan con el modelo
reflexionando sobre lo que hacen y cambian, agregan o simplifican el modelo a la luz de lo
que pueden hacer y de las preguntas a responder. Los procesos de comparacion de modelos
propuestos apoyan el desarrollo del pensamiento critico y de las habilidades de
argumentacion. La comparacion de soluciones encontradas al utilizar distintos modelos
introduce, ademas, la idea fundamental de que, al usar matematicas para resolver problemas
reales, es necesario tomar decisiones y elegir la mas apropiada en el contexto en el que surgio
el problema. Pero lo central es recalcar que el uso de las matematicas permite encontrar
soluciones, compararlas y tomar las decisiones pertinentes para encontrar la respuesta a la
pregunta de la cual surgio el modelo. En ese proceso de reflexidén y de toma de decisiones los
alumnos aprenden y los maestros, al trabajar junto con ellos, tienen la oportunidad de
escucharlos, detectar sus dificultades y sus inquietudes y moldear su ensefianza introduciendo
actividades conceptuales basadas en una descomposicién genética tomando estos aspectos
en consideracion.
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La importancia de la seleccién del problema a estudiar no debe dejar de enfatizarse. Los
problemas a modelar no deben ser muy complejos, tampoco demasiado faciles. Las
sugerencias del trabajo de Lesh y sus colaboradores (2000) dan al maestro una buena guia
para determinar si un problema es adecuado para el nivel de la clase en la que se pretende
emplear. Disefiar estas situaciones y la forma de emplearlas en clase puede ser un obstaculo
para el maestro, pero si los maestros utilizan el trabajo colaborativo con otros maestros, esta
tarea es motivadora y eficiente. Los resultados que se obtienen, aun cuando se introduzcan
este tipo de problemas ocasionalmente en la clase, hacen que el trabajo valga la pena.
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