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Resumen

£l presente taller tiene como objetivo analizar las dificultades que presentan los docentes del
nivel escolar cuando realizan actividades de aprendizaje sobre la semejanza en la geometria
euclidiana, abordaremos dos conceptos importantes de fundamentos matematicos: Las figuras
semejantes y las figuras congruentes aplicadas a triangulos, curvas, poligonos y algunos
solidos. Los docentes participantes podran generalizar formalmente la definicion de semejanza
y congruencia la cual en forma tradicional solo la tenemos definida para triangulos. Esta forma
tradicional es la que se emplea del Libro VI de los Elementos de Euclides. En el taller partimos
de la demostracion de la semejanza de segmentos, de cuadrados, de circunferencias y de
algunos solidos. Tomando algunas actividades del libro de Lages (2007) y resolveremos
gjercicios de olimpiadas ONEM e Internacionales. Al concluir esperamos que la nocion de
Semejanza y Congruencia se aplicada de una forma mads universal en las aulas de matematica.

Palabras clave: semejanza, congruencia, demostracion, didactica.

Introduccion

En experiencias anteriores durante el desarrollo de los cursos de capacitacion que se desarrollo
en la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica (FCNM) de la Universidad Nacional del
Callao (UNAC) en Convenio con la Direccion Regional de Educacion del Callao (DREC), se ha
podido constatar que no siempre los docentes participantes son conscientes que entre la
matematica y la version didactica de la matematica hay una distancia, muchas veces enorme,
¥ que inclusive, la evolucion vertiginosa de la matematica académica, frecuentemente, no se
toma en cuenta en su version didactica, entonces frente a esta situacion se propone realizar
un trabajo basado en demostraciones y definiciones formales en el tema de semejanza y
congruencia de figuras planas, partiendo de esta experiencia vamos a realizar una “Vigilancia
Epistemologica de Forma y Medida en Geometria’, el cual es el titulo de nuestro taller.
Analizando esta situacion, vamos a comparar la diferencia entre la definicion de Euclides que
data desde hace mas de 2300 arfios en su obra los Elementos de Euclides, en su libro VI donde
comienza con la siguiente definicion:

“Figuras rectilineas semejantes son aquellas cuyos angulos son iguales y los lados que
comprenden angulos iguales son proporcionales’.
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En el libro XI, donde comienza a ser estudiada la geometria del espacio ocurre una nueva
definicion: “se llaman figuras solidas semejantes a las figuras limitadas por un numero igual de
figuras planas semejantes”. (Lages, 2001).

En virtud del desarrollo de la matematica presentaremos una definicion mas formal y adecuada
del tépico de semejanza del libro de Verastegui (2012).

Objetivos del taller

El presente taller denominado: “Vigilancia Epistemologica de Forma y Medida en Geometria”
es una capacitacion docente para la especializacion de docentes en el uso de los principios
matematicos de la geometria, evidenciando el lenguaje matematico idoneo para su
construccion y formulacion de estrategias didacticas en los problemas de construccion.

Objetivo general:

» Capacitar docentes de matematicas en las principales herramientas matematicas para
el analisis de la semejanza y la congruencia de figuras geométricas.

Objetivos especificos:
» Analizar y comparar la definicion de Euclides para la semejanza y la definicion moderna.

» Dar argumento matematico a muchas ideas intuitivas de semejanza tales como: "Dos
figuras son semejantes si tienen la misma forma, pero distinto tamafo™.

» Demostrar teoremas fundamentales a partir de la definicion de semejanza.

Dar herramientas de construccion para la resolucién de ejercicios en congruencia de
triangulos.

Disefio e implementacion del taller:

1. A partir de dos hojas en forma de cuadrado de lados de distinta medida, vamos a
generar poligonos semejantes y congruentes, ademas de los poligonos semejantes
vamos a calcular la contante de proporcionalidad.

-4

2. Vamos revisar la definicién clasica de Euclides para la semejanza de figuras planas y
aplicadas a triangulos.

3. Demostraremos algunos teoremas donde se usa semejanza de triangulos.
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3.1.En la figura mostrada BP es
ceviana interior, si la m4ABP =
mAACB.

3.2. En la figura. Mostrada

3.4.En todo trapecio isdsceles circunscrito a una
circunferencia cuyas bases miden a y b. M, N

3.3.En la figura. Mostrada .
: puntos de tangencia
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3.7.Teorema de PAPUSS: El cuadrado de la
distancia de un punto del arco de una

3.5.En un trapecio, si por el punto circunferencia a su cuerda correspondiente es

de interseccion de las
diagonales se traza una paralela
a las bases, EF || BC || AD extremos de la cuerda.

Si My N son puntos de tangencia

igual al producto de las distancias de dicho
punto a las tangentes trazadas por los

Se cumple: x? = a.b

4. Daremos paso a la definicibn matematica moderna de semejanza:
Sean F y F/ figuras, del plano o del espacio, y r un nimero real positivo.

Se dice que F y F/ son semejantes, con razén de semejanza r, cuando existe una
correspondencia biyectiva o: F — F/, entre los puntos de F y los puntos de F/, con la
siguiente propiedad:
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Si X, Y son puntos arbitrarios de F y X/ = ¢(X),Y/ = o(Y) son sus correspondientes en
F/ entonces: (X/ Y/) = r (XY)

La correspondencia biyectiva de o:F — F/, con esta propiedad de multiplicar la
distancia por un factor constante r, se llama semejanza de razén rentre Fy F/. Si X/ =
a(X), se dice que los puntos X y X/ son homélogos.

5. Usando la definicion de semejanza, mostraremos la definicién formal de figuras
congruentes:

Una semejanza de razdn 1 se llama isometria. Por lo tanto, una isometria

o:F - F/ Es una correspondencia biyectiva tal que, para puntos cualesquiera X, Y en F,
la distancia de X/ = a(X) a Y/ = a(Y) es igual a la distancia de X a Y.

Cuando existe una isometria entre dos figuras F y F/ se dicen que son congruentes.

La congruencia entre dos objetos geométricos se sustenta en la definicion de la medida de
segmentos, de modo que tomados dos puntos de un objeto si se toman los puntos
correspondientes a estos en el otro objeto, y estos tienen la misma medida, y esto se cumple
para cualquier par de puntos, entonces, los dos objetos son congruentes. (Jara, 2015)

6. Usando la definicién formal de semejanza demostraremos los siguientes teoremas:

6.1.Dos segmentos de recta dados son semejantes (de la misma manera se prueba que dos
semirectas cualesquiera son semejantes)

6.2.Toda semejanza transforma puntos colineales en puntos colineales.
6.3.Dado una semejanza o: F — F/, de razén r, transforma:
A) Todo segmento de recta contenido en F en un segmento de recta contenido en F/
B) Un circulo de radio a contenido en F en un circulo de radio r.a contenido en F/
C) Puntos interiores a F en puntos interiores a F/
D) Puntos de contorno de F en puntos de contorno de F/

6.4.Mostraremos algunos criterios de construccion para resolver ejercicios de congruencia
de triangulos. Formaremos grupos de 4 o 5 personas para analizar los ejercicios
propuestos en las fichas.

6.5.Mostraremos a los profesores asistentes ejercicios de congruencia de triangulos y de
semejanza de triangulos que se hallan evaluado en olimpiadas matematicas de ONEM
u olimpiadas internacionales. Formaremos grupos de 4 o 5 personas para analizar los
problemas de olimpiadas matematicas:

La primera sesion del taller abordara los partes 1, 2 y 3; la segunda sesion abordara la parte
4,5y 6.
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Resultados esperados: En el presente taller, se espera que los docentes participantes logren
utilizar las técnicas de construccidon para resolver problemas complejos de congruencia de
triangulos y le sirva como un apoyo en sus clases de matematicas porque

Razonar en geometria es razonar con figuras mal hechas (Hilbert, 1899)
La geometria es el arte de pensar bien y dibujar mal (Poincare, 1879)
Esperamos que, al culminar el taller, los docentes:

» Logren comprender la naturaleza matematica de la semejanza y congruencia de figuras
geomeétricas.

» Comprendan la diferencia entre postulados, definiciones y teoremas.

Reconozcan los criterios de construccion para la resolucion de ejercicios en triangulos
congruentes.

» Que noten con naturaleza la diferencia entre congruencia e igualdad de las figuras
geomeétricas.

» Se motiven a investigar mayor cantidad de ejercicios de olimpiadas matematicas y
puedan mostrarlo a sus estudiantes en su practica docente.

Consideraciones finales

El Ministerio de Educacién (Minedu, 2016) de nuestro pais nos propone como guia de nuestras
actividades educativas al Curriculo Nacional de la Educacion Basica, en los estandares de
aprendizaje, competencias, capacidades y desempefios del drea de matematica para quinto de
secundaria, en el cual la competencia resuelve problemas de forma, movimiento y localizacién
en una de sus capacidades: modela objetos con formas geométricas y sus transformaciones,
propone que el estudiante debe ser capaz de:

Construir un modelo que reproduzca las caracteristicas de los objetos (Semejanza de
figuras), su localizacién y movimiento, mediante formas geométricas, sus elementos y
propiedades; la ubicacién y transformaciones en el plano.

Ante esta propuesta, los docentes deben capacitarse para cumplir de forma efectiva esta
competencia y para lograr ser docente especialista en el area, un requisito fundamental para
ser docente del siglo XXL
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Anexos

v" Recursos: Proyector, Ecran, Pizarra, Tizas de colores, Mota, Hojas de colores, Hojas
blancas, Reglas, Fichas de ejercicios.

A continuacion, se presenta una ficha de ejercicios de gran importancia para el tratado de
los problemas.

1. Del grafico mostrado, calcula: “x" 2. De la figura mostrada, calcula "x" si
AO=BC.
ga
a) R
- .
b . f____ - N*xx ;
) a_.d‘:."?: ﬂ’h’
Q) '
a) 5° b) 10° c) 15°
d) 20°
d) 20° e) 30°
e) 25°
3. Enlafigura: AD=BC. Calcular "0". 4. De la figura, calcula: "a”, si AB=AC y
B AD=DC.
Iy ] 24 C
a) 10° b) 15° c) 20°
d) 30° e) 22,5° a) 10° b) 15°  ¢) 20°
d) 30° e) 37
5. Del grafico mostrado, calcula: "x” 6. De la figura mostrada, calcula "o "
2
a) 10° @ a) 20° Gk
uH \“‘“-»H,_ / ___.95-\,5_
(o] o - e
b) 15 \ b) 10 ﬁﬁ%:zf 26 c
c) 20° o SEEEL c) 15°
d) 5° d) 18°
e) 15° e) 5°
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7.

11.

13.

Del grafico mostrado, calcula: "« "

a) 5°
d) 20°

Del grafico, calcular "x"

a) 10°
b) 15°
c) 20°
d) 30°
e) 36°

Del grafico, calcula: "x”

..o
I"'.III H'.‘““'-m,_
a) 100 [}

o) 200 | £
9 300
d) 0

e) 20

Del grafico, calcula

AB=CD

a) 5°
b) 10°
c) 15°
d) 20°
e) 30°

b) 10°
e) 30°

SO(-

la mZCBD,

ml_l

o

8.

10.

12.

14.
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De la figura, calcula "x" si AM=BC y
BM=MC
B

//' X
/
A é;.o

M - C

a) 20° b) 30°  ¢) 50°
d) 45° e) 60°

En un triangulo ABC isosceles (AB=BC) se
traza la ceviana AF tal que BF=AC. Si la
m £ ABC=20° entonces ;jcual es la mZ
BAF?

a) 5° b) 10° ) 15°
d) 20° e) 30°

Del grafico, calcula: "x”

2)

A X C

a) 22° b) 12° ¢) 15°
d) 20° e) 30°

Del grafico, calcula: “x”

a) 18°

b) 20°
c) 30°

d) 37°
e) 45°



15. nun triangulo ABC, m ZBAC=30°, mZ
BCA=15°. Se toma un punto "P" exterior
y relativo a BC tal que PC=ABy m/

17.

19.

BCP=45°. Calcula la m £ PBC.
b) 18°
e) 40°

a) 15°
d) 30°

c) 22°30°

De la figura mostrada, calcula: “X"

a) 15° %foo-—-.r;-—-!‘\i

by 220 /'j “'-»>\\/ ;

) / ,-"/ \\-\\ \".
fo \

0 28° i S,

d) 30°

e) 36°

u_n

Del grafico mostrado, calcula: "x
a) 53°
b) 23°
c) 35°

d) 15°
e) 37°

16.

18.

20. Del grafico mostrado, calcula: “x

u_,n

Del grafico, calcula: "x

a) 18° B

= I
b) 20° {,;“X/.:?"f.\_m ‘*z\
q 250 T Y
d) 300
&) 45°

"u_

De la figura mostrada, calcula: “x

a) 20°
b) 23° ?3“ ! 30
c) 35°
d) 45°
e) 37°

"nn

B
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b) 20°
e) 60°

c) 30°



Problemas de olimpiadas:
ONEN 2006 fase 2 — nivel 3

En el diagrama, ABC es triangulo
rectangulo con catetos AB=3 cm y AC=8 cm.
A; es punto medio de AC y los segmentos
BA;, B1A,, By A, ... BgAg son paralelos entre si.
Ademas los segmentos A;B;,A,B,,...,AqBy
son perpendiculares a AC. Encuentra el valor

un

de:
29(BA1 + BlAZ + A + BsAg)
B
By
B;
‘ B!
A A Al Ay T

ONEN 2007 fase 2 — nivel 3

Las longitudes de los lados de un triangulo
ABC son AB= 7, BC= 9y AC= 12. L; es la
bisectriz interior del angulo Ay L, la bisectriz
exterior del angulo C. My N son los pies de las
perpendiculares trazadas desde B a L; y L,
respectivamente. Calcula la longitud de MN.

A2 BS5 Q7 D)8 E14

ONEN 2018 fase 2 — nivel 2

En la figura mostrada, ABC es un triangulo
equiladtero de perimetro 90 cm. Ademas, los
segmentos P Q y AC son paralelos. Calcule la
suma de los perimetros de los poligonos PBQ
y APQC en cm), si se sabe que estos nimeros
estan en la relacion de 3 a 14
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ONEN 2007 fase 1 — Nivel 2

En el interior de un triangulo ABC se toma el
punto E tal que AE=BE y AB=EC. Si m£ZABE =
X msECA; msEAC = 2x ymsEBC = 5x,
calcula el valor de x.

A) 10° B) 12° C) 15°

D) 18° E) 20°

ONEN 2017 fase 3 — nivel 2

En un cuadrilatero ABCD se cumple que
msBAD = 60°,mzABC = 100°, AB=BC vy
AD=BC+CD. Calcule la medida del angulo £ACD




Internacionales
(Canarias, 2003) (Rumania 1968)

Las alturas del triangulo ABC se cortan en el Demuestra que solo existe un triangulo cuyos

punto H. Se sabe que AB = CH. Determinar lados vienen dados por tres enteros positivos

el valor del angulo BCA. consecutivos y un angulo es dos veces otro
angulo.

Links:

1. https://www.ugr.es/~anillos/textos/pdf/2014/Geometria3.pdf

2. http://www.unicauca.edu.co/eventos/index.php/educoloquio/2016/paper/viewFile/39
6/213

3. https://onemperu.wordpress.com/pruebas/
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