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Resumen

£l taller tiene como objetivo desarrollar el proceso de visualizacion a partir del estudio de
cuadrilateros en el registro figural dinamico, en la formacion de profesores del nivel secundario
y superior. Como marco tedrico utilizamos la Teoria de Registros de Representacion Semiotica,
focalizando nuestro interés en los tratamientos en el registro figural. El desarrollo del taller
sequira la siguiente metodologia de trabajo. construyen cuadrilateros empleando GeoGebra,
mediante el uso de la funcion “arrastre” observan y analizan su configuracion y propiedades, y
lo expresan empleando el lenguaje verbal y/o simbdlico. Se espera que los participantes
desarrollen y coordinen su aprehension perceptiva y operatoria empleando para ello,
diferentes tratamientos en el registro figural dinémico, con ayuda del ambiente de geometria
dinamica (AGD) GeoGebra.
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Introduccion

A partir de las dificultades y errores que observamos en los estudiantes cuando desarrollan
problemas de Geometria, surge nuestro interés en disefiar actividades con el fin de desarrollar
el proceso de visualizacién, en el estudio de cuadrilateros, cuando se utiliza el registro figural
dindmico en un grupo de profesores de educacion secundaria, ya que son ellos los que van a
trabajar directamente con los estudiantes, presentar el contenido y disefiar sus estrategias de
ensefianza. Nos basamos en la Teoria de Registro de Representacion Semidtica y su ampliacién
a la visualizacion de Duval (2011). En ese sentido, el autor afirma que la deconstruccion
dimensional constituye el proceso central de la visualizacién en geometria que se da con el
desarrollo de la aprehension perceptiva y operatoria, en el registro figural en coordinacién con
la aprehension discursiva.

En esa misma linea de pensamiento, las investigaciones realizadas en el area de Educacion
Matematica en Geometria por Almeida (2007), Flores y Moretti (2006) y Salazar (2018)
muestran que existe la necesidad de Aecarrnllar an Ing syjetos habilidades visuales que les
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permitan ver en una representacion la forma y posicion, a fin de que pueda descomponer una
figura en subfiguras para luego asociarlas. Segun los autores, la falta de estas habilidades
origina errores en la resolucién de problemas de geometria; ademas, propician interferencias
entre el objeto matematico y su representacién; es decir, se da mayor importancia a lo visual
que a lo conceptual. Con respecto a la influencia de los ambientes de geometria dinamica
(AGD), Laborde (1994) y Larios (2006) sefialan que su empleo influye en la lectura espacial del
objeto geométrico representado; es decir, facilita la identificacion de todas las propiedades del
objeto. Ademas, Salazar (2009), Vara y Salazar (2018) afirman que una de las funciones que
caracteriza a estos ambientes es la funcién "arrastre”, cuyo uso proporciona diferentes
posiciones y configuraciones de una misma figura, ademas de permitir realizar tratamientos de
manera diferente a los que se efectian en ambientes no dinamicos, a partir de ello, la autora
define el registro figural dinamico.

Por todo lo expuesto, en este taller proponemos dos actividades: la primera sobre
paralelogramos y la segunda sobre configuraciones y reconfiguraciones.

Disefio e Implementacion del taller: Visualizacion de cuadrilateros

Para el disefio de nuestro taller se consideran las actividades 1y 2 de Gomez (2015), que
procedemos a describir. Dichas actividades se realizan en un laboratorio de informatica que
cuente con el software Geogebra, con un tiempo de duracién de 1 hora y 30 minutos horas
cada una.

En la primera sesion, organizamos la sesién de la siguiente manera:

Induccidon: 20 minutos

Explicacion y desarrollo de la actividad 1: 40 minutos

Reflexiones matematica, didactica y tecnoldgica: 20 minutos
En la segunda sesion, organizamos la sesién de la siguiente manera:
- Introduccién y explicacion de la actividad 2: 20 minutos
- Desarrollo de la actividad 2: 40 minutos
- Reflexiones matematica, didactica y tecnoldgica: 20 minutos
En la siguiente tabla se presentan la descripcion de las actividades.

Cuadro 1: Descripcion de las actividades.
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Actividad Nombre Descripcion

En la primera actividad movilizan conocimientos

previos como el Teorema de losz puntos medios v
1 Paralelogramo propiedades sobre la congruencia de lados vy angulos

iiternos opuestos. ¥ la interseccitn de las diagonales
en sus puntos medios, fondamentales para el

dezarrollo de la siguiente actividad.

En la segunda actividad relacionaron la interseccion
2 Configuraciones de dos figuraz ez un cuadrado, triangule ¥ un

cuadrilatero cuzalguiera.

Desarrollo de la Induccion del software GeoGebra

Se procedera a reconocer las herramientas basicas del Geogebra, para desarrollar las
actividades programadas. A continuacién, sefialamos las herramientas del AGD.

Cuadro 2: Funcion de algunas herramientas del Geogebra (Gomez, 2015 p. 16)
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Desarrollo de la Sesion 1
Actividad 1: Paralelogramo

Objetivo: Construir e identificar las propiedades de un paralelogramo en el cuadrilatero inscrito
EFGH.

La figura 1 muestra la Actividad 1.
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ACTIVIDAD 1

Utilice las herramientas del Geogebra y construya un cuadrildtero ABCD cualquiera. Luego,
marque los puntos medios E,F,G v H de los lados AB,BC,CD y DA, respectivamente, y
construya los segmentos EF, FG,GH y HE

“2Ahora mueva el punto A y responda en la hoja écudl es la naturaleza del cuadrildtero

EFGH? Justifique matematicamente su respuesta.

Figura 1: Actividad 1 (Gémez, 2015 p. 51)
Resolucion matematica esperada:

Los quince profesores construiran el cuadrilatero ABCD y el cuadrilatero inscrito EFGH,
siguiendo las instrucciones y haciendo uso de las herramientas del GeoGebra como: punto,
segmento, punto medio y poligono, lo que implica que estarian desarrollando su aprehension
secuencial. En la construccion se sigue un orden dimensional, lo que facilita los AGD
(Ambientes de Geometria Dinamica). A continuacién, arrastraran el vértice A, que sera de apoyo
para identificar propiedades conocidas, conocimientos previos, como el paralelismo de sus
lados opuestos del cuadrilatero EFGH, lo que significa que estarian desarrollando sus
aprehensiones perceptivas. Luego trazaran las diagonales del cuadrilatero ABCD, los
segmentos AC y BD, que les permitird realizar otras exploraciones a la figura. En este caso
esperamos que la figura quede divida en cuatro triangulos AOB, BOC, COD y DOA, y apliquen
el teorema de los puntos medios. Los triangulos seran vistos como unidades figurales que no
modifican al cuadrilatero, todas estas acciones se reconocen como modificacion mereolégica.
(Ver Figura 2). Segun Flores y Moretti (2006) las modificaciones mereoldgicas no solo requiere
habilidades visuales, también conocimientos matematicos. En este caso se requiere conocer el
teorema de los puntos medios.

Figura 2: Aprehension operatoria-actividad 1 (Gomez, 2015 p. 52)

Y en otra accién, pensamos que reconozcan cuatro triangulos superpuestos ABC, ACD, BCD y
ABD, porque identifican 4 nuevas subconfiguraciones de la figura original, lo que implica que
estan desarrollando desde la perspectiva de Duval sus aprehensiones perceptivas.
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Figura 4: Descomposicion mereoldgica 2-actividad 1 (Gomez, 2015 p. 52)

En el sentido de Duval (1999), se espera que los profesores realicen la articulacion de sus
aprehensiones perceptiva y operatoria (modificacion mereoldgica de la figura inicial), y
desplieguen sus conocimientos matematicos aplicando el teorema de los puntos medios a los
triangulos ABC y ACD (Figura 3), cuyo lado comun es el segmento AC, de tal manera que
justifiguen matematicamente que el segmento EF,IAC, y el segmento HG,l
AC,respectivamente, para relacionar por transitividad el paralelismo de los segmentos:
EF,I HG, . En forma analoga en la figura 4, se espera verifiquen que los segmentos EH, || FG,.
Todo proceso deductivo sera expresado a través de la aprehension discursiva, empleando un
discurso matematico, donde se efectie un cambio de registro, del figural al discursivo.
Esperamos que, a partir de la articulacién de sus aprehensiones perceptivas, operatoria
(mereoldgica) y discursiva, justifiquen que el cuadrilatero inscrito EFGH, tiene dos pares de
lados paralelos y por lo tanto concluir que es un paralelogramo. (Gomez, 2015, p.53)

Desarrollo de la Sesion 2
Actividad 2: Configuraciones

En la actividad 2 se presentan un posible caso que pueden desarrollar los profesores en el
experimento.

A continuacion, la actividad 2 (Ver figura 5).
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ACTIVIDAD 2

& Abra el archivo Actividad_2 en la que los cuadrados ABCD y EFSH son congruentes y el cuadrado
EFSH que estd inscrito en una circunferencia, gira alrededor del centro del cuadrado ABCD.

“% Manipule el punto S de tal manera que la interseccion de las figuras forme la configuracién de

un triangulo, un cuadrado y un cuadrilatero cualquiera.

éCual es la relacion del drea formada por la interseccion de las figuras con el drea del
cuadrado ABCD? Justifique su respuesta haciendo uso del Geogebra (puede hacer trazos
auxiliares y usar todas las herramientas que conoce, menos la herramienta de medida de drea
del software).

Figura 5: Actividad 2 (Gémez, 2015 p. 58)

Se muestra a continuacion la situacion propuesta en la Actividad 2 representado en el software
Geogebra, ver la figura 6.

Figura 6: Grafica de Actividad 2 (Gomez, 2015 p. 59)
Caso 1.

Objetivo: Relacionar el area de interseccion de las figuras ABCD y EFSH, cuando forman un
cuadrado, con el area del cuadrado ABCD.

Se espera que por medio de los datos de la actividad propuesta y por el planteamiento de la
pregunta, los profesores establezcan una figura de partida y una de llegada. Cuando estas
figuras se identifican, como afirma Duval, es posible que identifiquen la secuencia de sub-
figuras que permitan llegar a la figura final. En este caso los profesores conocen que la figura
final de la interseccion de las figuras es un cuadrado, es posible que hagan uso del arrastre
para acercarse a la configuracion de la figura y desarrollen su aprehensién operatoria para
realizar modificaciones mereoldgicas en el cuadrado ABCD. Pensamos que, a partir de sus
conocimientos previos de mediatriz de un segmento, recta perpendicular que pasa por el
punto medio del segmento, empleen la herramienta mediatriz, realicen modificaciones
mereoldgicas sobre el cuadrado ABCD, trazando las mediatrices L1 y L2 con el uso de las
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herramientas del Geogebra de los segmentos DC, y BC, respectivamente, dividiendo al
cuadrado en cuatro regiones.

Es posible a través de la articulacion de su aprehension percepcion identifiquen cuatro regiones
cuadradas, que sera sustentado con la siguiente propiedad “si una recta es perpendicular a una
segunda recta, también es perpendicular a cualquier recta paralela a la segunda recta” con el
siguiente discurso, en primer lugar la perpendicularidad de las prolongaciones de las
mediatrices, L1 es paralela al segmento BC y L2 es perpendicular al segmento DC entonces L2
es perpendicular a la recta L1, y luego la intercepcion de las prolongaciones de las mediatrices
L1y L2 con los segmentos AB y AD pasan por su punto medio respectivamente. Por lo tanto,
concluirdan que el cuadrado ABCD queda dividido en cuatro regiones cuadrangulares.
Pensamos que aplicando el arrastre a la figura EFSH desde el vértice S hasta que sus lados EH
y EF se superpongan con las mediatrices L1y L2 comprobaran que la interseccion de las figuras
coincide con una regién cuadrangular, por lo tanto, es un cuadrado que representa la cuarta
parte del area del cuadrado ABCD.

En este caso esperamos que la articulacion sea global, donde se realice un encadenamiento de
pasos deductivos y se establezca una articulacion entre las aprehensiones perceptivas,
mereoldgicas y empleando un discurso deductivo.

Resultados esperados
Sesion 1: con respecto a la actividad 1

En la actividad 1-paralelogramo, se espera que los profesores justifiquen matematicamente
que el cuadrilatero formado por los puntos medios de un cuadrilatero es un paralelogramo,
recurriendo a sus conocimientos previos de la figura, describiendo sus lados figurales: lados
opuestos congruentes y paralelos, y la congruencia de lados opuestos. En otros casos, que
recurran a realizar mediciones para confirmar la congruencia de lados y angulos.

Sesion 2: con respecto a la actividad 2

Con respecto al caso 1, se espera que el profesor haga uso del GeoGebra, especificamente que
empleen el arrastre de la figura hasta que segun su percepcién sea un cuadrado, para luego
con el trazo de rectas paralelas confirmar su percepcién. En el caso 2, se espera que los
profesores coordinen su aprehensidén perceptiva, operatoria y discursiva, y en el caso 3,
también se espera que coordinen sus aprehensiones perceptivas y operatorios empleando un
lenguaje descriptivo en su justificacion, el uso de la funcion "arrastre” les facilitara la
reconfiguracién de la figura.

Consideraciones finales

Con respecto a las consideraciones finales de las actividades 1 y 2, las agrupamos de la
siguiente manera: Reflexion matematica, Reflexién tecnoldgica y Reflexion didactica.
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Reflexion matematica

En la actividad 1, cuyo objetivo fue justificar matematicamente que el cuadrilatero formado por
los puntos medios de un cuadrilatero es un paralelogramo, los profesores podran recurrir a
sus conocimientos previos de la figura, describiendo sus unidades figurales: lados opuestos
congruentes y paralelos, y la congruencia de angulos opuestos. En otros casos que realicen
mediciones para confirmar la congruencia de lados y angulos.

En la segunda actividad, que consta de tres casos se observo lo siguiente: en el primer caso,
los profesores para verificar su percepcion, recurren a las herramientas del Geogebra para
relacionar las unidades figurales de dimension 0 y 1 para luego realizar trazos sobre la figura
e identificar la relacion de unidades figurales de dimension 2, lo que implica una articulacion
de sus aprehensiones perceptivas y operatorias, o tal vez solo se apoyen en su percepcion; en
el segundo caso, a partir de las modificaciones mereoldgicas realizadas en la figura, relacionen
las subfiguras con propiedades de congruencia de triangulos, estableciendo una articulacion
entre sus aprehensiones perceptivas, operatorias y discursivas, aqui se podria evidenciar
claramente una visualizacion con respecto a la relacién de areas; en el tercer caso, los
profesores se realizan reconfiguraciones, sustentado con un discurso que lo asocia a
propiedades de congruencia, en esta actividad la funcion arrastre ayuda a establecer relaciones
entre unidades figurales de dimension 2.

Reflexion tecnologica

Se espera que los profesores sigan las indicaciones de construccion, al emplear las
herramientas del Geogebra para limitar las propiedades de la figura que representan. Asi como
en el andlisis de las propiedades de la figura logren identificar y relacionar unidades figurales
de dimensidn 0, 1y 2, al realizar trazos adicionales como rectas y segmentos, y determinar la
congruencia de dos o mas segmentos empleando la herramienta “compas”. Finalmente, con
el empleo de la funcidn “arrastre” puedan manipular directamente sobre la construccion para
relacionar unidades figurales de dimension 2.

Reflexion didictica

En la actividad 1, los profesores tendran un desenvolvimiento de las aprehensiones perceptivas
y operatorias, con ayuda de las herramientas y la funcién arrastre lograron identificar las
propiedades del paralelogramo, al relacionar sus unidades figurales, para luego describirlo
empleando un lenguaje discursivo y en otros casos un lenguaje formal.

En la segunda actividad, que consta de tres casos se observd lo siguiente: en el primer caso, la
mayoria de los profesores para verificar su percepcion, recurrieron a las herramientas del
Geogebra para relacionar las unidades figurales de dimensién 0y 1 para luego realizar trazos
sobre la figura e identificar la relacion de unidades figurales de dimension 2, lo que implica
que hubo una articulacion de sus aprehensiones perceptivas y operatorias, otros solo se
apoyaron en su percepcion; en el segundo caso, todos los profesores, a partir de las
modificaciones Mereoldgicas realizadas en la figura, relacionaron las subfiguras con
propiedades de congruencia de triangulos, estableciendo una articulacién entre sus
aprehensiones perceptivas, operatorias y discursivas, aqui se evidencia claramente que hubo
visualizacion con respecto a la relacion de area: en el tercer caso, los profesores realizaron
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reconfiguraciones, sustentando con un discurso que lo asocia a propiedades de congruencia,
en esta actividad la funcidn arrastre ayudo a establecer relaciones entre unidades figurales de
dimension 2.
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