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Resumen

Este trabalho objetiva realizar uma breve analise sobre as diferentes abordagens relacionadas a
introdugdo ao estudo das se¢bes conicas utilizando-se das tecnologias voltadas ao ensino e a
aprendizagem da Matematica. A partir de situagoes-problema descrevemos e avaliamos as
diversas modalidades, tratamentos e pontos de vista no estudo do objeto matematico em
questdo, destacando as implicagbes didaticas dessas abordagens. Utilizou-se como recurso
computacional o software GeoGebra, que permite de maneira interativa e dindmica auxiliar os
estudantes na elabora¢do de conjecturas, testar hipoteses e validar resultados na construgdo do
conhecimento matematico. A pesquisa se caracteriza como sendo do tipo qualitativo, tendo
como referencial tedrico a questdo da visualizacdo no ensino da Matematica defendida por
David Tall. Como resultados, destacamos as potencialidades do software GeoGebra no estudo
das se¢Oes conicas, sendo que por meio do mesmo podem ser evocados diversos conceitos, no
sentido de permitir explorar as diversas representacées do objeto matematico.
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Introducao

A Geometria Analitica (GA) é um ramo da Matematica que apresenta uma relevancia significativa
no ambito académico e escolar por propiciar, em grande medida, diversas aplicacdes em muitas
areas do conhecimento nos cursos que se utilizam de seus conceitos.

Essa disciplina aparece nos curriculos escolares de Matematica nos varios niveis de ensino, em
que se observa, mesmo de maneira implicita, a sua abordagem desde o ensino fundamental, em
que os professores introduzem e destacam a importancia da utilizacdo de um sistema de
coordenadas para a localizagdo de pontos num plano e o calculo de distancias. No ensino médio
ou secundario sdo estudadas as equagdes cartesianas e paramétricas de retas, circunferéncias e
secOes cOnicas além das posicoes relativas entre as mesmas, em que se sobressaem algumas
propriedades geométricas. J& no ensino superior a GA é abordada entre outras areas na
Engenharia, Fisica, Matematica e Computacdo. Nesses cursos, os objetos matematicos como
curvas e superficies apresentam um tratamento tanto algébrico quanto geométrico e vetorial.
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De um modo geral por meio do estudo da GA muitos problemas geométricos podem ser
tratados de maneira algébrica e vice-versa, sendo que essa relacdo entre a Algebra e a
Geometria foi responsavel por um importante progresso e desenvolvimento na Matematica e
em outras areas do conhecimento. Esse fato foi destacado pelo matematico francés Joseph
Louis Lagrange ao afirmar que:

Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas, o seu
progresso foi lento e o seu uso limitado; mas uma vez que estas
ciéncias se uniram, elas deram uma a outra um apoio mutuo e
rapidamente avangaram juntas para a perfeicao.

(Lagrange, 1795, p.271).

Dentre os temas abordados num curso de GA destacam-se as secdes conicas, ou
simplesmente cdnicas, como a elipse, a hipérbole e a parabola. Tais elementos, que podem ser
obtidos pela interseccdo um cone circular reto com um plano, foram estudados desde a
Antiguidade (séc. IV a.C.) por Menecmo, Apoldnio, Euclides e Arquimedes de maneira sintética,
com a construcdo dessas curvas sendo efetuada utilizando-se régua e compasso, e na solugdo
de problemas geométricos, como a duplicacdo do cubo. Além disso, no século XVII, observou-
se o0 estudo de suas propriedades geométricas e o tracado de tangentes das conicas efetuados
por Fermat e Descartes. Segundo Courant e Robbins:

O tratamento métrico aplicado por Apolonio - as secdes conicas
— elipses, hipérboles e parabolas — foi um dos grandes feitos da
Antiguidade. A importancia das se¢des conicas para a
Matematica pura e aplicada (por exemplo, as dérbitas dos planetas
e dos atomos de hidrogénio sdo sec¢des conicas) dificilmente é
exagerada”. Nao constitui surpresa o fato de que a teoria grega
classica de secdes conicas ainda seja parte indispensavel no
ensino da Matematica. (Courant e Robbins, 2005, p.233).

Quanto aos ramos da Matematica em que o tema pode ser abordado, podemos destacar, além
da prépria Geometria Analitica o Calculo Diferencial e Integral, Clculo Vetorial, Algebra Linear,
Geometria Descritiva e Geometria Diferencial.

Este tema, ao ser abordado em sala de aula pelos professores nos mais diferentes niveis de
ensino, apresenta algumas particularidades, como a questdo de uma abordagem sintética ou
analitica do tema e um tratamento unificado ou fragmentado do mesmo. Destacamos também
a grande variedade de conceitos que podem ser evocados tais como: transformagdes
geométricas, equagoes cartesianas, parameétricas, vetoriais, lugares geométricos, transformacgdes
lineares, autovalores e autovetores, mudanca de coordenadas, matrizes ortogonais e
semelhantes, diagonalizacdo de matrizes, invariantes algébricos e geométricos.
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Circunferéncia Elipse Parabola Hiperbole

Figura 1. Se¢bes Conicas

Além da grande gama de conceitos elencados, cabe ressaltar que o ensino e a aprendizagem
das sec¢des conicas devem contemplar questdes que envolvam e potencializem nos estudantes
0 pensamento geométrico e a visualizagdo das propriedades dos objetos matematicos por
meio de suas mais diversas representagdes, contribuindo-se assim para a compreensdo e a
generalizacao de alguns resultados.

Dessa forma, essa pesquisa objetiva realizar uma analise sobre as diferentes abordagens
relacionadas a uma introdugao ao estudo das se¢des conicas, procurando descrever os diversos
tratamentos e conceitos envolvidos sob as diversas representacdes utilizadas, como a algébrica,
geométrica e numérica, utilizando-se como recurso tecnolégico o software GeoGebra, que de
maneira dinamica e interativa, potencializa e contribui sobremaneira na visualizacdo das
propriedades dos objetos matematicos, possibilitando a elaboragdo de conjecturas, teste e
validagao de hipoteses, no sentido de auxiliar na constru¢cdo do conhecimento matematico.

A importancia da visualizacao no ensino da Matematica

O papel da visualizacdo no ensino e na aprendizagem em Matematica é um tema que vem sendo
discutido por um numero cada vez maior de educadores e pesquisadores. A visualizagdo, em
linhas gerais, no ensino e aprendizagem do Calculo permite interpretar informagdes por meio
da construcdo de representagdes visuais, de softwares, entre outros recursos didaticos.

David Tall (2002) considera a visualizacdo néo s relevante a Matematica como a Educagao
Matematica. Por visualizacdo o autor entende como uma acdo de transformar conceitos
abstratos em imagens mentalmente visiveis. Essa acdo constitui-se em dois momentos: constroi-
se algo mentalmente e posteriormente representa-se o que se pensou. Sobre a visualizacdo o
autor afirma que:

Ao introduzir as visualizacbes adequadamente complexas de
ideias matematicas, é possivel fornecer uma visdo muito mais
geral dos modos possiveis de aprender os conceitos, fornecendo

395



intuicdes muito mais poderosas do que através de uma
linguagem tradicional (TALL, 2002, p.20 — tradugdo nossa).

O autor ressalta ainda que o uso do computador constitui uma interface visual e atuante em
que é possivel criar modelos de uma situagdo proposta destinados as explora¢des sensoriais
por meio de percepgdes, visualizagdes e intuicdes. Para o autor, o computador se torna um
"organizador genérico” de algumas ideias e conceitos, sendo um ambiente (ou micromundo)
em que os alunos podem manipular exemplos e contraexemplos desses conceitos. Por meio
de um software, portanto, os alunos entram em contato com o objeto matematico.

Sendo assim, selecionou-se o software GeoGebra para a exploracdo das propriedades algébricas
e geomeétricas no estudo das cdnicas, visando trabalhar com os estudantes conceitos intuitivos
de maneira dinamica das mesmas, o que pode contribuir para o aluno formular conjecturas e
testar hipoteses sobre alguns resultados.

O GeoGebra é um software gratuito de Geometria Dinamica, escrito na linguagem JAVA e
disponivel em portugués, que apresenta uma interface entre Geometria e Algebra. Ele possui a
vantagem de dispor, ao mesmo tempo, de duas representacdes diferentes de um mesmo
objeto matematico: a geométrica e a algébrica, por exemplo, e essas representacdes podem
ser simultaneamente manipuladas.

Aportes Teoricos

Um dos problemas fundamentais da GA consiste em determinar dada uma equacdo o lugar
geométrico correspondente, ou seja, encontrar a curva ou a reta que contém todos os pontos,
e somente esses pontos, cujas coordenadas satisfazem a equacdo, o que significa obter sua
representacdo grafica ou geométrica.

As secOes cOnicas podem ser abordadas essencialmente sob dois aspectos: o aspecto
geomeétrico, em que essas curvas sao definidas como lugares geométricos, utilizando-se um os
dois pontos distintos (focos), uma reta diretriz e um nimero dada pela relagdo entre distancias
denominado excentricidade. Utilizando-se de um tratamento algébrico, tais curvas sdo definidas
por certas equagdes de segundo grau, com representacdo por equacdes cartesianas,
paramétricas, polares ou vetoriais.

Inicialmente uma situagao problema em que se pode introduzir as se¢des conicas, envolvidas
num contexto da Fisica e da Mecanica, pode ser enunciada da seguinte maneira:

Situacdo-Problema

Uma barra rigida de extremidades A e B, de comprimento / repousa inicialmente ao longo de
um muro vertical. Em um dado momento essa barra comega a deslizar sobre um plano
perpendicular ao muro e ao solo, suas extremidades A e B estdo em contanto permanente
respectivamente com o solo e o muro, até a mesma encontrar-se totalmente na horizontal, ou
seja, o ponto B percorrer o comprimento /na horizontal e o ponto A se localizar no solo. Qual é
a curva descrita por um ponto M = (x, y) qualquer dessa barra?
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Figura 2. Situagdo-Problema

Essa situagao sucinta uma série de conceitos que podem ser explorados de maneira dinamica
no GeoGebra. Primeiramente, pode-se abordar a questdo do lugar geométrico descrito pelo
ponto M com relagdo ao movimento simultaneo dos pontos A e B. Varias conjecturas e hipdteses
podem ser elaboradas ao se movimentar com o seletor do GeoGebra sobre a trajetéria descrita
pelo ponto M. Demonstra-se algebricamente (ndo se constitui o objetivo desse trabalho),
utilizando-se de relages trigonométricas no triangulo retangulo, que a curva descrita pelo
ponto M é uma elipse, centrada no vértice do angulo reto formado pelo muro e o solo. E
interessante propor ainda na atividade para se determinar o lugar geométrico no caso do ponto
M estar localizado no ponto médio do segmento de extremos A e B, que nesse caso é uma
circunferéncia. Outras situacdes- problema podem ser elaboradas de maneira semelhante no
sentido de se introduzir a hipérbole e a parabola. Nesse tratamento, destacam-se o aspecto da
curva conica ser gerada pelo movimento continuo de um ponto e a sua abordagem ser tratada
como um lugar geométrico.

Uma implicacao dessa abordagem reside no fato de que a mesma serve como uma situagao
para a introducdo ao conceito das curvas conicas, mas que seu alcance se restringe ao aspecto
motivacional para a introdugao do conceito.

Outra abordagem das se¢des cdnicas como um lugar geométrico pode ser dada de maneira
sintética quando definimos uma cénica sendo uma curva plana descrita por um ponto, cujas
distancias a um ponto fixo e uma reta fixa estdo entre si numa razdo constante. O ponto fixo é
denominado foco da cOnica; a reta fixa a diretriz e a razdo constante a excentricidade da
conica.

Para essa que essa abordagem possa ser construida no GeoGebra, temos a seguinte construgao:
Seja F um ponto fixo, D uma reta fixa (F ¢ D) e sendo e um numero real (e>0). A curva C é o
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direcdo D e excentricidade e. Essas cOnicas sdo chamadas de e/jpseno caso se 0 < e < 7, parabola
se e = 1 e hipérbole se e > 1. A reta perpendicular a D passando pelo ponto F é chamada eixo
focal, que se constitui como o eixo de simetria que toda secdo conica admite.

conjunto dos pontos M do plano tal que

= e, também denominada conica de foco F, de

Esse tratamento destaca, de maneira sintética, propriedades das se¢des conicas definidas como

lugares geomeétricos, mas que podem ser feitas demonstracdes no sentido de se obter as
equacdes das curvas conicas.
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Figura 3. Se¢bes Conicas — Lugar Geométrico

Num curso de Calculo Diferencial e Integral, por exemplo, as se¢des conicas sao definidas como
um lugar geométrico e sao estudadas enfatizando-se suas equacdes cartesianas, paramétricas
e polares, suas representacdes graficas e o tracado de retas tangentes e normais a essas curvas.
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Figura 4. Equacdes das Se¢bes conicas - GeoGebra

Nessa abordagem, as cOnicas sdo estudadas por uma equacao geral do 2° grau nas trés
variaveis x, y e z, em que:

ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz+ mx + ny + pz+q =0

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢ d, e ou fé diferente de zero, representa um
superficie quadricas, ou simplesmente uma quadrica.

Se essa superficie for cortada por planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de
interseccdo sera uma conica. Essa curva se chama traco da superficie no plano.

Por exemplo, o traco da superficie quadrica no plano z = 0 é a cbnica:
ax?+by?+2dxy+mx+ny+q=0

contida no plano z = 0, ou seja, o plano xOy e pode represetar uma elipse, uma hipérbole ou
uma parabola. Em casos particulares pode representar uma reta, duas retas, um ponto, ou um
conjunto vazio.

o

399



Figura 5. Equagbes das Secbes conicas - GeoGebra

Em Algebra Linear, as cOnicas e as quadricas apresentam um enfoque tanto algébrico e vetorial,
enfatizando-se sua representacao matricial por meio das formas quadraticas.

Uma abordagem pertinente que pode ser realizada ao estudarmos as cOnicas e as quadricas
pode ser interpretando-as algebricamente como uma forma quadratica, em que muitos
conceitos podem ser evocados, tais como: equacgdes algébricas, transformacgdes lineares,
autovalores e autovetores, mudanca de coordenadas, matrizes ortogonais e semelhantes,
diagonalizagdo de matrizes, invariantes algébricos e geométricos sob endomorfismos.

Por meio das transformacdes lineares ortogonais (isometrias) sobre as cOnicas e as quadricas,
como rotacdes e translagdes, é possivel efetuar-se uma mudanca do sistema de coordenadas,
no sentido de facilitar o reconhecimento e classificagdo desses objetos matematicos.
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Figura 6. Rotacdo e Translagdo de eixos

Para a Geometria Diferencial, as se¢Ses cOnicas e as superficies quadricas sao estudadas por
meio de suas parametrizacbes, onde sdao exploradas propriedades locais e globais desses
objetos matematicos. Enfatiza-se nesse caso por exemplo a curvatura dessas curvas em cada

ponto da mesma.
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Figura 7. Curvatura de uma curva
Consideracdes Finais

Este trabalho descreveu e analisou as diferentes abordagens e tratamentos no estudo das se¢des
cdnicas sob o ponto de vista da visualizacdo no ensino e aprendizagem da Matematica segundo
David Tall e do uso do software GeoGebra como recurso auxiliar computacional.

Destacamos que essas multiplas abordagens (sintética, analitica, vetorial) possibilitam evocar os
mais diversos conceitos matematicos em todos os niveis de ensino, o que permite aos
professores trabalharem em sala de aula os mais variados temas.

Cabe ressaltar que essas ndo sdo as Unicas abordagens e tratamentos possiveis na introducao
do estudo das sec¢des cOnicas. Podemos introduzir o conceito por exemplo por meio da
geometria projetiva, em que as conicas sdo a projecdo de um circulo sobre o plano.

O GeoGebra possibilita analisar de maneira dinamica e nao estatica algumas propriedades
geométricas das se¢des conicas, sendo que o software permite aos estudantes, em grande
medida, desenvolver intui¢des, gerar conjecturas e testar hipdteses, elementos essenciais para a
construcao do conhecimento matematico.

Dessa forma, o GeoGebra constituiu-se de uma valiosa ferramenta tecnoldgica que pode ser
utilizada na constru¢do do conhecimento matematico, conforme procurou-se mostrar por das
diferentes abordagens voltadas a introducao ao estudo das se¢des conicas.
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