ARTICLACION DE LAS APREHENSIONES EN LA NOCION DEL LIMITE EN UN
PUNTO DE UNA FUNCION REAL DE VARIABLE REAL EN ESTUDIANTES DE
INGENIERIA

Violeta Lupita Bejarano Vilchez
Veronica Neira Fernandez
v.bejarano@pucp.pe; vneira@pucp.pe

Instituto de Investigacion sobre Enseflanza de la Matematicas, IREM-PUCP, Peru

Resumen

El presente articulo es un recorte de la investigacion de Bejarano (2018), la cual tomo como base
tedrica aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica. Estos aspectos teoricos
permitieron analizar la articulacion de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que
desarrollan los estudiantes, cuando movilizan la nocion del limite en un punto de una funcion
real de variable real, en el registro grafico. Este analisis se realiza mediante una actividad
planteada con Geogebra y a Iapiz con papel. Los participantes son estudiantes (17 a 21 afios) de
Ingenieria de Sequridad y Salud en el Trabajo de una universidad publica de Lima. Asimismo,
consideramos aspectos de un estudio de caso. La actividad presentada en el articulo tiene como
finalidad evidenciar que, el estudiante Julio articula estas aprehensiones al desarrollar preguntas
relacionadas al limite en un punto de una funcion real de variable real en el registro grafico.

Palabras clave: Limite en un punto de una funcion real de variable real aprehensiones,
Geogebra, registro grafico.

Introduccion

En la actualidad, existen investigaciones sobre limite de funciones, las cuales muestran la
dificultad que presentan los estudiantes para entender la nocién del limite de una funcion, las
carencias en la coordinacion de registros y la importancia de usar un software (Geogebra).

Tomas (2014), en su investigacion tiene como objetivo analizar como las diferentes formas de
representacion semiotica, de este objeto matematico influyen en la comprensiéon de la
coordinaciéon de los procesos de aproximacion; el autor concluye que, usar diferentes sistemas
de representacion en la ensefianza de la nocion del limite puede ayudar a los estudiantes a
consolidar este concepto.

Por su parte, Londofio, Narro y Vera (2014), indagan sobre la didactica del limite y la continuidad
de funciones, manifiestan en su investigacion que los estudiantes tienen un mejor desempeiio
al usar el registro algebraico. Segun las autoras, esto conlleva a que el concepto de limite de
funciones no sea identificado en otros registros de representacion.
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Caglayan (2015) realiza una investigacién que ofrece un enfoque basado en pruebas visuales
para ayudar a comprender el concepto de limite de una funcién con un entorno dinamico, el
autor concluye que Geogebra es una herramienta que facilita que los estudiantes entiendan,
exploren y obtengan experiencias en la observacion de los limites y sus propiedades.

En base a estas investigaciones Bejarano (2018) manifiesta que, existe una preocupacion, por
parte de los investigadores, en estudiar la concepcion que tienen los estudiantes con respecto
a la nocion del limite de una funcién en los distintos registros de representacion semiotica, y
resalta la importancia del uso de Geogebra en la ensefianza del limite de funciones.

La autora desarrolla una investigacién que, consiste en analizar la articulacion las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria para movilizar la nocién del limite de una funcién real de
variable real, que realizan los estudiantes de Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo de
una universidad publica de Lima. Esta investigacion toma como base algunos aspectos de la
Teoria de Registros de Representacién Semiotica de Duval (2004) y, un estudio de caso basado
en Martinez (2006) como metodologia de una investigacion cualitativa.

Para el presente articulo, consideraremos el andlisis de la produccion del estudiante Julio, la
informacion sera triangulada con fichas de recojo de informacion, archivos de Geogebra y
grabacion de la pantalla del computador con el uso del programa Camtasia Studio 8.

Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica

En la investigacion, tomamos algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion
Semidtica propuesta por Duval (2004) en la cual manifiesta que:

Las representaciones semioticas, es decir, aquellas producciones constituidas
por el empleo de signos (enunciado en lenguaje natural, formula algebraica,
grafico, figura geométrica.) no parecen ser mas que el medio del cual dispone
un individuo para exteriorizar sus representaciones mentales, es decir, para
hacerlas visibles o accesibles a los otros (p.14).

Segun Duval (2012), los objetos matematicos no son claramente accesibles a la percepcion, y
por ello que es necesario representarlos. De acuerdo con el autor, para que sistema semiotico
sea considerado un registro de representacion, debe cumplir tres actividades cognitivas ligadas
a la semiosis: Formacion, tratamiento y conversion.

La formacion implica la seleccion de un conjunto de caracteres perceptibles y que son
identificables como representacion de lo que se quiere representar. El tratamiento ocurre
cuando se realiza una transformacion en el mismo registro, una reconfiguracion es un tipo de
tratamiento para las figuras geométricas. La conversidon sucede cuando una transformacion
produce una representacion en el registro distinto a la inicial, conservando la totalidad o parte
del contenido de la representacion inicial. Seguiin Duval (2004) existen cuatro tipos de registros
que, si permiten estas actividades cognitivas, las cuales se resumen en la Tabla 1.
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Tabla 1

Clasificacion de los registros de representacion discursiva y no discursiva

Registros de representacion discursiva Registros de representacion no
discursiva
Lengua Natural: Figuras geométricas planas o en
e Asociaciones Verbales (conceptos) perspectiva:
e Forma racional: e Aprehensién operatoria y no so6lo
- Argumentacion a partir de observaciones, perspectiva.
creencias. e Construccién con instrumentos.

- Deducciones validas a partir de uso de
definiciones o teoremas.

Sistemas de escritura: Graficos cartesianos:
e Numeéricos (binarios, decimal, fraccionaria...). e Cambios de sistemas de coordenadas.
e Algebraicos; simbdlicas (lenguas formales). e Interpolacion, extrapolacion.
e Calculo.

Fuente: Bejarano (2018, p. 27)

Segun Duval (1994), una aprehension es la accion de aprehender; es decir, comprender un objeto
por medio de sus representaciones y propiedades en un determinado registro. Ademas,
manifiesta que existen cuatro maneras diferentes de aprehender el registro figural en Geometria,
segun su rol: aprehension perceptiva, aprehensién operatoria, aprehension discursiva y
secuencial. Duval (1994) manifiesta que la aprehension perceptiva es la primera que aparece
en el proceso cognitivo del estudiante y permite identificar o reconocer inmediatamente una
forma u objeto matematico en el plano o en el espacio.

Bejarano (2018) adapta esta aprehensién a una funcion real de variable real, menciona que, si el
estudiante es capaz de identificar que la representacién grafica corresponde a una funcién real
de variable real, entonces podemos afirmar que desarrollé una aprehensién perceptiva y para
ello debe identificar que hay una variable independiente y otra dependiente, asi como reconocer
los valores que asumen cada una de estas variables (lectura de los ejes coordenados), tal como
se aprecia en la Tabla 2.

502



Tabla 2

Aprehension perceptiva del limite en un punto de la funcion f (x)

Aprehension perceptiva de lin% f(x)=5
x—

e f(x) es una funcion real de

Yy
s variable real.
a e f(x) es una funcién por
tramos.
lim f () e f(x) es una funcién
continua.
. f@=5

[8)
w

S

-2’ =1 0 1
-1

Fuente: Bejarano (2018, p. 29)

De acuerdo con Duval (1994), la aprehensién discursiva es la accion mediante el cual el sujeto
relaciona el objeto matematico con propiedades matematicas que no estan explicitas en la figura
tales como teoremas, axiomas y propiedades.

Segun Bejarano (2018) si el estudiante logra identificar propiedades relacionadas al limite en un
punto de una funcion real de variable real, que no estan explicitas en la representacion grafica
de la funcién, por ejemplo, el dominio de la funcion, el tipo de discontinuidad, entre otros, y ello
le permita calcular y analizar el limite en un punto de esta funcién real de variable real, se puede
afirmar que el estudiante desarrolla una aprehension discursiva como se aprecia en la Tabla 3.

Tabla 3

Aprehension discursiva del limite en un punto de la funcion f (x)

Aprehension discursiva de lil’Izl f(x)=5
X—

Yy e Domf(x) =R
im0 =

e lim f(x) =5
x—27
lim f(x) .
e e limf(x) existe y es 5
x—
porque tiene los limites
laterales iguales (teorema
/ oo T2 3 ag de la existencia de limite).

Fuente: Bejarano (2018, p. 30)
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Segun Duval (1994, p. 126), "Una figura proporciona una ayuda heuristica. En tanto, una de sus
modificaciones posibles muestra la idea de una solucién”. El autor menciona que una
aprehension operatoria se da cuando se modifica la figura variando su dimension. Esta consiste
en aumentar, disminuir o deformar la figura inicial y esta queda transformada en otra llamada
imagen.

Por otro lado, para el registro grafico Pefialoza (2016), Vara y Salazar (2018) y Salazar (2018)
mencionan que el sujeto realiza una modificacion 6ptica al utilizar las herramientas Alejar
y Aproximaren Geogebra 3D, con el proposito de que los elementos y caracteristicas de
la representacién grafica del paraboloide puedan ser reconocidos y estudiados con
mayor detenimiento mediante acercamientos o alejamientos.

Bejarano (2018), considera que la modificacién en el registro grafico sera la modificacion éptica
al realizar una variacion de la dimensién de los ejes coordenados Xy ¥, que servira para que el
estudiante pueda estudiar y analizar conceptos relacionados al limite en un punto de una
funcién real de variable real, donde usando las herramientas alejar, aproximar o desplazamiento
de Geogebra se cambia la dimension de los ejes, tal como se aprecia en la Figura 1, que usando
la herramienta desplazamiento verticalla dimension del eje X cambia de uno a cinco.

Y Yy

4

4

e lim f ()
f@ [

Figura 1. Modificacion dptica de una funcidn por variacion de la escala de los ejes
coordenados.

Fuente: Bejarano (2018, p.31)
Desarrollo de la investigacién

Bejarano (2018) aplica en su investigacion, aspectos de la metodologia de un estudio de caso,
en la que el caso es, la articulacién de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria en
el registro grafico. Para ello identifica las aprehensiones que realizan los estudiantes cuando
movilizan la nociéon de limite de una funcién real de variable real en un punto, en la
representacion grafica, usando Geogebra y a lapiz con papel.
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La parte experimental se lleva a cabo con tres estudiantes de Ingenieria de una universidad
publica de Lima del curso de Calculo 1. Para analizar la produccién de los estudiantes se usa una
ficha de actividad, ficha de observacion, ficha de recojo de informacion, archivos de Geogebra,
grabacion de la pantalla con Camtasia 8. Segun la investigadora este material sirve para la
triangulacion de datos, contrastar y comparar la informacion obtenida por los diferentes medios
de indagacion. Finalmente, con la informacion obtenida la autora realiza un analisis de la
articulacion de las aprehensiones. En este articulo presentaremos el analisis de la produccién del
estudiante Julio a la pregunta 2¢) de la actividad.

Figura 2. Pregunta 2 de la actividad

2. Abra el archive P2, a continuacion responda los siguientes items:

a) ;Existe lir::.l5 F(x)? Justifique.
b) Usando las herramientas del Geogebra, explique por que el -“13‘]5 F(x) NO es iguala 2

[ . s .
c) ;Existe el x_l.lzral'.ll? F(x)7? Explique

Fuente: Bejarano (2018, p.87)

X

Figura 3. Archivo de Geogebra de la pregunta 2 de la actividad
Fuente: Bejarano (2018, p.61)

Segun Bejarano (2018) el objetivo de esta pregunta es que el estudiante realice tratamientos en
el registro grafico que, le permitan movilizar conceptos relacionados al limite de una funciéon
real de variable real. En el desarrollo de esta pregunta, se espera identificar las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria en el registro grafico usando Geogebra. En un inicio segun la
autora el estudiante mediante una aprehensién perceptiva no puede determinar xlizrgl17f(x),

puesto que x = 2017 no se aprecia en el archivo dado en Geogebra. Esta necesidad hara que el
estudiante modifique la escala en el plano cartesiano usando las herramientas alejar o
desplazamiento, ello implicaria que el estudiante realizaria una modificacion oOptica, esto de
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acuerdo con Duval mostraria una aprehension operatoria, porque se modifica a la dimension de
los ejes coordenados, pero se mantiene la forma y orientacién de esta representacion.

Y 1

(§/I005, a0eaEh)

Figura 4. Modificacion optica de la funcion f (x).
Fuente: Bejarano (2018, p.69)

En un determinado momento, luego de realizado los tratamientos al modificar la escala del eje
X hasta lograr observar el nimero 2016, Segun Bejarano (2018) el estudiante, mediante su
aprehension perceptiva, podra apreciar que la funcion solo esta definida hasta x = 2016, y por
tanto x_l)izrg”f(x) no existe, pues 2017 ¢ Domf esto dara cuenta de su aprehension discursiva,

pues reconoce el dominio de la funcion f(x).El estudiante Julio realizd cambios de dimensién
en la escala del archivo de Geogebra, usando la herramienta desp/azamiento, tal como se aprecia
en la captura del computador que se realizd con Camtasia Studio 8, en la Figura 5.

o

M DMa You (oUmess beawetas vewess At

Figura 5. Modificacion dptica de la funcion f (x).

Fuente: Bejarano (2018, p.70)
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Una vez realizada esta modificacion el estudiante Julio respondié usando un registro de lengua
natural que, tal como muestra la Figura 50, lizr})llﬁf(x) pues la funcién solo esta definida hasta
xX—

el 2016, tal como se aprecia en la Figura 5.

Figura 6. Respuesta del estudiante Julio para 2 c).

Fuente: Bejarano (2018, p.70)

Segun Bejarano (2018) el estudiante realizd una aprehension perceptiva para observar que la
funcion solo esta definida hasta el valor de x = 2016; posteriormente identifico implicitamente
que 2017 ¢ Domf lo cual mostré su aprehension discursiva, pues reconocié el dominio de la
funcién f(x). Luego sustentd que ﬂx_l)izrg”f(x), esto evidenciaria una aprehension discursiva,

pues el estudiante estaria usando el teorema de existencia del limite de una funcion en un punto,
dado que como la funcidn solo esta definida hasta x = 2016, no existen los limites laterales para
el valor de x =2017. Con ello Bejarano (2018) concluye que el estudiante Julio articul6 las
aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva para concluir que 2 x_l)izr(r)lﬂf(x).

Conclusiones

En el desarrollo de la actividad, el estudiante Julio logré articular las aprehensiones perceptiva,
discursiva y operatoria, que le permitieron concluir en la pregunta 2c) que 1i2r5117f(x) no existe.
X—

Esto se pudo evidenciar mediante la triangulacidon de los datos; con el Camtasia Studio 8, se
observo que el estudiante realizd tratamiento en el registro grafico, para cambiar las escalas en
el archivo mostrado en Geogebra, lo cual evidenci6 una aprehensién operatoria, que se produjo
luego de que el estudiante realizara una aprehension perceptiva; finalmente el estudiante
articula lo anterior con aprehension discursiva para fundamentar, usando un registro de lengua
natural, que el limite de la funcién f no existe cuando x tiende a 2017.

Por otro lado, el uso de Geogebra permitio a Julio y los demas estudiantes participantes de esta
investigacidon una manera intuitiva de trabajar la nocién de limite en un punto de una funcién
real de variable real.
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