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Resumen

O presente texto tem por objetivo discutir os tipos de apreensdo mobilizados por alunos de um
curso de Licenciatura em Matematica quando observam um grafico de linha para estimar a
probabilidade de um evento a partir da estabilizagdo das frequéncias relativas acumuladas desse
evento. Tais frequéncias sdo obtidas a partir da simulagdo computacional do jogo Franc-carreau,
construida com uso de um applet que tem como suporte o software GeoGebra. A pesquisa
relatada esta em andamento, utiliza o método experimental e a teoria no qual nos embasamos
é a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. Os resultados observados até o momento
indicam que os alunos utilizam prioritariamente a apreensdo perceptiva do grafico para
estimarem o valor procurado da probabilidade, sendo que esperavamos que utilizassem
também a apreensado discursiva.
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Introducao

Este texto discute aspectos da apreensdo do grafico que ilustra a estabilizacdo da série
constituida pelas frequéncias relativas acumuladas obtidas quando simulamos uma experiéncia
aleatdria muitas vezes, com o objetivo de estimar a probabilidade de um evento resultante dessa
experiéncia.

Para atingir a esse objetivo utilizaremos uma metodologia de pesquisa quase experimental, nos
termos de Fiorentini e Lorenzato (2009): é aquele em que a variavel independente (estratégia
desenvolvida pelo aluno) é manipulada pelo pesquisador, operando com grupos de sujeitos
escolhidos sem o seu controle. (p. 105). Por meio dele buscaremos elementos que possam nos
conduzir a resposta para a seguinte questdo “em que medida a apreensdo perceptiva e a
apreensao discursiva de um grafico de linhas que represente a evolucdo dos valores obtidos por
meio da simulacdo de uma experiéncia aleatoria, favorece a construcdo de elementos do
pensamento probabilistico?” Discutiremos as apreensdes nos termos estudados por Vieira
(2014), sendo os dados utilizados para a construcao do grafico obtidos por meio de simulagéo
computacional do jogo do Franc-carreau, construida com o software GeoGebra, que
apresentaremos adiante nesse texto.
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O jogo a ser utilizado sera o do Franc-carreau (Badizé, Jacques, Petitpas e Pichard, 1996),
proposto pelo matematico e naturalista francés George Louis Leclerc (1707 — 1788), Conde de
Buffon, que consiste no lancamento de uma moeda sobre um piso de azulejos de forma
quadrada. A posicao Franc-Carreau, ocorre quando a moeda se imobiliza completamente dentro
de um unico azulejo.

O papel do grafico € fundamental uma vez que a série obtida pela simulacdo é empirica, ou seja,
nao possui expressao algébrica a partir da qual possamos determinar o valor do limite P(A4) =
lim Fr,(A). A resolu¢do do problema da estimacao do valor dessa probabilidade passa seja pela
n—oo

observacdo dos valores numéricos da série de frequéncias, em uma planilha eletrénica, seja pela
observacdo do grafico de linha. Discutiremos primeiramente os obstaculos didaticos advindos
da utilizagdo da planilha eletrdnica.

A simples observacao da série obtida numericamente (ndo discutiremos a forma de obtencao
desses valores) ja se constitui em um obstaculo, que é a manipulacdo de nimero decimais:
quantas casas decimais devem ser consideradas para que possamos decidir pela estabilizacdo
da série? Com as oscilagdes normais de uma série empirica, quando podemos considerar parar
a simulagdo para estimar o valor da probabilidade procurada? Numericamente, tais oscilagdes
tornam-se mais evidentes para um iniciante as estimagdes probabilisticas, que é o caso dos
alunos do ensino medio.

Consideremos também a passagem da simulacao em registro figural do jogo Franc-carreau, que
é o contexto no qual estamos trabalhando, para o registro numérico em uma planilha eletronica:
os comandos na planilha devem ser transparentes para os alunos. Ainda que o professor os
forneca, os alunos precisam compreender o que representa cada coluna ali resultante, de forma
a saber que os valores resultantes da ultima coluna observada sdo os que devem ser
considerados para a observacdo da estabilizagdo das frequéncias relativas acumuladas e,
consequentemente, a estimacdo da probabilidade procurada. Retornamos nesse ponto ao
paragrafo anterior.

Coutinho (2001) indica em seus resultados a importancia de se confrontar o valor obtido no
calculo a priori da probabilidade de um evento A, oriundo de uma experiéncia aleatéria, com o
valor estimado dessa probabilidade, estimacdo essa determinada pelo enfoque frequentista e,
portanto, pela simulacao (nesse nivel de escolaridade — ensino médio). Buscamos, assim, discutir
os aspectos didaticos da simulacdo, particularmente a utilizagdo do grafico para observagdo da
estabilizagdo das frequéncias relativas acumuladas. O simulador aqui utilizado € uma construcdo
feita com o software GeoGebra e nossa discussdo sera feita a luz das apreensdes figurais
propostas por Duval (1994, 2003, 2012) e adaptadas para graficos estatisticos por Vieira (2014).

Teoria dos Registros de Representacao Semioética

Utilizaremos os Registros de Representagdo Semidtica (Duval, 1994, 2003, 2012) para analisar a
articulagdo de seu uso na representagdo e manipulacdo dos objetos probabilisticos que sdo
tratados por simulagdo computacional e sua representacdo grafica. Embora Duval tenha
proposto sua Teoria visando principalmente a Geometria e a Algebra buscaremos, em nesse
artigo estabelecer um paralelo para a representagao grafica dos conceitos probabilisticos.
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Para Duval (2003), representacdes semidticas sao produgdes constituidas pelo uso de simbolos
pertencendo a um sistema de representacdo que tem condi¢des proprias de significado e de
funcionamento. Um registro de representacdo semidtica é um sistema de signos que tem por
objetivo ndo somente a comunicacao, mas também o tratamento da informacao e a objetivacao.
Defende que “a originalidade da atividade matematica esta na mobilizacdo simultanea de ao
menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar ao todo
o momento de registro de representacao” (Duval, 2003, p.14). Considera que um dos principais
objetos do ensino da matematica é contribuir para o desenvolvimento geral das capacidades de
raciocinio, de analise e de visualizagdo dos alunos. Defende também que a atividade cognitiva
requerida pela matematica envolve duas caracteristicas fundamentais: a importancia primordial
das representagdes semioticas e pela grandeza de representacbes semidticas utilizadas em
matematica como sistemas de numeracdo: figuras geométricas, escritas algébricas formas,
representacdes gréaficas e tabulares e em lingua natural.

Assim como os objetivos matematicos, os objetos probabilisticos que envolvem representagdes
grafica e figural ndo sdo facilmente acessiveis ou perceptiveis e 0 acesso a esses objetos devem
passar pela mobilizacao de registros de representagdes semidticas.

A representacao figural € considerada de grande importancia para o estudo da matematica, pois
diante de uma atividade matematica, a figura pode mostrar mais facilmente algumas possiveis
idéias para sua resolugdo, sendo mais acessivel ao aluno do que outro tipo de representagao.
Duval (1994, p.123) afirma que ha varias maneiras de apreender uma figura em um contexto
geométrico, destacando quatro tipos de diferentes apreensdes: a apreensdo perceptiva, a
apreensao discursiva, a apreensdo sequencial e a apreensdo operatoria. Embora esse autor tenha
desenvolvido estes estudos em um contexto de Geometria, acreditamos que a representacao
figural € muito importante na compreensdo de conceitos probabilisticos que envolvem a
probabilidade frequentista e a sua representacdo grafica, e buscaremos compreender as
diferentes apreensdes no contento de atividades que envolvem simultaneamente simulagdo
computacional, um conjunto de dados obtidos por meio dessa simulacao e sua representagao
grafica.

Procedimentos metodolégicos

A metodologia quase experimental nos conduziu ao levantamento de algumas constatacoes
diante de uma oficina aplicada a alunos da Licenciatura em Matematica. Tal oficina ocorreu
durante a semana de Tecnologia que acontece nas Institui¢cdes de Ensino Superior (IES) no Brasil.
Os sujeitos dessa pesquisa eram todos licenciandos de Matematica: cinco deles cursam o quarto
semestre do curso e os outros quatro o segundo semestre. A oficina ocorreu em um laboratério
de informatica, no qual cada aluno usava um Unico computador, mas o comportamento era o
de grupo colaborativo: trabalhavam em colaboragdo mutua durante o desenvolvimento da
atividade.

A proposta dessa oficina era trabalhar no contexto da articulacao entre dois enfoques: o Classico
e o Frequentista utilizando a simulacdo computacional com o jogo do Franc-carreau, no
contexto da articulacdo entre dois enfoques.
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Reflexdes teodricas sobre o Franc Carreau e a Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica

A apreensdo perceptiva de uma figura permite identificar ou reconhecer imediatamente uma
forma ou um objeto matematico (em geometria), Segundo Almouloud (2003, p.2017), apreensao
perceptiva € a interpretacdo das formas da figura. Vieira (2014) estabelece como exemplo de
apreensao perceptiva o reconhecimento de um triangulo e faz a hipdtese de que no caso de
graficos estatisticos, a apreensdo perceptiva € bem mais complexa uma vez que envolve ndo
apenas a leitura dos eixos como também o reconhecimento das variaveis estatisticas em jogo.
No nosso caso, por se tratar de um grafico construido com valores de uma série de frequéncias
com o objetivo de observar sua estabilizacdo, ou melhor, o valor para o qual essa série converge,
podemos entender que também se trata de um grafico estatistico, embora estejamos no campo
da probabilidade frequentista.

No que se refere a apreensao discursiva, sdo explicitadas propriedades da figura, além daquelas
ja indicadas na legenda ou nas hipdteses. No nosso caso, tratamos de propriedades de
convergéncia em torno da reta y = k, seja essa explicita na figura ou ndo, conforme
apresentaremos mais adiante no texto. Para Duval (1994), tais explicitagdes sao de natureza
epistemoldgica e visam a demonstracao, ou seja, para nos, a demonstracdo da convergéncia,
que se dara pela confrontacdo entre o valor da probabilidade calculada a priori com o valor
estimado pela observacdo da convergéncia. Ja Almouloud (2003) afirma que a apreensao
discursiva é a interpretacdao dos elementos da figura, considerando a rede semantica das
propriedades do objeto, o que também satisfaz a interpretacdo de um grafico quando se quer
observar a estabilizagdo das frequéncias ali representadas.

Dessa forma, podemos fazer a hipdtese que tanto a apreensdo perceptiva quanto a discursiva
tém papel importante na construcao do conceito de probabilidade quando utilizamos o enfoque
frequentista por meio da observagdo da estabilizacdo das frequéncias relativas acumuladas,
conforme Figura 1:

Figura 14. Grafico com a convergéncia dos pontos para a reta y = k
Fonte: as autoras

A simulacao do jogo do Franc-carreau
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O simulador apresentado fornece dois deslizadores que permitem escolher o nimero de
quadrados por linha representando a pavimentacao do piso azulejado sobre o qual se langara a
moeda, assim como escolher o raio do circulo que representa essa moeda. Na outra parte da
tela encontra-se o sistema de eixos que apresentara o grafico das frequéncias relativas conforme
a simulagdo for ocorrendo, sempre com passo 1, ou seja, resultados tomados 1 a 1, ainda que
se realizem 100 simulacbes simultaneas, o que garante a constituicdo de uma série de
frequéncias Y;2, Fr; e sabendo que P(4) = rlll_r}go Fr,. O fato de que Fr conduz a uma série

empirica ndo fornece uma expressdo algébrica para a determinacdo do limite procurado,
conduzindo a necessidade do recurso a simulagdo computacional para a estimacao desse valor.
Desse fato vem nossa discussdo no presente texto.

Podemos obter uma figura (Figura 2) na qual o lado do quadrado maior (£=20) e o raio do
circulo (r = 1), e com isso realizamos tanto a simulacao quanto a determinacao a priori do valor
da probabilidade da posicdo Franc-carreau apds o lancamento da moeda sobre o solo

ladrilhado: P(FC) = 2221

obtida pela simulacao deve se estabilizar em torno desse valor, e tal observacao, como preconiza

ou seja, P(FC) = 0,81. Dessa forma, a série de frequéncias a ser

Coutinho (2001), é fundamental para a construcdao do conceito de probabilidade pelo aluno do
ensino médio.
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Figura 2. Ladrilhos e moeda para o jogo do Franc-carreau

Fonte: as autoras

Vamos agora a simulagdo para que possamos estudar as apreensdes possiveis do grafico obtido
e assim compreender seus efeitos na construcao do pensamento probabilistico.
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Nombre de simulations simultanées : 100

[ Simulation | [ Réinitialisation |
Nombre total de simulations 507

Fréquence de parties gagnantes : 0.82

Figura 3. Grafico com a convergéncia dos pontos para a reta implicita y = k
Fonte: as autoras

Observemos que chegamos a 507 repeti¢des da experiéncia aleatéria nas mesmas condicoes
(condigdes para reproducao de uma experiéncia aleatéria em uma simulacao) e o grafico nao
parece mostrar uma estabilizagdo em torno de um determinado valor como se espera se o
analisamos a partir de uma apreensao perceptiva.

Continuemos com as simulagdes. Apds 1100 simulagdes a apreensao perceptiva ja permite uma
estimativa a partir da observagdo de que a linha que representa os resultados parece bastante
concentrada ao redor de um ndmero, conforme a figura 4.
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Nombre de simulations simultanées : 100
| Simulation | [ Réinitialisation |

Nombre total de simulations : 1107
Fréquence de parties gagnantes : 0.82

Figura 4. Grafico com a convergéncia dos pontos para a reta implicita y = k
Fonte: as autoras

Tal nimero pode ser comparado com o trago obtido na simulagdo simplesmente clicando no
botao “probabilité’, que nos fornece o valor do calculo a priori da probabilidade da posicdo
Franc-carreau e o representa no grafico por uma reta pontilhada paralela ao eixo Ox, tal como
na figura 1, na qual k = 0,81.
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Reflexdes sobre o jogo do Franc-Carreau na perspectiva dos alunos

Todos os alunos da oficina ndo conheciam o jogo do Franc-carreau, mas logo se familiarizaram,
e construiram planilhas contendo os resultados da simulacao realizada com o appl/et fornecido
e construido com o software GeoGebra. A principio trabalharam com simulagbes que se
constituiam em 20 lancamentos consecutivos, computando as frequéncias acumuladas e as
ocorréncias do resultado Franc-carreau. Em seguida, fazem o mesmo com repeticdes de 50
lancamentos consecutivos.

Destacamos que a construcao da série de frequéncias deveria ser computada com langamentos
unitarios, e que a escolha do tamanho das séries foi uma escolha didatica devido ao tempo
cronologico da duracdo da oficina. Apds totalizar 1000 repeticdes dos lancamentos, os alunos
discutem entre eles sobre o que ocorria com as tabelas elaboradas com cada um deles, e se
indagavam sobre quando deviam parar a simulacdo. Até entdo estes alunos supunham que
deveriam chegar a algum nUmero, mas parece que somente a tabela nao respondia algo para
eles.

Quando passaram para a etapa da construcdo do grafico tomando como referéncia as
frequéncias acumuladas e o respectivo nimero de posi¢des Franc-carreau, estes alunos
comecaram a discutir também entre eles que existe uma tendéncia em torno de uma linha do
tipo y = k e apontam sobre a proximidade da probabilidade procurada, que nos indica que a
apreensdo perceptiva no sentido de Duval (2003) favoreceu a estes alunos a compreensao do
enfoque frequentista na convergéncia da probabilidade. Ndo observamos a presenca de
didlogos com elementos de apreensédo discursiva.

Algumas consideracoes

Destacamos que esta pesquisa ainda estd em desenvolvimento e que devido a isto estes
resultados sdo ainda parciais, e 0 nosso objetivo € continuar as investigacbes de modo a
aprofundar e responder a questdo enunciada no inicio desse texto: “em que medida a apreensao
perceptiva e a apreensdo discursiva de um grafico de linhas que represente a evolucao dos
valores obtidos por meio da simulagdo de uma experiéncia aleatoria, favorece a construcdo de
elementos do pensamento probabilistico?”

A atividade desenvolvida com nove alunos de um curso de Licenciatura em Matematica, em
laboratério de informatica e trabalho em grupo colaborativo, conduziu apenas a estratégias que
mobilizaram a apreensdo perceptiva do grafico para a tomada de decisdo pelo valor estimado
da probabilidade procurada, qual seja, a da posicao Franc-carreau da imobilizacdo da moeda no
piso ladrilhado. Foi realizada a interpretacdo da forma (grafico de linha), leitura dos eixos (valor
em torno do qual existe a convergéncia e nimero de simulacdes realizadas) e reconhecimento
das variaveis, o que caracteriza esse tipo de apreensao.

Com suporte nas reflexdes tedricas realizadas a luz da Teoria de Registros de Representacdo
Semidtica, buscamos a compreensdo de conceitos probabilisticos que envolvem o enfoque
frequentista e a representacdo grafica da série constituida pelas frequéncias relativas obtidas
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por meio de simulagdes computacionais. Buscamos também compreender as diferentes
apreensdes no contexto de atividades que envolvem simultaneamente simulacdo
computacional, um conjunto de dados obtidos por meio dessa simulacao e sua representacao
grafica, e aliamos a constatagdo da importancia da apreensdo por parte dos alunos quando estes
comegam a discutir que existe uma tendéncia em torno de uma reta do tipo y = k. Os alunos
apontam para a convergéncia dos pontos para a probabilidade procurada, o que nos indica que
a que a apreensdo perceptiva no sentido de Duval (2003), o que favoreceu a sua compreensao.

Acreditamos que ha necessidade de mais investigacSes sobre atividades que mobilizem
simultaneamente, o enfoque frequentista de probabilidade, simulacbes e suas representa¢des
graficas para que estabelecam relacbes com as diferentes apreensdes presentes na Teoria de
Representacao Semidtica. Particularmente, nossa pesquisa desenvolve atualmente atividades
que permitam aos alunos mobilizar tanto a apreensdo perceptiva como a discursiva na
construcdo de estratégias para a resolucdo de problemas de estimagdo de probabilidades
quando se usa o enfoque frequentista.
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