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Resumen

Se presenta un enfoque sobre como ensefiar Célculo considerando que la
matematica debe integrarse en un tejido transdisciplinario de ciencias, tecnologias y
aplicaciones a diversos aspectos de la vida. Ello implica que la ensefianza de ma-
tematica, particularmente de Célculo, debe ligarse con aspectos de la vida real, inter-
cambiando conceptos de otras ciencias y utilizando las tecnologias actuales en
forma combinada. Se propone encuadrar la ensefianza de Calculo en un marco
conceptual de in-tegracion de Ciencias, Tecnologia, Ingenieria y Matematica
(STEM por sus nombres en inglés).Ello implica también que la obtencion de datos
experimentales sobre fenomenos de la vida real sea importante, tanto para la
formulacion de modelos como para la formacion de los estudiantes.

Como ejemplo de unidad didactica se muestra la descripcién matematica y
fisica del movimiento uniformemente acelerado de un carro que se mueve sobre un
riel inclinado. Se utiliza un sistema de registro, procesamiento y representacion de
datos como tecnologia bésica, aparte de programas de procesamiento y representa-
cion grafica computacional.

Se interrelaciona el concepto de derivada de una funcion con las definiciones
de velocidad y aceleracion instantanea del movimiento del carro. Se refiere la opera-
cion inversa a la derivacion con la obtencién del modelo que predice el desplaza-
miento del carro sobre un riel inclinado. Para que este enfoque pueda ser conducido
por docentes de matematica, es necesario que estos adquieran los conocimientos y
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practicas necesarios en Workshops organizados por los investigadores que desarro-
Ilan este tipo de unidades didacticas.

Introduccion

Los libros y cursos clésicos de Célculo enfocan su ensefianza desde un Unico punto de
vista matematico proponiendo ejercicios generalmente abstractos, desligados de la vida real, re-
solviendo ecuaciones sin plantear los problemas que las generan.

La clave consiste en considerar que la educacion en ciencias matematicas tiene que ser par-
te de la ciencia de interés publico. Se debe aprender ciencias matematicas para resolver proble-
mas, que es la demanda de la Sociedad. Resolver ecuaciones aisladas de contexto no significa
una solucion. Las soluciones son Utiles cuando demuestran ser respuestas a problemas préacticos,
con validacion experimental, de ser posible.

La tecnologia deberia ser una componente integral de los métodos de ensefianza y no ser
tratada, como es habitual, como una herramienta independiente de las aplicaciones educativas.
La tecnologia debe ser usada para ayudar al estudiante a interactuar con los contenidos de las
ciencias y de matematica en una forma de promover un mayor entendimiento de ideas comple-
jas, facilitar la solucion de problemas complejos y crear nuevas oportunidades de educacion.

Es necesario dar vuelta la pagina y plantear la ensefianza de Calculo sobre la base de un
nuevo enfoque transdisciplinario, usando la tecnologia computacional y presentando problemas
de la vida real. Existe actualmente una evidencia hacia un enfoque interdisciplinario del apren-
dizaje de las ciencias naturales y ciencias matematicas. Esta tendencia es congruente con el con-
cepto de educacion STEM (Sciences,, Technology, Engineerng and Mathematics) ampliamente
difundida en instituciones educativas del mundo. Se ha demostrado que los problemas de la vida
real son esencialmente interdisciplinarios, de tal modo que las soluciones deben ser también en-
focadas de la misma forma. Por otra parte, la educacion STEM propugna un entrelazamiento
equitativo entre sus componentes, lo cual implica que la tecnologia debe ser integrada con las
ciencias, la matematica y la ingenieria.

Se muestra en el presente trabajo un ejemplo de cémo debe introducirse la trans discipli-
nariedad y las tecnologias para ensefiar conceptos basicos de Calculo.

Marco conceptual y Metodologia

Se adopta el marco conceptual de educacién STEM , o sea la educacién integrada de
ciencias naturales y ciencias matematicas potenciada por el uso de tecnologias electrénica e in-
formatica y sistemas computacionales de calculo y representacion grafica. EI marco conceptual
también incluye el desarrollo de experiencias para proveer datos y elaborar un modelo que des-
criba y prediga el comportamiento del sistema en observacion. La modelizacion implica concebir
algoritmos a partir de los resultados experimentales. Luego se resuelve mateméaticamente el algo-
ritmo, generalmente a partir de una ecuacion diferencial con condiciones de contorno o iniciales
dadas por la experiencia. El objetivo final es obtener una ecuacion o sistema de ecuaciones que
prediga o predigan el comportamiento del sistema.

En resumen, la metodologia de disefio de recursos didacticos STEM debe estar basada
sobre las siguientes caracteristicas:

— Resolucién de problemas
— Generar experimentos y estructurar modelos
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— Procurar trabajo en equipo
— Procurar que alumnos aprendan a expresar sus conceptos y comunicar sus resultados.

Las experiencias de laboratorio proveen oportunidades para los alumnos de interactuar
con el mundo real, usando herramientas, técnicas de coleccién de datos, modelos Yy teorias
cientificas. La estructuracion de modelos sobre el comportamiento de fendmenos observados
constituye una sélida base para el aprendizaje.

El interés de todo recurso didactico con contenidos de las ciencias es que los estudiantes
tengan una oportunidad de ejercitar su pensamiento mas que su memoria, aprender a resolver
problemas cientificos en general y mejorar su experiencia y actitudes hacia el aprendizaje de las
ciencias. En particular, los estudiantes deben aspirar a poseer ciertas cualidades basicas de todo
estudioso de las ciencias, tales como:

e Cultivar una comunicacién efectiva oral y escrita de las ideas cientificas;

e Lograr un entendimiento basico del manejo de datos y los métodos estadisticos para tra-
tarlos;

Aprender a encarar modelos de la vida real utilizando métodos computacionales;
Desarrollar el razonamiento cientifico;

Entender la complejidad y la ambigliedad del trabajo empirico;

Desarrollar habilidades practicas;

Desarrollar habilidades de trabajo en equipo.

Si bien este es un desideratum, la mayoria de estudiantes que han seguido cursos de cien-
cias durante los ultimos 50 afios no han ganado un entendimiento genuino de conceptos, practi-
cas Y habitos usados sobre disciplinas cientificas. Lecciones dadas por el profesor, libros, ejer-
cicios y problemas se han mantenido intactos durante el altimo medio siglo.

En el presente, la educacion superior debe preparar graduados para la arena internacional,
lo cual obliga a aprender nuevos conceptos, entender sistemas complejos, manejar grandes canti-
dades de datos , pensar en forma creativa y critica, comunicar y colaborar.Este marco conceptual
y metodologia pueden aplicarse en los cursos basicos de matematica como una innovacion en
la concepcion de la ensefianza de las ciencias matematicas para la sociedad contemporanea,
abandonando la concepcion que han mostrado los libros clasicos de matematica hasta el presente.

Como lo demuestra la experiencia, los problemas de ingenieria poseen una componente
importante de las ciencias naturales y las ciencias matematicas. Muchos de los problemas de las
ciencias y de la ingenieria se plantean mediante una modelizacion matematica algoritmica, cuya
solucion requiere del uso de tecnologia computacional. Por consiguiente, la metodologia de dise-
fio de recursos didacticos en el ambito de ingenieria ciencias y matematica debe estar centrada en
la actividad del alumno realizando experimentos con sus manos (hands-on, la main a la pate).

Con el objeto de adoptar el paradigma STEM es necesario cambiar los procedimientos de
ensefianza y pedagogias que estan presentes desde hace 50 afios, cambiar el aula clasica y la dis-
posicion de los estudiantes para que trabajen en grupo con sus computadoras, paquetes de soft-
ware, de tal manera que puedan encarar nuevas areas tales como célculo, visualizacion, analisis
de datos y graficacion instantanea, de fluido uso.

Resultados
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Como resultado de la exposicion metodoldgica y marco conceptual se han realizado di-
sefios de recursos didacticos integrando la matematica con las ciencias naturales y la experimen-
tacion. Se plantea a continuacion una propuesta de como puede ensefiarse el concepto de deriva-
cion e integracion relacionado con el estudio experimental de un simple problema de la vida real:
estudiar el movimiento uniformemente variado de un carro que se mueve en un riel inclinado.

Se estudia el movimiento de un carro sobre una guia rectilinea en posicion inclinada,
acoplado a un sistema de registro automatico de datos constituido por una persiana, una foto
compuerta y un programa incorporado a una computadora. En la pantalla de ésta aparecen los
resultados en tablas numéricas y graficos. En la Fig. 1 se muestra el arreglo experimental. Se
ubica el carro en el extremo superior del carril, se lo suelta y se mueve hacia abajo. Cuando ha
pasado la persiana completa por la foto compuerta, se cierra la experiencia y aparece en la panta-
Ila una tabla con los respectivos valores de los intervalos de tiempo que tarda cada intervalo de
bandas en pasar por la compuerta.

| G,
,
4

|

Figura 1.Arreglo experimental para estudiar el movimiento
del carro.

. . AX . .
El programa calcula las relaciones de incrementos A para cada intervalo de tiempo
i
tj, tj + 4t las cuales definen el pardmetro llamado velocidad media del carro para cada inter-

valo
tj, tj + 4t
AX
Vm, = — 1
mI Atl ( )
Como los intervalos de tiempo At; disminuyen en el transcurso del tiempo, las veloci-
dades medias v, aumentan. Se calculan los incrementos de velocidades medias
AVini = Vmi+1 - Vmi > 0
y se los divide a cada uno por los respectivos intervalos de tiempo At;.

Se trata ahora de un nuevo cociente incremental llamado aceleracion media, para cada inter-
valo de tiempo tj , tj + At
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Si se analizan estos cocientes, resultando todos iguales, dentro de los errores experimentales.
Por lo tanto, se deduce que las aceleraciones medas son todas iguales a una misma constante.
La Fig. 2 muestra la gréafica de las velocidades medias en funcion del tiempo.

Si se utiliza otra persiana con distancias entre bandas negras (Ax); mas pequefias, los intervalos de tiempo
correspondientes t;, t; + (At;); también serdn mas pequefios. Con esta nueva persiana quedan definidas nuevas veloci-
dades medias para cada intervalo t;, t; +(At)),. En particular, al mismo tiempo t; que se eligié anteriormente, le co-
rresponde la velocidad media (v,,;); definida para el intervalo t;, t; + (At;),

Ax1

Valores experimentales de las veloci-
dades medias de cada intervalo de la
persiana ajustados con una recta de

1.05—

10— ecuaciony =m-t+b, para m=0,53
m/s b=-1,7m/s

0.85—

Welocidad (miz)

090~

086—

Tiempo (5] |
(4.8822, 1.0088) dx: 00007 dy: 0.0000

Figura 2. Representacién de los valores de las velocidades me-
dias correspondientes a cada intervalo de tiempo tj, tj + At; ,

ajustados con una recta de pendiente positiva, segin el movi-
miento experimentado por el carro. La ecuacién de la recta de
ajuste esta indicada en el borde superior, donde m = 0,53 es la
pendiente, b = -1,73 es la ordenada al origen.

Si se utiliza otra tercera persiana con distancias entre bandas negras (Ax), mas pequefias, los
intervalos de tiempo correspondientes t;, tj + (At;), también resultan mas pequefios. Con esta nue-
va persiana quedan definidas las nuevas velocidades medias para cada intervalo t;j, tj +(At;),. En
particular, al mismo tiempo t; que se eligié anteriormente, le corresponde la velocidad media
(Vmj)2 definida para el intervalo t;, ti+ (At;),

Teniendo en cuenta la sucesién de velocidades medias obtenidas con diferentes persianas, pa-
ra el mismo tiempo t;
AX Ax1 Ax2

At At Ati2
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Se observa que dicha sucesion tiende a un valor finito unico para cuando el intervalo de tiem-
po At es cada vez més pequefio. Ese valor se define como velocidad escalar instantdnea v; del
carro al tiempo t;

» Velocidad escalar instantanea v(t) = lim (%). 3)
[

AL —6

Esta definicidn es la definicion matematica de la derivada de la funcion x(t) respecto del tiempo, para
el instante t;

& @

Velocidad escalar instantanea: v(t) =

La Fig. 3 esquematiza el limite al cual tiende las velocidades medias al tiempo t;, cuando los sucesi-
vos incrementos At; disminuyen, que es el valor v(t;) de la funcién velocidad al instante t;.

Para la descripcién de un movimiento uniformemente acelerado se tiene en cuenta la aceleracion me-
dia escalar en un intervalo de tiempo tj, tj+At;, definida por

_ i
A ®)

Siguiendo un procedimiento similar al de la definicion de velocidad instantanea, se define la acelera-
cion instantanea como limite del cociente incremental (5) para el instante t;

mi

Aceleracion escalar instantanea al tiempo t;:

a=Ilim—=—. (6)

La caracteristica del movimiento rectilineo uniformemente acelerado de un cuerpo es que su
aceleracion es constante y positiva.

La derivada de esta funcion, que es la aceleracidn contante, tiene el valor a =0.53, que a su
vez, es el valor de la pendiente de la recta de ajuste de los valores experimentales de las veloci-
dades medias de ka Fiig. 2. Por lo tanto, se concluye que la velocidad del carro varia lineal-
mente con el tiempo (con pendiente positiva igual a la aceleracion a).

v=053t-17. )

Conocido el valor de la aceleracion, obtenido experimentalmente, se plantea determinar la
ecuacién de movimiento del carro, o sea conocer la posicion del cuerpo en cada instante me-
diante la funcion desplazamiento x(t) . Para ello se parte de la ecuacion (6)

dv C
a= Py con la condicién inicial parat=0esv=b=-1.7 m/s

Mediante la realizacion de la operacion inversa de la derivacion, que es la integracion
t
v+1.7=]adt=at
0
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se obtiene
Vt)=at-1.7.

Vetotidad media vy,

A

(le)z

1] (Vi)

v

’ ’ | ’ tiempo

Figura 3. Valores de las velocidades medias vy, para dife-
rentes intervalos de tiempo, a partir del tiempo t;. Se parte
«— > del intervalo mas grande (At;), el valor de v, se representa
en la abscisa correspondiente al punto medio del intervalo.
Sucesivamente para intervalos de tiempo mas pequefios.
Los correspondientes valores de v, tienden a un valor fi-
nito Unico v;.

A
v

| (At)

Como, a su vez, lavelocidad es la funcion derivada del desplazamiento segun la relacion (4),
para determinar la funcion desplazamiento se debe realizar la operacién inversa de la derivacion, que
es la integracion:

. dx .
Siv= E con la condicién inicial parat=0esvy=-1.7, Z =X, resulta

t t
X- Xo=Jvdt=[(053t-1.7)-dt = 0.53 (1)) -1.7t
0 0
X =0.26512-1.7t+ Xo (8)

El desplazamiento del carro varia cuadraticamente con el tiempo. El coeficiente del término
cuadratico es igual a la mitad del valor de la aceleracion a. El coeficiente x, se determina expe-
rimentalmente. El sistema automatico de registro de movimiento del cuerpo provee un gréafico de
los desplazamientos de las diferentes porciones Ax de la persiana respecto del inicio de la per-
siana, segun se muestra en la Fig. 4. Estos valores son ajustados por una funcién cuadratica con
los mismos valores de los dos primeros coeficientes, proveyendo el valor del tercer coeficiente.
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DESPLAZAMIENTOQ VS TIEMPO

0a-| Valores experimentales del
desplazamiento del carro
ajustados con una parabola
de ecuacién

o
i
|

.2 [

Desplazamiento (m)
o
N
i

0.1

00 T T T T T
az ag 50 5.1 52
Tiempo (3)

(6.0323, 0.364) dbc: 0.0007 dy: 0.000

Figura 3. Representacion gréfica de los valores experimentales
de los desplazamientos D; de las bandas negras respecto de la
banda inicial, para cada tiempo tj, correspondiente a un movi-

miento uniformemente acelerado. Se observa un arco de paréa-
bola con concavidad hacia arriba.

Discusioén de resultados

A partir del estudio de un problema de la vida real como el movimiento de un carro sobre
un riel inclinado, se ha desarrollado una metodologia de disefio de recursos didactico en la cual
estan embebidos conceptos fisicos y matematicos, aparte de recursos tecnoldgicos modernos y
programas de célculo y graficacion.

Se parte del estudio experimental, obteniendo datos de velocidades medias y aceleraciones
medias. Mediante el uso de persianas con intervalos entre bandas negras cada vez mas pequefios
se obtiene la sucesion de velocidades medias cuyo limite es la velocidad instantanea, segun la de-
finicion general de derivada de una funcién, en este caso cuya variable independiente es tiempo.

Se plantea la operacién inversa de derivacion a partir de la constante caracteristica del mo-
vimiento, que es la aceleracion, obteniéndose un modelo que predice la expresion del desplaza-
miento del carro sobre el riel, cuyos coeficientes son datos experimentales.

Este ejemplo muestra un camino de como: ensefiar los conceptos matematicos relacionados
con problemas reales que pueden experimentarse. Los datos numericos no son arbitrarios, surgen
de la experiencia.

Conclusiones

Los recursos didacticos que se proponen para integrar la ensefianza experimental de cien-
cias y matematica tienen por objeto posibilitar que el docente guie al alumno en la aplicacion del
método cientifico de la manera que actualmente se desarrolla la ciencia con un enfoque transdis-
ciplinario.
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Como la mayoria de los textos de ciencias y matematica no contemplan experiencias, es
preciso enfatizarlas, pues ellas permiten trabajar con conceptos, leyes, métodos y procesos, y
los derivados de ellos, que son los contenidos. Cada unidad didactica debe ser enmarcada con
una motivacion acorde con los intereses y saberes previos de la poblacién a la cual va a ser
aplicada. Debe existir un cierre de la actividad que contemple instancias de comunicacién y
aplicacion, con el agregado de actividades de evaluacion correspondientes al nivel y propésito.
Es importante que a lo largo de todo el proceso, en todo momento, el docente fortalezca la inte-
gracion teoria-experimentacion-resolucion de problemas.

La comunidad de educadores de matematica debe estar atenta a esta transformacion. Se
requieren cambios en la forma en que los docentes son educados en matematica. Es necesario
prepararlos en una forma integrada de conocimientos en Ciencias, Tecnologia, Ingenieria y Ma-
teméatica. Como imagen, esta comunidad debe ver a las ciencias matematicas seguin un diagrama
elaborado por la Academia de Ciencias de EE. UU., que se muestra a continuacion.

Entertainment

Finance

5@ Engincering

Materlals

Computer Astronomy
Science Medicine

Figura 4. Esquema de la trans disciplinariedad de las ciencias matematicas.
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