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v Niveles de razonamiento algebraico y su adaptacion en la ensenanza
Relaciones de equivalencia o de orden utilizadas en y con definiciones.
Objetos algebraicos Operaciones y propiedades sobre elementos de diversos conjuntos de
objetos (hnumeros, transformaciones geométricas, etc.).
Funciones
Algebra Estructuras algebraicas

Razonamiento proporcional

YT Generalizacion, al determinar o inferir una clase o regla general.

Unitarizacion, al reconocer la regla que determina una clase (que pasa
a ser algo nuevo) para particularizar o proponer un ejemplo.

. Representacion (simbolico-literal, tabular, grafica, diagramatica, ...).
Procesos algebraicos P ( ' ) 8 , diag ) o)

Cadlculo analitico y transformaciones para obtener nuevos objetos
matemadticos.
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Niveles de razonamiento algebraico y su adaptacion en la ensehanza

N6
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A I—
N4 A r
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Burgos, M. (2022). Razonamiento algebraico elemental. Implicaciones en la formacion de profesores.
Editorial Universidad de Almeria.

Algebra
Burgos, M. y Godino, J.D. (2019). Emergencia de razonamiento proto-algebraico en tareas de proporcionalidad
Razonamiento proporcional en estudiantes de primaria. Educacion Matemadtica, 31(3), 117-150.
Aritmética Burgos, M. y Godino, J. D. (2020). Modelo ontosemiético de referencia de la proporcionalidad. Implicaciones

para la planificacion curricular en primaria y secundaria. AIEM, 18, 1-20.
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v Niveles de razonamiento algebraico y su adaptacion en la ensenanza
*Conjuntos - clases - \/5riable como -
, tipos de .m]meros. incognita Calculo analitico NS ‘
NumeerS -Ope.raC|oneS y - funcion - con variables N4
naturales. pr.Opl.e.dades- . generalizacion - forma candnica - 4
*Significado «sjgnificado relacional e, patrones. y
operacional de |a igualdad. N3
de la *Variable en contexto. N2 y
igualdad. A AxX+B=Cx+D
N1 Ax+B=C se opera con la
NO A No se opera variable
con la
variable

Burgos, M. (2022). Razonamiento algebraico elemental. Implicaciones en la formacion de profesores.
Editorial Universidad de Almeria.

Algebra
Burgos, M. y Godino, J.D. (2019). Emergencia de razonamiento proto-algebraico en tareas de proporcionalidad
Razonamiento proporcional en estudiantes de primaria. Educacion Matemadtica, 31(3), 117-150.
Aritmética Burgos, M. y Godino, J. D. (2020). Modelo ontosemiético de referencia de la proporcionalidad. Implicaciones

para la planificacion curricular en primaria y secundaria. AIEM, 18, 1-20.
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1= Niveles de razonamiento algebraico y su adaptacion en la ensenanza
PARAMETROS NG
Familias de funciones N5 ‘

N4 ‘ Estructt.lras
algebraicas
Operaciones (espacios
con vectoriales,
PARAMETROS ..)
Operacion

Familias de funciones
es con

N2
N1
NO ‘ objetos en
r estructuras

Godino, J. D., Aké, L., Gonzato, M. y Wilhelmi, M. R. (2014). Niveles de algebrizacién de la actividad
matematica escolar. Implicaciones para la formacion de maestros. Ensefianza de las Ciencias, 32(1), 199-219.

Algebra
http://dx.doi.org/10.5565/rev/ensciencias.965

Razonamiento proporcional ) ) ) , . .

Godino, J. D., Neto, T., Wilhelmi, M. R., Aké, L., Etchegaray, S. y Lasa, A. (2015). Niveles de algebrizacion de las

Aritmética practicas matematicas escolares. Articulacion de las perspectivas ontosemidtica y antropolégica. Avances de
Investigaciéon en Educacion Matematica, 8, 117-142. https://doi.org/10.35763/aiem.v1i8.105
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ANALYSING COSTA RICAN AND SPANISH STUDENTS®
COMPARISONS OF PROBABILITIES AND RATIOS

CARMEN BATANERO
University of Granada, Spain
taneroingr. 6z
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Leandro de Oliveria Souza Thernandes anmed ac.cr
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ABSTRACT
We prezent an exploratory study of Costa Rican and Spamish students” (11-16-year-olds)
competence to compare probabilities i wms and compare ratios in mixture problems. 4 sample of
704 srudenes in Grades 6 through 1o Grade 10, 202 from Costa Rica and 412 from Spain, were
given one of two forms of a guestionmaire with three probability comparisen and three ratio
comparizen problems sach The full questionnaire consisting of both forms covers siv different

.
proportional reasoning levels for each tpe of problem. We analyzed the peresnages of correct
On eaSOn I n respanses fo the items and the strategies used by students in sach grade and in each counmy. The
results suggest students had the highest difficulty in comparing probabilities for items at the same

proportional reasoning level The results also point te the probabilistic Bases in students’

. respanses, although these biases were lass fraquent than in previous research
WI dld dn et St et s Conpe ot Doprio

Reasoning levels: 11-16-year-old students

Statistical Thinking: T e

Probability 15 currently taught in primary and secondary edneztion in countries such as Costa Rica

Y 4 [}
. (Ministerio de Educacién Piblica [MEP]. 2012) and Spamn (Ministerioc de Educacion y
Formacién Profesional [MEFP], 2022a, 2022b). The aim is to provide students with a strong
n e rn a I o n a probabilistic culture (Gal, 2005) to understand random phenomenz and to make appropriate decisions

in uncertam sifuztions. This need became evident duing the COVID-19 pandemic, when discussions

. of probability models to assess the simation and the :maun:l risks associated with different policy

decisions were prevalent in the media (Gal & Geiger, 2022; Mufiz-Rodriguez et al, 2020).

r I V The achievement of students’ learmng requires a prior assessment of thewr abibties to cope with the
tasks proposad to them in the classroom In this paper, we focus on probability comparison, which
received considersble inferest in early studies on the fopic m a peniod when most participants in that
research had received no formal education m probability (Bryant & Nunes, 2012; Hemandez-Solis et " o
al, 2023; Mikiforidou, J018; Pratt & Kazak 201%). These investizations suggested 3 stromg .
relationship between students’ success with pluaabut\ comparison and d‘.en pmpmmml reasoning.

Few studies, however, examined both by and =i
This research 15 part of a funded research pmjec‘t aimed at re]aur_z SpanLh students " solving of
proportional problems with their sohing of probabilistic problems. In this pper, we deseribe an

explaratory assessment of 11-16-year-old-stud with in
@ Sori relation to the propertional reasommg level required for comparison—a topic where more research is
Z1 Springer needed (Batanero, & Ahvares-Amoyo, 2023). Our work complements previons studies that did not

Suatistics Education Research Jowrmal, 22(3). Article 7. https-/idoi arg/10 52041 /sevj v22i3 658
© Internanonal Association for Stanstical Education (LASETSD, November 2023

Pallauta, J.D., Gea, M. M., Batanero, C., & Arteaga, P. Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M.
(20238). Algebraization Levels of Activities Linked to Statistical M. (2023). Analysing Costarican and Spanish s ..
Tables in Spanish Secondary Textbooks. In G.F. Burrill, L.O. Souza, students” proportional reasoning and ESta d |St ICa
E. Reston (Eds) Research on Reasoning with Data and Statistical comparison of probabilities. Statistics
Thinking: International Perspectives (pp. 317-339). Springer. Education Research Journal, 22(3), 1-23.
https://doi.org/10.1007/978-3-031-29459-4_23 https://doi.org/10.52041/ser].v22i3.659
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Significado de la tabla estadistica en libros de texto espaiioles de

educacion secundaria H M
- Significado de
Tl M f th al table in S h dary ed thook:
S Meaning of the statistical table in Spanish secondary education textbooks .
Leandro de Oliveria Souza refe rencia de |a

Jocelyn D. Pallauta’
ORCID 1D 0000-0001-5508-4924 ‘f'a/W/

Maria Magdalena Gea"

Research st A

Enriqueta Reston Editors

on Reasoning —

with Data and H@Q “ DDH e

isti inki Resumen Pall J. D., Gea, M. M.
Statistical Thinking: e e A ,

libros de texcto espatioles de educacion secundaria (12 a 15 afios), analizando la configuracitn de objetos ¥ procesos Batanero C y Arteaga P
International L e Ly . :
e o crommn < Siomicat pesmitcs = e 18 b Cadice Lo e men (2021). Significado de la tabla

PerSpeCtlves S S b ot P o e e o s e estadistica en libros de texto

variedad y complajidad tanto por ed.mm:a]ronm: nivel educativo,

Palabras clave: Tabla sstadistica. Libros de texto espatioles. Educacion secundaria  Analisis sepidtico.

Abstract

esparioles de educacion
The aim of this paper is to describe the intended mesning of statistical tables, ina sample of 18 Spanich secondary

secundaria. Bolema, 35(71),
@ SPringer school textbocks (12 to 15 years old), by analyzing the confisuration of mathemarical objects and processes in the

mathematcal activity posed to the smdent. Through content snalysis, we identified the rype of problems simatons 1 8 03_ 1 8 244
posed, lansusge nsed conceprs, propertes, procedures, and srguments, which organize the pragmstic mesning *
sbous the statistical tsble. The reslts show diffsrences bemween the selected publishers in the mathemancal activity

Pallauta, J.D., Gea, M. M., Batanero, C., & Arteaga, P.

" Master en Didactica de la Matemstica por 1z Universidad de Granada (UGR). Esmdiznte de Doctorado en.

(2023). Algebraization Levels of Activities Linked to Statistical g & & Vo & o= O s ok b 0- 4415V35071226
Tables in Spanish Secondary Textbooks. In G.F. Burrill, L.O. Souza, D oor e Mamanince por 1 Univasidad & G (UGE), Coediicscosbarados 46 o ruto g

Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada (UGR)), Granads, Espafia. E-mail: batsnero@uer.es.
**** Dioctor en Didéctica da Ia Matemstica por la Universidad de Granada (UGR). Profesor del Departamento de

E. Reston (Eds) Research on Reasoning with Data and Statistical Didichicade I emiric de I Universidd d Grenod (UGE), Graoade, Epeie. -l peressa@nes e
Thinking: International Perspectives (pp. 317-339). Springer. Folema o Clam (. Sm Tl TS i 201 “"’3
https://doi.org/10.1007/978-3-031-29459-4_23

propased to the sdent, both in menber of tacks and type of situation and thess aspacts may go unmoticed by the https://doi.org/ 100 1 590/ 198
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Significado de la tabla estadistica en libros de texto espaiioles de

Tabla de datos. Primera organizacion de un conjunto de datos (contiene valores de una o
varias variables para cada individuo de la muestra).

educacién secundaria

Meaning of the statistical table in Spanish secondary education textbooks

JoceaD. Pl Tablas de distribucion de frecuencias ordinarias:
T * Tabla de distribucion de una variable. absolutas, relativas o porcentuales.

Carmoen Batanero™ Se asocia a cada modalidad de la

OR.CID D 0000-0002-4188-7138

Peiro Arteaga™ variable el nimero de individuos de la -

- " muestra (frecuencia) y representa su Cuando se considera la agrupacién de los valores
i st s s g1t s s ISLHDUCION. de la variable en intervalo, para cualquier tipo de

ibros de texto espafioles de educacion secumdaria (12 a 15 afios), anslizando la confizuracion de objetos ¥ procesos
natemiticos en la activided matemitica que se plantea =l esmdisnte. Utilizando e anslisis de contenido, .
dentificamos las sitaciones problems planteadas, lenzuaje utilizado, conceptos, propiedades, procedimientos y frec u e n C I a

AEUmentes que organizsn el significado pragmsatico en tomo a la tabla estadistica. Los resultados mmesman .
iiferencias entre las editoriales seleccionadas en la actividad matematica planteada, tanto en nimero de taress
como tipe de sifimcién, aspecto que puede pasar inadvertido para el profesor en su labor aducativa. Mo sa

e e e conceton, prepdades ¥ et e o it el e sl Tabla de doble entrada o de
‘Palabras clawe: Tabla estadistica. hhosdeme::m:esjﬂxsﬂnnsenmdmia.ﬂmhsjssmuﬁm. Contingencia. Representa datos
o s g 1 i e e g o sl e, i el o 1 e condey mediante el cruce de dos variables

chool textbooks (12 to 15 years old), by analyzing the confipuration of mathematical objects ad processes in tha

nathematical activity posed to the student. Through content analysis, we memﬁed the .T_\'peofpmblm.s simations Ve 3 .

p e e o e e e @Stadisticas (correspondencia entre
roposed to the smdant, both in member of tasks and type of sinwtion and these aspects may go umoticed by the

s s smemsoee. N00AlIDAdes de fila'y columna) junto a Cuando se considera la agrupacion de los

Cienciss de la Educscién de l3 Universidad de Geansdn (UGR), Granads, Espain  E-mail: . .
e las frecuencias conjuntas de los : :

* Doctora en Didictica de la Matemitica por la Universidad de Granada (UGR). Profiesora del Departamento de I d I b I I
Sidictica de La Matemitica de la Universidad de Gramada (UGR), Granads, Espatia. E-mail: rungeaiimzr es. J valores € Ia variaple en Interva 0.
** Doctora en Matematica por ka Universidad de Granada (UGR). Catedratica colaboradora del Departamento de M

Yidictica de La Matemitica de la Universidad de Granada (UGR), Granads, Espaiis. E-mail. betanerofuzr.es. mismeos. -
*** Doctor en Didéctica de Ia Matemdtica por la Universidad de Granada (UGR). Profesor del Departamento de

Jidéctica de Ia Matemitica de la Universidad de Granada (UGR)), Granads, Espafis. E-mail: parteagai@ugr. es.

Tablas de distribucion de frecuencias acumuladas.

Tablas de doble entrada de frecuencias
ordinarias.

Solema, Rio Clare (SP), v. 35, n_ 71, p. 15031824, dez. 2021 1803

Pallauta, J. D., Gea, M. M., Batanero, C., y Arteaga, P. (2021). Significado de la tabla estadistica en libros de texto
esparioles de educacién secundaria. Bolema, 35(71), 1803-1824. https://doi.org/10.1590/1980- 4415v35n71a26
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Temperatura durante la manana
Tabla de datos Hora 7:00 8:00 9:00 10:00 11:00 12:00
Temperatura (°C) 10 14 18 24 28 30
Tablas de distribucion de _
frecuencias ordinarias Cantidad de hermanos de un grupo de estudiantes Estaturas de alumnos de 8.” basico
Cantidad de Frecuencia Frecuencia S0 c{)le%'r(;cuencia
_© Tablas de distribucion de hermanos absoluta acumulada Estatura (m) acumulada
frecuencias acumulada 0 3 3 [1,30; 1,38 )
Tablas de distribucién de 1 ’ 12 o -
frecuencias con variable en intervalo 2 6 18 L1,46:1,041
1,62;1,70 30
4 3 39 [ ]
> 2 41 Variable y valores de la variable (tipos,

. : _ , escala, clases de equivalencia)
’ Cuartil 1 (259%) Cuartil 2 (509%) Cuartil 3 (75 %)

A A ] 1M o —]-] s AT A M T
5 . — () /= ) & / — J W, : — .
| e L = M_|_”/__1 e —= —vlr—" Uio=4q| =3U/2

o | | , R Clases en intervalos, extremos,
- intervalo modal o mediano

Significado relacional de la igualdad

Lad

\.—l L

. . . Frecuencia y tipos de frecuencia
Pallauta, J. D., Gea, M. M., Batanero, C., y Arteaga, P. (2021). Significado de la tabla estadistica en libros de texto

espafoles de educacién secundaria. Bolema, 35(71), 1803-1824. https://doi.org/10.1590/1980- 4415v35n71a26 Rango, maximo, minimo
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Sexo taller | a1ler de guitarra| Taller de flauta
mujer 15 24
hombre 15 21
Grupo de edad Comida rapida ltaliana =~ Mexicana China
Menores de 12 afos 54 21 16 9
Entre 12 y 18 anos 34 24 29 13
Mayor de 18 anos 1 35 26 28
Tablas de doble entrada de
frecuencias ordinarias
= Tablas de doble entrada con Dependencia e independencia
distribucion de frecuencias de al Parametros; distribucion condicionada
menos una variable en intervalo

Funcion (lineal y no lineal);

proporcionalidad
Pallauta, J. D., Gea, M. M., Batanero, C., y Arteaga, P. (2021). Significado de la tabla estadistica en libros de texto

esparioles de educacién secundaria. Bolema, 35(71), 1803-1824. https://doi.org/10.1590/1980- 4415v35n71a26
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Gail E Burril n=862 n=892 n=795 n=2549
Leandro de Oliveria Souza 1 124 9.8 8.9 104
Enriqueta Reston Editors 2 13.0 16.0 10.8 13.4
’ 3 29.7 30.2 44.8 34.6
I Research 4 44.9 44.1 35.5 41.7
Or! Reasomng Tabla 2 Porcentaje de tipos de tablas por actividades analizadas segln curso y editorial
Wlth Data and Anaya Edelvives Santillana
Statistical Thinking: Tipo de tabla g 80 705
International Tabla de datos 15.2 13.0 8.8
Perspectives L, Ordinarias 37.2 42.3 50.2
P E':;L'::;‘;S” e Acumuladas 5.1 10.9 6.3
Datos agrupados 19.1 19.1 29.3
) Springer Dobl q Ordinarias 22.2 14.2 4.3
oble entrada Datos agrupados 1.2 0.6 1.1
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Ei?ir:q(ure?taeReslt\(l)(:lnaEd?tgf? 405 —+—Edelvives  —w—Anaya Santillana 100% —4—Edelvives —m— Anaya Santillana

35% oo
Research 30% 0%
on Reasoning 25% ;i "
with Data and 20% /:1 o
StatlstlcalThinkmg: 15% D:/ a5
International LI = Ve / s
Perspectives * | | 55 -

0% 1

1st 2nd ird 3rd ath 4th 0%
@Springer applied academic applied academic 1st 2nd 3rd 3rd ath 4th

applied academic applied academic
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Algebraization Levels in the Study of Probability
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Abstract: The paper aims to analyze how the different degmes of mathematical formalization can be
worked in the study of probabilify at nor-university educational levels. The model of algebraization
levels for mathematical practioes based on the onto-semiotic approach is applied to identify the
different objects and proceses invohed in the msolution of 3 selection of probabilistic problems.
As 2 result, we describe the possible progession from arithmetic and proto-algebraic levels of
mathematical activity o higher levels of algebraization and formalization in the study of probability.

The method of analysis developed can help blish between intuitive/ informal and
P vely morne formal hes in the shudy of mathematics.
Keywords probability; formalization; | stochastic ideas; al teation levels

1. Introduction

Today we are wilnessing a debate in statistics educalion regarding the possibility of
checkfar teaching different contents, such as statistical mference to students with hovited knowledge
updates

of algebra or calculus through informal appreaches [1-3]. A similar discussion s observed
Cltabis Bomppess, M. Babimueny C; in relation to other mathematical tepics, for which the recommendation is a stronger empha-
L sis on understanding and solving problems [4] while avoiding unnecessary formalizalions
as well as learning computational algorithms, which ane less elevant because of technology.

In order to faclitate the understanding of the teaching contents, and according to
students” previous knowledge, the study of mathematics can be carried out with different
degrees of formalization, which depend on the gene ralization, symbeliz ation, and analy tical
compulation processes; in other words, these different levels are linked to the use of
algebraic concepls and processes.

A contribution to this discussion is to admit the possibality of different formalization
lewvels, Le, various degrees of using algebra throughout the learning of mathematics. The
view of algebra as the application of unknowns, equations, functions, parameters, or
abstract structuges, whose properties make it possible o eperate with symbaols, is festrictive
singe it conceals an essential feature of algebraic teasening: that of generalizalion and
progressive expression of generality. Anextended view recognizes the presence of algebraic
thanking even in the primary school mathematical activity [5,6]. In particular, the algebrasc
peaserning lewels model [7,5] systematwes and completes such an extended view and enables
to clanfy the levels of mathematical formalzation m the study of whalevers content.

In thas paper, we center probability, because of the diversaty of random situabions that
we have to face in our lives, and ils necessity in the later study of inference. Dhue to this
melevance, several curricular propesals [9,10] introduce probability in Primary Education,
pursuing to achieve the probabilistic literacy needed forevery atizen [11].

The aim of this paper is to analyze the algebraic activity sequited in the work with
probability at non-university levels and to deseribe it using the levels propesed in the
algebraic reasoning model [7,5]. In this way, it is possible to define different degrees
of formalization in the study of probability, depending on the algebraic reasoning level
required in each of them, and to propose a sequence for introducing the fundamental ideas
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SITUACION: COMPARACION DE PROBABILIDADES

PREMIO: sacar bola ROJA
Alicia Bernardo

¢Ganancia de Alicia para que el juego sea justo?

4 Rojas
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Respuesta:

(Ganancia esperada: Bernardo
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Batanero, C., Alvarez-Arroyo, R. Hernandez-Solis, L. A. y

Gea, M.M. (2021). El inicio del razonamiento probabilistico.
PNA, 15(4), 267-288.
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El conjunto de investigaciones analizadas advierten que la
intuicion en probabilidad, y mas concretamente la capacidad de
comparar probabilidades, progresa por etapas.

Estas etapas tienen una fuerte relacion con las correspondientes
al desarrollo del razonamiento proporcional pero no son
equivalentes.

En consecuencia, el estudio de fracciones por si s6lo no lograra
gue el estudiante progrese hacia la etapa mas avanzada de su
razonamiento probabilistico.
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Por otro lado, como se muestra en varios de los estudios, el
contexto influye fuertemente en las estrategias utilizadas en
problemas equivalentes (desde el punto de vista probabilistico).
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Variables

Nivel de Sesgos de
razonamiento razonamiento

Comparacion de Juego
probabilidades equitativo

Continuo

Construccion de Comparacion
espacios muestrales de razones
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@ | Etapa: Estudio exploratorio

CARTAGO

Grupo de
estudio

55 estudiantes 27 mujeres
(Sexto curso) 28 hombres

Escuela Escuela
publica (26) privada (29)

11 anos: 40 estudiantes
12 anos: 15 estudiantes
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® Etapa: Estudio ampliado

Estudiantes de 62 de Primariay 12 a 42
de la Educacion Secundaria Obligatoria

Grupo de

estudio ] N ]
Estudiantes de 62 curso primaria, 32 ciclo

Costa Rica completo de Educaciéon General Basica y
de 12 curso de Bachillerato
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Descripcion de la muestra

Tabla 1. Composicidon de la muestra, segun curso escolar, pais y
cuestionario.

Curso

CostaRica Espana CostaRica Espana CostaRica Espana
62EGB 35 39 33 39 68 78

7°EGB/12ESO 26 43 26 37 52 80
82EGB/22ESO 31 32 33 31 64 63
92EGB/32ESO 26 50 26 46 52 96

102ED/42ESO 27 55 29 40 56 95
Total 145 219 147 193 292 412

704 estudiantes
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Tipos de tareas

> Comparacion Actividades Construccion
Cé)énr%iroancelgn de de juego de espacio
probabilidades equitativo muestral

| |
| | | |
Dispositivos Dispositivos Dispositivos Dispositivos
discretos continuos continuos discretos

6 niveles de dificultad en la escala de

Noelting(1980a, 1980b)
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Batanero, C. y Hernandez-Solis, L. A. (2023).
Razonamiento proporcional en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses y
espanoles. Uniciencia, 37(1), 1-20.
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.21

Gea, M. M., Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C.
y Alvarez-Arroyo, R. (2023). Relating students’
proportional reasoning level and their
understanding of fair games. Journal on
Mathematics Education, 14(4), 663-682.
https://doi.org/10.22342/ime.v14i4.pp663-682
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performance in comparing probabilities in spinners.
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@

STATISTICS EDUCATION

RESEARCH JOURNAL

Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M. M. (2023). Analysing

Costarican and Spanish students” proportional reasoning and
comparison of probabilities. Statistics Education Research Journal,

22(3), 1-23. https://doi.org/10.52041/serj.v22i3.659
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Para cada nivel escolar y pais,

e ¢Cual es la dificultad relativa de comparar probabilidades en urnas
para problemas de diferente nivel de razonamiento proporcional
segun Noelting (1980a, 1980b)?

* ¢Coincide esta dificultad con la de comparacion de razones en
problemas del mismo nivel de razonamiento?

 ¢Qué estrategias usan los estudiantes en diferentes cursos y
ambos paises para comparar razones y probabilidades? ¢Hay
estrategias incorrectas especificas de la comparacion de
probabilidades?
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Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 2 vasos de zumo de limon con 3 vasos de agua. Juan
mezcla 1 vaso de zumo de limén con 3 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de
liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limén Agua Zumo de limon Agua

88 555 § 5§55

¢ Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?
() La de Elena. (Opcion correcta)
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:

Composicion Nivel de razonamiento proporcional Nivel de dificultad
(2,3) vs (1,3) |A. Intuitivo inferior 1
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Item 7.En la caja A hay 3 fichas negras y 2 fichas blancas. En la caja B hay 5 fichas negras y 2
fichas blancas. Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;En cudl es mds probable sacar una ficha
negra? Sefiala la respuesta correcta:

( ) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

( ) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B. (Opcion coirecta)

() En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

() No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

Composicion Nivel de razonamiento proporcional Nivel de dificultad
(3,2) vs (5,2) |A. Intuitivo inferior 1
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Categorias de analisis de estrategias

Estrategias aditivas Estrategias multiplicativas
Comparar totales en cada razon. Relacion de equivalencia a la unidad.
Comparar los primeros téerminos “a” Relacion de equivalencia entre
de las razones. razones.

Comparar los segundos términos “b” Correspondencia entre términos de
de las razones. las razones.

Comparar la diferencia entre los Proporcionalidad.

términos de cada razon.




Facultad de
Educacion

Universidad de

los Andes

Colombia

La mirada profesional al razonamiento
proporcional y algebraico en la practica estadistica

Centro de investigacion
m y formacion en
Educacion Matematica

me Razonamiento proporcional y algebraico y razonamiento probabilistico

En concordancia con trabajos previos como el de Pérez Echeverria
et al. (1986), las dificultades de resolucion de los items de
comparacion de razones aparecen o van aumentando al
requerirse estrategias multiplicativas, pues muchos estudiantes
recurren otra vez a estrategias aditivas, que pueden encubrir el
sesgo del numero natural (Gomez y Dartnel, 2019; Gonzalez-Forte

et al., 2022).
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Estrategias erroneas mas frecuentes

 Comparacion de un solo término en los cocientes.

I1IB. Operacional formal | 4
OO0 :
DI L) tj”io.c%l — < — superior

. Comparauon de casos p05|bles 0 diferencias.

Elena Juan
Zumo de limon Zumo de limon

§58 ©° |88 559

vi|w
V
N A
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También, se observa que los niveles de dificultad en la investigacion de
Pérez Echeverria et al. (1986) se aplican en la comparacion de
problemas de razon, pero no en la probabilidad para problemas de
nivel de dificultad 3 en su clasificacion. La tarea 10 (nivel 2 en Ia
clasificacion de Pérez Echeverria et al.) fue mas dificil que las tareas 11
v 12 (niveles 3 y 4 en dicha clasificacion) en algunos cursos.
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Sesgos de razonamiento

Sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988)
E614: «En la urna B, obviamente hay mas fichas negras; pero hay posibilidad de negra
en ambas urnas, por lo que la probabilidad es la misma»

Enfoque del resultado (Konold. 1989)

E10: «<Puede haber resultados diferentes porque se elige con los ojos cerrados. Aunque
la urna con mayor numero sea mas probable, esto no influye en los resultados».

Consideraciones fisicas

E103: «Porque cuando agitamos la urna, la bola blanca subira a la parte superior de la
urna A, pero aun existe la oportunidad de que salga una bola negra. Cuando agitamos
la urna B, las bolas negras subiran a la parte superior, pero sigue existiendo la
posibilidad de que salga la bola blanca».
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Nivel de Razonamiento PROPORCIONAL- Costa Rica Nivel de Razonamiento PROBABILISTICO-Costa Rica
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Las tareas clasificadas en los niveles IA y IB (nivel intuitivo inferior
vy medio en la clasificacion de Noelting, 1980a, 1980b) resultaron
muy faciles para los estudiantes de la muestra, que las resolvieron
correctamente en un alto porcentaje (al menos el 80% en
cualquier pais) en todos los grados, para ambos tipos de items.
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* Ladificultad aumenta en los problemas de nivel IIA (equivalencia
con la clase unitaria), que es ligeramente superior en la
comparacion de los items de probabilidad.

* El éxito en los problemas de nivel IIB (clase de equivalencia de
cualquier razén) aumenta progresivamente por curso, con mas
fuerza en la comparacion de razones y en Espana (respecto a Costa
Rica).

* Pocos estudiantes de ambos paises, utilizan estrategias
multiplicativas. Esta es la razén por la que no resolvieron
correctamente los problemas mas dificiles.
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Se observa que pocos estudiantes, incluso en el 102 curso (Costa Rica)
0 42 de la ESO (Espana), resuelven correctamente la totalidad de
problemas; especificamente, son muy complicados los items
correspondientes a los niveles de razonamiento proporcional llIA y 1B,
por lo que, en la muestra del Estudio 2, la edad esperada en que se
alcanza dicho razonamiento es mayor que la supuesta por Noelting
(1980a, 1980b).
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Se encontro una correlacion entre el razonamiento proporcional y
el probabilistico, que fue mayor que la existente entre cualquiera
de estas variables y el curso escolar.

lgualmente, se observa una mayor dificultad de los problemas de
probabilidad que en los de comparacion de razones en los
niveles superiores de razonamiento, coincidiendo con los
hallazgos de Pérez-Echeverria et al. (1986) y los resultados
comunicados por Supply et al. (2020) con estudiantes alemanes
en las pruebas PISA.
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Los diferentes resultados mostrados complementan investigaciones anteriores:

v" No se encontré ningun estudio que analizara de forma sistematica y conjunta la
comparacion de probabilidades y razones en el mismo rango de edad que el considerado
en el estudio presentado.

v En Costa Rica no se disponia de datos relacionados, y las investigaciones llevadas a cabo en
Espana no incluian las mismas edades; ademas, utilizaban muestras de tamano moderado.

v" Pocos estudiantes (ambos paises) utilizaron estrategias multiplicativas, que interpretamos
como la razon mas influyente por la que no resolvieron correctamente los problemas mas
dificiles. El docente requiere atender a esta necesidad desde el desarrollo del
razonamiento proporcional y algebraico en relacion al razonamiento probabilistico de los
estudiantes.
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v’ Es necesario analizar la actividad algebraica desde cualquier area de las matematicas.

v" El uso de la tabla estadistica acompafia a la actividad de recogida, organizacion y andlisis
de la informacion estadistica de manera natural. Por tanto, del analisis de su tipologia
encontramos diferentes niveles de algebrizacion que pueden explicar las dificultades de
los estudiantes en su uso.

v" La estadistica forma parte de la educacidn deseable para un ciudadano, en cuanto al
desarrollo de su razonamiento critico, lo que redunda en el desarrollo de la capacidad en
lectura e interpretacion de informacion (tablas y graficos estadisticos, resumenes e
inferencias en base a datos) que con frecuencia aparecen en los medios de comunicacion.

v’ Se requiere una mirada profesional a la ensefianza y aprendizaje de los contenidos
matematicos en el aula desde los posibles sesgos en situaciones bajo incertidumbre.
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