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Resumen

A partir del analisis de la presentacion de las ecuaciones de primer grado en los manuales
escolares, se muestra una experiencia realizada en aula con alumnos de séptimo grado (1°
de ESO), en la que se desarrolla la unidad didactica de Introduccion al Algebra mediante el
juego de las adivinanzas, profundizando posteriormente con el modelo analdgico de la
balanza. Se ha trabajado tanto con nimeros enteros positivos como negativos. Finalmente
se comentan los resultados de la aplicacion de estos modelos y las incidencias surgidas en
el aula durante la realizacion de la experiencia.

Introduccion

Los alumnos de 1° de ESO (séptimo grado), de 12 y 13 afios, se encuentran en el momento
de transicién de la etapa de las operaciones concretas a la de las operaciones formales (Piaget,
1983). Esto, entre otros factores, hace que muestren dificultad en la comprension de la unidad
didactica de Algebra, ya que es la primera ocasion en la que se encuentran ante procesos de
abstraccion. Numerosos autores han constatado esta dificultad presente en nuestras aulas y
han analizado dichos procesos proponiendo modelos didacticos o lineas de investigacion
(Castro, 2012; Filloy, Puig y Rojano, 2008; Hurtado, 2013; Kieran, 2006; Palarea, 1998;
Rojano, 2010; Socas, 2007; Socas, Camacho, Palarea y Hernandez, 1989).

Marco Teorico
La referencia més antigua de este modelo se ha encontrado en el manual “De la tabla de
multiplicar a la integral. Unas matematicas para todos” (Colerus, 1947). En el capitulo XIII,

presenta las ecuaciones de primer grado con una incégnita proponiendo una adivinanza: “Sin
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entrar aun a teorizar, planteémonos una adivinanza...” (Colerus, 1947). Unas paginas mas
adelante propone la idea de la balanza: “Aunque no sea muy matemadtico, nos valdremos de
una imagen: supondremos que la ecuacion es una balanza...” (Colerus, 1947).

El modelo analdgico de la balanza ha sido estudiado por otros autores (Palarea, 1998; Rojano,
2010; Socas, Camacho, Palarea y Hernandez, 1989). Hay también otra referencias sobre el
modelo explicito diagramatico de las adivinanzas y otros modelos tales como maquinas,

gréficas, tableros de fichas, etc. (Socas, Camacho, Palarea y Hernandez, 1989).

La puesta en practica de este modelo se ha basado en la Teoria de las Situaciones Didacticas
(Brousseau, 2007; Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

lustracién 3. Guy Brousseau

Esta Teoria fue planteada por Guy Brousseau! (llustracién 3), primera medalla Félix Klein en 2003 otorgada

por la Comision Internacional de Instruccién Matematica.

Segun la misma, el alumno aprende adaptandose a un medio (Sierra, Bosch y Gascon, 2012)
en el que se encuentra con contradicciones, dificultades y desequilibrios. El profesor elegira
asi, problemas que provoquen en el alumno las adaptaciones deseadas.

El profesor no interviene, es decir, no le ofrece los conocimientos que quiere ver aparecer

(lustracion 4, llustracion 5).

11 Imagen tomada de www.ardm.eu
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llustracion 4. Esquema incompleto de modelizacién llustracion 5. Esquema adecuado de modelizacién de
de la ensefianza (Brousseau, 2007) la ensefianza (Brousseau, 2007)

En esta Teoria hay dos fases clave: la devolucion y la institucionalizacion.

El profesor plantea al alumno una situacion adidéctica que esta a su alcance. Esa situacion
involucra al profesor en un juego con el sistema de interacciones del alumno con su medio.
Ese juego mas amplio es la situacion didactica. Es decir, es la situacién que tiene
intrinsecamente la intencion de ensefiar, o de que el alumno aprenda algo.

Mediante la “devolucion”, el profesor hace que el alumno acepte la responsabilidad de una
situacion de aprendizaje o de un problema y acepta él mismo las consecuencias de dicha
transferencia.

La situacion termina con un momento final de revisién y ordenacion de lo que se ha hecho.
Es la fase de “institucionalizacion”. Se trata de otorgar el caracter de “saber” a determinados
“conocimientos”, ya que los conocimientos quedarian contextualizados y reducidos al

recuerdo si no hubiera institucionalizacion en saberes.

Metodologia
La metodologia empleada responde al paradigma de investigacion en accion (Elliott, 2010;
Stenhouse, 1998).

Se plantearon dos objetivos (llustracion 6):
Objetivo 1. Analizar la presentacion de las ecuaciones de primer grado en los manuales
escolares.
Objetivo 2. Disefiar y experimentar una situacion que provoque en el alumno un aprendizaje
de las ecuaciones de primer grado por adaptacion al medio.
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Objetivo 1 Objetivo 2

Analizar la presentacion de las Disefiar v experimentar una
ecuaciones de primer grado en situacion de aprendizaje por
los manuales escolares adaptacién al medio

llustracion 6. Objetivos planteados en la investigacion

La investigacion se ha desarrollado durante el curso 2015/2016 en las siguientes fases

(lustracion 7):

Fase tedrica.

Se realiz6 un andlisis de la presentacion de las ecuaciones de primer grado en una
muestra incidental (Pereda, 1987) de manuales escolares. También se analizo el
software existente sobre dichas ecuaciones.

Se estudid el marco teorico y se realiz una revision de la literatura existente.

Se disefid la situacion de aprendizaje de ecuaciones de primer grado con el modelo
de adivinanzas y balanzas.

Fase experimental.

Se aplico en el entorno real del aula el modelo disefiado. Se utilizo, de nuevo, una
muestra incidental (Pereda, 1987) de 30 alumnos (18 chicas y 12 chicos) de 1° de
ESO de un Instituto pablico de Madrid, durante el curso 2015/16, durante las 8
sesiones destinadas a esta unidad didctica.

Fase de evaluacion.

Esta fase incluye el analisis de los resultados, la evaluacion del modelo, asi como la

redaccion y difusién de la experiencia.
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Fase tedrica Fase de evaluacion

U e’ b

Fase experimental

lHustracion 7. Fases de la investigacion

Resultados

Se presentan los resultados obtenidos en funcidn de los objetivos planteados.

Primer resultado. Se ha analizado la presentacién de las ecuaciones de primer grado en una
muestra de manuales escolares (Bujanda y Mansilla, 2002; Ingelmo y Zarate, 2015; Machin
y Rey, 2015; VVAA, 2010).

En ellos se introduce el lenguaje algebraico como generalizacion del lenguaje ordinario o
como generalizacion de la aritmética y se introducen las expresiones algebraicas.

En (Bujanda y Mansilla, 2002), a continuacién de esta presentacion se utiliza el modelo
analogico de la balanza para explicar el signo igual y las ecuaciones equivalentes con la idea

de equilibrio.

Un software existente para la resolucion de ecuaciones de primer grado, disponible en
Internet en espafiol, esta en la Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales (National
Library of Virtual Manipulatives).

Es una herramienta interactiva que facilita al profesor el trabajo, liberandole de la necesidad
de disefiar una balanza con cajas y pesas para cada ecuacion. Al alumno le posibilita, ademas,
el aprendizaje autonomo (llustracion 8).

Este proyecto educativo de la Universidad de Utah empezé en 1999 y ha sido financiado por
la Fundacion Nacional para la Ciencia (National Science Foundation), como se puede ver
en su sitio web (http://nlvm.usu.edu/es/nav/siteinfo.html).

Permite trabajar solo con nimeros naturales y también con enteros negativos.
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Algebra (Grados 6 - 8)

Arbol de Factores - Factoriza ndmeros usando un diagrama de adrbol.

Balanza Algebraica - Resuelve ecuaciones lineales sencillas usando una
balanza.
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Balanza Algebraica - Negativos — Resuelve ecuaciones lineales sencillas
usando una balanza.
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llustracion 8. Balanza Algebraica de la Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

El Proyecto Gauss (llustracion 9) desarrollado por el Instituto Nacional de Tecnologias
Educativas y de Formacion del Profesorado (INTEF), permite trabajar con nimeros enteros

positivos y negativos (http://recursostic.educacion.es/gauss/proc/).

& C | @ https;//procomun.educalab.es/es/ode-search?query=ProyectoGauss&type=LEARNING_RESOURCE&auto=&page=34&sori=tith Q ¥ H
W] Balanza (naturales)
INTEF | 18/11/2016 =
' . Este objeto educativo forma parte del Proyecto Gauss, desarrollado por el ITE para su utilizacion en una
Z-E"' + L,,_',] pizarra digital y en los ordenadores del alumnado. Creado utilizando el applet de Geogebra, simula una
e balanza en la que el contenido de cada uno de los platillos se corresponde con uno de Los miembros de
una ecuacién. Para resolver dicha ecuacion hay gue reducir el contenido de Los platilios tanto como se
pueda, mantenienda en tode momente el equilibrio
( resolucion de ecua uaciones de primer grado ) { ecuacion lineal )
("equilibrio en balanzas ) ( soluciones_naturzles ) (|
AREA DE CONOCIMIENTO Matematicas
Educacion Secundaria Obligatoria, 12 - 15 afios / Primer curso, 15 - 14
CONTEXTO EDUCATIVO afios / Segundo curso, 14 -15 afios / Tercer curso, 15 - 16 / Cuarto curse,
Bachillerato
Texto narrative, Presentacion multimedia, Aprendizaje basado en
TIPO DE RECURSO problemas
i) Balanza (enteros)
INTEF | 18/11/2016 =
“ eml’ ™ Esteobjeto educativo forma parte del Proyecto Gauss, desarollado por el ITE para su utilizacion en una
= pizarra digital y en los ordenadores del alumnado. Creado utilizando el applet de Geogebra, simula una
WRETEEEER i anes en ls que =l contenica de cada uno de L0 platillos se corresponde con uno d (o3 miembros de -

llustracion 9. Balanza del Proyecto Gauss

Ambos tienen sus ventajas e inconvenientes.
e El primero es mas amigable, pero funciona con Java.
e El segundo trabaja en html pero es menos amigable.
En esta experiencia didactica se ha trabajado con la Biblioteca Nacional de Manipuladores

Virtuales.
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Segundo resultado. Se ha disefiado y experimentado una situacion de aprendizaje de las
ecuaciones de primer grado por adaptacion al medio (Sierra, Bosch y Gascon, 2012).

Se muestran extractos de las sesiones.

Situacién 1. Adivinanzas

Se plantean ecuaciones de primer grado sencillas, como en el manual escolar, desde x + b =
d, hasta ax + b = cx + d. De esta manera, el alumno constata la insuficiencia de esta técnica

y se pasa al modelo de la balanza (llustracion 10).

*  Aun nimero le sumames 6 y nos da 8. ¢Cudl es?
o+6:=8

A un nimero le restamos 3 y nos da -5. {Cudl es?
o-3=-5

* Unnimero lo multiplicamos por 4 y nos da 12. ¢Cuél es?
4-o=12

* Unnimero lo dividimos entre 4 y nos da 8. ¢Cudl es?
o0/4=3

* Averigua el nimere: 4- o0 +4:=8-0+7
llustracion 10. Adivinanza
Situacion 2. Balanzas (con nimeros enteros positivos y negativos)
Se plantean ecuaciones del tipo ax + b = cx + d. Inicialmente con coeficientes nimeros
enteros positivos y en segundo lugar con nimeros enteros positivos y negativos. Se trata de
ver “cuantas cajas de 1” hay en una “caja marcada con la x”. Los globos son contrapesos,

que simbolizan las cantidades negativas.
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llustracion 11. Balanza con nimeros enteros positivos

2x-3=-x+9
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llustracion 12. Balanza con nimeros enteros negativos

Discusion de los resultados y conclusiones

En cuanto a los resultados del primer objetivo, seria deseable una mayor conexion entre las
lineas de investigacion en Didactica del Algebra y los planteamientos de algunos manuales
escolares. Esto se puede conseguir utilizando las herramientas informéticas que permiten

modelizar la ensefianza.

En lo referente a los resultados del segundo objetivo, cabe comentar tanto el disefio como la
experimentacion de las situaciones didacticas.

Disefio de las situaciones.

Las situaciones disefiadas cumplen las caracteristicas de las situaciones de aprendizaje por
adaptacion al medio (Sierra, Bosch y Gascén, 2012).

Se plantea un tipo de problemas: En la primera situacion, se trata de adivinar un nimero; en
la segunda situacion, de adivinar cuantas “cajas de 1” hay en una “caja de X, manteniendo

el equilibrio de la balanza (llustracion 11, Ilustracion 12).
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El alumno dispone de una estrategia inicial o base para empezar a resolver el problema, que
consiste en ir probando. Dicha estrategia no coincide con la estrategia éptima que es la
resolucion de la ecuacion.

Los problemas se han presentado a los alumnos como un medio no didactico, es decir, no
perciben la intencionalidad didactica de la propuesta.

Los alumnos pueden comprobar, sustituyendo, si la solucién obtenida es valida.

Experimentacion de las situaciones.

Los alumnos jugaron a las adivinanzas y balanzas sin tener la informacién de que estabamos
empezando la nueva unidad didactica. Poco a poco se fueron introduciendo en el Algebra.
Fueron descubriendo que, mediante este juego, estdbamos resolviendo ecuaciones de primer
grado. A esto también contribuy6 el hecho de que fuera del entorno escolar algunos reciben
apoyo Yy clases particulares.

La actitud de los alumnos ante este tema ha sido muy positiva ya que han mostrado interés y
les ha gustado trabajarlo de manera ldica, si bien queda pendiente medir las mejoras en el
aprendizaje.

La comprensidn de las ecuaciones con numeros enteros negativos ha sido facil con el recurso
de los globos utilizados en la aplicacion. Otras propuestas emplean poleas. Los alumnos de
1° de ESO no tienen suficientes conocimientos de Fisica como para comprender la analogia.
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