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Resumo

Nesta comunicagdo pretendo apresentar um conjunto de ideias resultantes da abordagem
das transformacgdes geométricas, numa superficie plana, em resultado da identificacdo de
simetrias, rosaceas, frisos e padrbes na natureza, na arte e na arquitetura. Numa perspetiva
tedrica, abordo algumas variagfes em torno dos conceitos e das relacdes geométricas,
nomeadamente das isometrias, reforgando as simetrias e a composi¢éo de transformagdes.
O trabalho empirico resultou de um conjunto de aulas no ensino superior com futuros
professores de um curso de mestrado de ensino do 1.° ciclo do ensino bésico e de matematica
e ciéncias naturais no 2.° ciclo do ensino basico (alunos dos 6 aos 12 anos). A metodologia
utilizada na analise dos dados assumiu uma natureza interpretativa com recurso aos registos
audio de todas as aulas, as notas do professor e as produgdes dos futuros professores no
contexto das aulas e dos trabalhos realizados autonomamente. Os dados apontam para uma
redescoberta, por parte dos futuros professores, do conceito de simetria, envolvendo
simetrias, rosaceas, frisos e padrdes, através de um novo olhar matematico sobre a natureza,
a arte e a arquitetura, tendo em atencéo o trabalho em sala de aula com alunos do 2.° ciclo
do ensino basico.

1. Abertura: Contextualizacdo, Participantes e Propdsito

As isometrias do plano sdo abordadas nos primeiros anos de escolaridade através de
representacdes graficas sem grande formalizacdo, habitualmente em torno de simetrias de
reflexdo — construcdo de figuras com eixo de simetria e identificacdo de eixos de simetria em
figuras planas. No 2.° ciclo do ensino bésico, o Programa e Metas Curriculares de Matematica
(PMCM) (MEC, 2013) prevé, no 6.° ano de escolaridade, a lecionagéo das transformacdes
geométricas de reflexd@o e de rotacdo e as respetivas simetrias. Do mesmo modo, o anterior
Programa de Matematica do Ensino Basico (PMEB) (ME, 2007) defendia que “as isometrias

permitem desenvolver nos alunos o conceito de congruéncia (...). Este tipo de
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transformagdes permite a exploragdo, construgdo e classificagdo de frisos e rosaceas” (p. 37),
apresentando como contetido matematico a lecionar as reflexdes, rotacoes e translagdes e as
simetrias axial e rotacional.
Apesar das distintas abordagens educacionais dos dois programas, o tema das transformacoes
geomeétricas — reflexdes e rotacdes — esta presente em ambos 0s programas, no mesmo ciclo
de ensino. A abordagem proposta pelo PMEB (ME, 2007) € didaticamente mais integradora
do que a abordagem do PMCM (MEC, 2013) que remete os professores para um conjunto de
metas curriculares com uma perspetiva axiomatica da geometria. Como nos refere Bastos
(2007),
As isometrias (...) devem ser trabalhadas em conjunto porque é na comparaciao das
suas propriedades — pontos fixos, orientacdo dos originais e das imagens e outras — e
nas composicdes e relacbes entre elas que reside a tal estrutura que devemos ir
progressivamente revelando aos alunos, ao longo da escolaridade (p. 27).
No &mbito do mestrado em Ensino do 1.° Ciclo do Ensino Bésico e de Matemaética e Ciéncias
Naturais no 2.° Ciclo do Ensino Basico, destinado a formacdo de professores dos anos
iniciais, lecionei a unidade curricular de Transformacgdes Geométricas no 1.° semestre do 2.°
ano do referido curso de mestrado. A turma era constituida por seis futuros professores
detentores de uma licenciatura em Educacdo Baésica. Nesta licenciatura, os futuros
professores frequentaram cinco unidades curriculares na area cientifica da matematica,
envolvendo as subareas dos nameros, geometria, medida, algebra, estatistica e
probabilidades. Assim sendo, os futuros professores tinham uma formacdo global no
contexto da matematica para 0 ensino nos primeiros anos de escolaridade. Contudo, o
conhecimento sobre transformacdes geométricas era pouco consistente, em consonancia com
0 estudo realizado por Gomes (2012) em que os “futuros professores ndo parecem estar
preparados para ensinar transformacfes geométricas. (...) Aparentemente 0 modo como as
transformacfes geométricas foram abordadas ndo permitiu ultrapassar/colmatar muitas das
dificuldades/erros apresentadas pelas alunas” (p. 241).
Nesta comunicacdo irei abordar as ideias matematicas de simetria, rosicea, friso e padrdo, a
partir das concecdes dos seis futuros professores no decorrer das aulas de mestrado, tendo
por propdsito realcar as concecdes explicitas e as praticas subsequentes que resultaram numa

alteracdo das ideias matematicas iniciais dos futuros professores.
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2. Simetria: Concec0es, Definicédo e Pratica
As simetrias abordadas nos primeiros anos de escolaridade reduzem-se a reconstrucéo de
uma figura a partir da sua metade, através da reflexdo em relagdo a um eixo vertical ou
horizontal. Os futuros professores tinham, no ano letivo anterior, lecionado, em contexto de
supervisdo, no 1.° ciclo do ensino basico. Apenas um dos futuros professores tinha abordado
0 tema no contexto das suas aulas supervisionadas — «Dei as simetrias [1.° ciclo] (...) foi s6
mesmo desenhar de um lado para o outro» [Inés] — em torno da reflexdo de uma figura
segundo um eixo e ndo da identificacdo do eixo de reflexdo numa figura com simetria axial.
Simetria Axial. As concec¢des dos futuros professores, apesar de todo o percurso escolar
anterior, resultavam no conceito de simetria restrito a simetria axial — «Segundo um eixo,
uma linha no centro da imagem (...) quando sobrepostos tem que haver coincidéncia total
dos pontos» [Sara]. Questionados sobre as simetrias do quadrado, os futuros professores
identificaram as quatro simetrias axiais do quadrado, associadas as duas diagonais do
quadrado e as duas mediatrizes dos pares de lados paralelos ao quadrado — «[As]
transformagoes que tu podes fazer para obter a mesma figura (...) S6 conseguimos colocar o
espelho em quatro posi¢des» [Helena].
Simetria Rotacional. Interrogados sobre a simetria de um quadrado apds a rotacdo de um
quarto de volta, de meia volta ou de trés quartos de volta da figura plana com centro no ponto
de intercecgéo das suas diagonais, os futuros professores observaram que «estamos a rodar em
relacdo a um ponto e ndo a um eixo» [Ana], reconhecendo que a imagem no seu todo mantem-
se inalterada. Este confronto originou uma questdo de uma futura professora: «Para ser
simétrica tem que ser em relacdo a um eixo ou ndo?» [Helena].
Simetria Axial e Rotacional. Esta interrogacdo despoletou a necessidade de apresentar a
definicdo de simetria em figuras planas:
Numa figura, a simetria consiste numa transformacao que mantém a figura invariavel
na medida em que, depois de submetida a essa transformacdo, mantém, globalmente, o
seu aspeto inicial, embora alguns dos seus pontos possam ser deslocados em
consequéncia da mesma (Devlin, 2002, p. 152).
A partir da definicdo de simetria em figuras isométricas, particularizou-se os casos da
simetria axial e da simetria rotacional. A sistematizacdo do conceito resultou num

reconhecimento, por parte dos futuros professores, que as suas concegdes sobre as simetrias
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divergiam da definicdo — «[As defini¢cbes] sdo mais completas do que as ideias que nds
tinhamos (...) aquilo que aprendemos e fizemos na escola» [Sara] —em resultado de praticas
letivas muito associadas as simetrias axiais e pouco exploradas no que respeita as simetrias
rotacionais.

A partir da definicdo de simetria em figuras planas ocorreu a exploracdo de situacbes
extremas e a reflex&@o sobre a simetria de uma figura com uma rotagéo de zero graus. Perante
0 questionamento do nimero de simetrias de um segmento de reta, os futuros professores
comecaram por identificar uma simetria de reflexdo segundo um eixo perpendicular ao
segmento no seu ponto médio (mediatriz) e uma simetria de rotacdo de meia volta em torno
do ponto médio do segmento — «Tem simetria de reflexdo e em termos de rotacdo, se nés
fizermos assim (roda com centro no ponto médio) sé uma, s6 tem uma simetria, ndo vamos
contar com o zero» [Sara]. A identificacdo da simetria axial com eixo coincidente ao
segmento de reta e a simetria rotacional de volta inteira ndo surgiu de modo imediato, mas
em resultado da exploracéo da definicdo de simetria e da nogéo de dimensao zero das linhas
em geometria.

A identificacdo das simetrias axiais e rotacionais de um poligono regular, ap6s a discussao
inicial em torno do quadrado, transformou-se hum mero exercicio. Contudo, a generalizacao
do circulo como um poligono regular de infinitos lados néo foi pacifica — «Quantas simetrias
axiais e rotacionais tem um circulo? As simetrias axiais e rotacionais sdo exatamente as
mesmas» [Sara] «Se calhar ndo € infinito» [Helena] «J& ndo é um poligono regular, aquilo
pode ja ndo se verificar!» [Ruben]. O questionamento em relacdo as suas préoprias concegdes
gerou um aprofundamento do conhecimento matematico e a ndo assung¢do 6bvia, apesar da
sua evidéncia, do circulo como uma figura simétrica com reflexdes em qualquer didmetro e
rotacOes a volta do centro em qualquer angulo. A exploracdo de simetrias axiais e rotacionais
gerou um reconhecimento em diversos contextos como por exemplo na natureza (figuras 1 e
2) ou na arquitetura (figura 3).
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Figr 1: Feij6 Fig'ra 2: Aloe poI Fiéura 3: Porta
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Estes casos de simetrias axiais (figura 1), com uma reflexd@o vertical, de simetria rotacional
(figura 2), com uma rotacdo no centro da planta e um angulo de 72° (setenta e dois graus) e
de simetria de translacdo (figura 3) (imaginando um prolongamento da transformacéo), com
0 vetor de meia porta, retratam as simetrias de reflexdo, rotacéo e translacédo. Esta abordagem
didatica a partir de artefactos naturais ou culturais € defendida pelos futuros professores como
uma forma dos alunos autonomamente construirem o seu conhecimento matematico — «Um
trabalho que poderia ser realizado com os alunos, desde a recolha de fotografias, a sua
analise» [Ana].

3. Rosaceas: Definicéo e Representacgdes

Déa-se 0 nome de rosacea as figuras que admitem repetices dentro de uma regido limitada
do plano, em torno de um ponto, isto &, que admitem simetrias rotacionais, mesmo que nao
tenham simetrias axiais. No caso de terem apenas simetrias rotacionais, as rosaceas sao
grupos ciclicos; no caso de terem, em igual numero, simetrias axiais e rotacionais sdo grupos
diedrais (Bellingeri, Dedo0, di Sieno & Turrini, 2003). Numa rosacea 0s eixos de simetria,
quando existem, passam todos pelo centro de rotagdo (Unico) de todas as simetrias
rotacionais. A associacao das rosaceas a forma circular parece condicionar as perspetivas dos
futuros professores a classificacdo de outras formas em rosaceas, como por exemplo algumas
letras maiusculas do alfabeto. A propoésito da discussdo em torno das simetrias da letra S
(naturalmente que depende do tipo de letra), os futuros professores identificaram-na como
uma rosacea ciclica — «[O S] tem 180 [meia volta]. SO tem rotacional» [Sara]. Este mesmo
confronto com as concecdes de rosacea ocorreu a propésito de uma gravura do pintor Nassos
Daphnis (figura 4) utilizada para ilustrar um exemplo de rotagdo por meia volta sem reflexdes
— «Ja viram, ndo tem aspeto de roséacea [ciclica]» [Catia].

)\
A

Figura 4: Nassos Daphins (1978)
Num estudo (Batista, Guerreiro & Lopes, 2015), desenvolvido no 2.° ciclo do ensino basico,
alguns alunos identificaram na gravura (figura 4) uma simetria de meia volta com centro no
centro da gravura — ponto de interce¢é@o das diagonais do quadrado, contudo outros alunos

imaginaram erradamente a existéncia de reflexdes nesta gravura.
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4. Frisos: Definicédo e Representacdes

Os motivos repetidos numa Unica direcdo, atraves de translagdes, sdo grupos infinitos e
denominam-se grupos de frisos. A classificacéo de frisos sem reflexdes horizontais mas com
reflexdes deslizantes (figura 5), de entre os sete tipos de frisos, geraram maior discussao em
motivo da dificuldade de identificacdo da célula do friso (figura 6):

cToloTe [orals

d

Figura 5: Friso Figura 6: Possivel célula do friso

Os futuros professores identificaram com facilidade a reflexdo vertical e a auséncia de
reflex@o horizontal — «Acho que tem um eixo vertical (...) e depois ndo tem eixo horizontal»
[Inés] — mas mostraram maior dificuldade na identificacdo da reflexdo deslizante — «Tem
uma horizontal deslizante (...) vai para baixo e desliza um bocadinho» [Céatia]. A
identificacdo da célula do friso — motivo minimo que reconstréi o friso apenas por translaces
— tornou-se um auxiliar importante na classificagcao dos frisos.

A classificacdo do friso (figura 7), sem atender & irregularidade da faixa de fundo, gerou

controvérsia até a identificacao da célula do friso.

Figura 7: Friso

Os futuros professores comecgaram por ndo identificar qualquer simetria — «N&o tem reflexéo
vertical, tem horizontal e ndo tem rotacdo» [Sara] —, em resultado das dimensGes distintas
dos circulos, ou reconhecer apenas reflexfes verticais — «Tem vertical [Ana e Inés]». A
identificacdo da célula do friso gerou um maior conhecimento sobre 0 mesmo — «Uma
(circulo) inteira e duas metades, assim ja tem» [Helena] —, gerando uma correta classificacdo
do friso — «Para mim tem tudo» [Catia].

Os futuros professores classificaram diferentes tipos de frisos e desenvolveram atividades de
geracdo de novas composicdes de frisos, a partir de um friso existente, por variacao das regras
dos grupos de simetrias (Pires, Silva, Alves, Dametto & Vecchia, 2013). Esta abordagem foi
desenvolvida por uma futura professora a partir de frisos dos gradeamentos dos balc6es de
varandas de estilo pombalino (século XVIII), destacando a importancia da relagdo com os

artefactos culturais na construcdo do conhecimento matematico:
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Este olhar diferente para diversos elementos nomeadamente gradeamentos, azulejos,
portdes, portas, mascaras, tecidos, entre outros, tanto em contexto de sala de aula como
fora desta, foi um aspeto fundamental e potenciador de aprendizagens, uma vez que
todos eles permitiam momentos de andlise e de discussdo permitindo uma
aprendizagem constante [Catia].
Decorrente da analise dos frisos com reflexfes deslizantes ou com meia volta, os futuros
professores identificaram a existéncia meia volta, rodando a figura, através da verificacdo da
manutencdo da configuracdo global e, apds a identificacdo ou ndo da meia volta, discutiram
a existéncia de reflexdes verticais, horizontais ou deslizantes.
5. Padroes: Definicao e Representagoes
Os padrdes sdao motivos (célula de malha) repetidos em duas direcdes cujos vetores das
translacdes estruturam uma rede retangular, quadrada ou rémbica (Veloso, 2012). Numa
investigacdo de Viseu, Menezes e Almeida (2013) com professores do 1.° ciclo do ensino
béasico, os “professores do estudo reconhecem a no¢éo de figura padrdo de uma pavimentagéo
mas ndo identificam as transformagdes geométricas necessarias para pavimentar o plano” (p.
175), quando solicitados a delimitar a unidade padrdo na pavimentacéo (figura 8) e a referir

como se obtém a pavimentacao.

LN
IR

AV/EV/ SV SISV SV
AR

EFigura 8: Pavimentacéo

Todos os futuros professores, durante o trabalho com padrdes, identificaram como figura
padrdo um trapézio, a figura composta por seis trapézios (hélice) ou o tridngulo (composicéo
de trés trapézios), tal como no caso dos professores, e 0 losango (dois triangulos com seis
trapézios), como célula de malha, que ndo ocorreu no estudo referido. Os futuros professores
reconstroem o padrdo a partir de translacdes em duas direc@es (horizontal e obliqua) a partir
da hélice (6) e do losango (5), denotando um conhecimento da estrutura de um padrao.

Contudo, no questionamento sobre a identificacdo da célula da malha de padrdes de azulejos
de inspiragéo arabe, sem atender as cores, os futuros professores revelaram dificuldades na

comunica¢do matematica especifica a proposito do padrdo representado (figura 9): «Um
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quadrado (...) tem como vértice o centro das flores (...) o centro do quadrado € o centro da

flor» [Inés]; «Um vértice nas coisinhas azuis (...), essas coisinhas azuis fora da flor (...) e

Figura 10: Plano da célula da malha

A tentativa de identificar uma célula de malha menor originou a identificacdo da regido do
plano contido na célula da malha (figura 10), a partir do qual se constroi o padrdo com outras
simetrias para além das translaces:

Cétia: — Tenho uma pega pequenina (...) dois vértices no centro das flores e dois

vertices nas estrelinhas alternadamente.

Professor: — Sera que reproduz?

Cétia: — Nao reproduz nada (...) tem de ser refletido.
O estudo das transformacdes geométricas resultou num treinar do olhar matematico para
estes futuros professores — «Treinar o olhar torna-se uma ferramenta quase essencial para
despertar a curiosidade e o interesse simultdneo em assuntos que a partida nada teriam em
comum» [Helena] —, o que originou um olhar distinto sobre a produgdo cultural da sociedade,
como referem Lopes, Alves e Ferreira (2015), “a percepc¢do de padrdes simétricos em tragos
arquitetonicos e nas artes é reflexo da producdo cultural de uma sociedade” (p. 570),
perspetiva assumida pelos futuros professores — «Partir desse elemento particular da
arquitetura algarvia [chaminés algarvias], ndo s6 permite uma maior contextualizacdo do
trabalho, como ao mesmo tempo é dada uma relevancia aos aspetos culturais, que muitas
vezes sao esquecidos ou colocados de parte» [Sara].
6. Fecho: Destaques
A reducdo das concec¢des dos futuros professores sobre simetrias de uma figura as simetrias
axiais ilustrou a necessidade de formacdo complementar sobre transformacfes geométricas.
Neste sentido, a analise de situagBes extremas como segmentos de reta originou um
aprofundamento do conceito e uma valorizagdo do conhecimento matematico. A exploracao

de rosaceas distintas da forma circular constituiu uma abordagem que reforgou o
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conhecimento da definicdo e da identificacdo de rosaceas ciclicas e diedrais em contextos
artisticos, valorizando o olhar matemaético sobre os artefactos culturais. Os frisos com
reflexdes deslizantes e com dois eixos de reflexdo vertical apresentaram dificuldades
acrescidas na sua classificacao. A identificacédo da célula da malha de um padrao e a respetiva
comunicacdo das suas caracteristicas constituiu o maior entrave a classificacdo de padroes.
O reforgo do conhecimento matematico resultou de uma diversidade de exemplos de
simetrias, roséceas, frisos e padrdes.
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