ISSN: 2739-039X

Asociacién Aprender en Red
Asociacién Venezolana de Educacién Matemdtica

Vol. 3, No. 3

REVISTA VENEZOLANA DE INVESTIGACION
DOI:

EN EDUCACION MATEMATICA

PRODUCIENDO SABERES ENTRELAZADOS AL METODO
DE CASCARONES CILINDRICOS PARA DETERMINAR
EL VOLUMEN DE UN SOLIDO

PRODUCING KNOWLEDGE INTERTWINED WITH THE CYLINDRICAL SHELL
METHOD TO DETERMINE THE VOLUME OF A SOLID

PRODUGCAO DE SABERES ASSOCIADO AO METODO DAS CASCAS CILINDRICAS
PARA DETERMINAR O VOLUME DE UM SOLIDO

Oscar Leonardo Pantano-Mogollén
Fundacién Universitaria Konrad Lorenz, Bogotd, Colombia

Recibido: 06/04/2023 - Aceptado: 13/09/2023 - Publicado: 03/10/2023

Remita cualquier duda sobre esta obra a: Oscar Leonardo Pantano-M: ogollin

Correo electronico: oscarl.pantanom@konradlorenz.edu.co

RESUMEN

En este articulo presentamos algunas consideraciones teéricas apoyadas, por evidencias empiricas, en
relacién con el reconocimiento y caracterizacién de las formas sensibles y materiales de produccién de
saberes, entrelazados al método de cascarones cilindricos para determinar el volumen de sélidos de
revolucién. Estas formas son puestas en movimiento por los estudiantes y el profesor al abordar una tarea
asociada al cdlculo del volumen de un sélido de revolucién en un curso de cdlculo integral. El andlisis de
las formas sensibles y materiales de produccién estd fundamentado en la metodologfa multi-semidtica.
Resultado del andlisis, se sugiere, primero, que emerge un reconocimiento y caracterizacién de los
cascarones cilindricos y sus longitudes a través de la movilizacién sincrénica de diferentes medios
semidticos de objetivacién. Segundo, que emerge y se actualiza una férmula para determinar el volumen
de un cascardn cilindrico y el de un sélido de revolucidn a través de dicho método.

Palabras clave: Medios semidticos de objetivacion; Produccién de saberes; Actividad; Cascarones
cilindricos.

ABSTRACT
In this paper we present some theoretical considerations supported by empirical evidences in relation to
the recognition and characterization of the sensible and material forms of knowledge production
intertwined with the method of cylindrical shells to determine the volume of solids of revolution. These
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forms are put into motion by the students and the teacher when approaching a task associated with the
calculation of the volume of a solid of revolution in the integral calculus course. The analysis of the
sensible and material forms of production is based on the multi-semiotic methodology. As a result of
the analysis, it is suggested first, that a recognition and characterization of cylindrical shells and their
lengths emerges through the synchronous mobilization of different semiotic means of objectification.
Second, that a formula to determine the volume of a cylindrical shell and that of a solid of revolution
through this method emerges and is updated.

Keywords: Semiotic means of objectification; Production of knowledge; Activity; Cylindrical shells.

RESUMO

Neste artigo, apresentamos algumas consideragdes tedricas apoiadas por evidéncias empiricas em relagio
ao reconhecimento e a caracterizagio das formas sensiveis e materiais de produgio de saberes entrelagadas
com o método das cascas cilindricas para determinar o volume de s6lidos de revolugio. Essas formas sio
colocadas em movimento pelos alunos e pelo professor a0 abordarem uma tarefa associada ao célculo do
volume de um sélido de revolugio no curso de cdlculo integral. A anélise das formas sensiveis e materiais
de produgio ¢ baseada na metodologia multi-semidtica. Como resultado da andlise, sugere-se, em
primeiro lugar, que o reconhecimento e a caracterizagio de conchas cilindricas e seus comprimentos
surgem por meio da mobiliza¢io sincrénica de diferentes meios semidticos de objetivagio. Segundo, que
uma férmula para determinar o volume de uma casca cilindrica e o de um sélido de revolugio surge e é
atualizada por meio desse método.

Palavras-chave: Meios semidticos de objetivagio; Produgio de saberes; Atividade; Cascas cilindricas.

INTRODUCCION

El reconocimiento y la caracterizacién de la produccién de saberes matemdticos se ha constituido
en objeto de estudio de algunas investigaciones (Radford, 2022; Sdnchez, 2017; Sinchez & Prieto, 2019;
Sandoval-Troncoso & Ledezma, 2021). Los resultados reportados en estas investigaciones ponen en
evidencia que la produccién de saberes matemiticos estd entrelazada a la actividad gestual, a la
enunciacion ritmica de ciertas expresiones lingiifsticas, a la estimulacién, refinamiento y evolucién de la
actividad perceptual y al uso de diferentes artefactos. Asi mismo, estos estudios revelan que dicha
produccidn estd entrelazada con la manera cémo estudiantes y profesores trabajan de manera conjunta
en una busqueda en comun, unificando actuaciones y enunciaciones por dotar de sentido y significado
aquello que va haciéndose visible al 4mbito de la atencién, del entendimiento y de la reflexién a medida
que se topan con formas de pensamiento y accién que han sido constituidas histérica y culturalmente.

No obstante, ha emergido un intenso interés por reconocer, comprender y caracterizar las
formas sensibles y materiales de produccién de dichos saberes, con el propésito de dar cuenta del proceso
de produccion, es decir, su constitucién y evolucion a través de la actividad que emerge entre estudiantes

y profesores al solucionar diferentes tareas. El estudio del proceso de produccion de saberes matemadticos
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posibilita tomar conciencia de la manera cdmo aprenden los estudiantes, es decir, cémo toman
conciencia progresivamente de formas de pensar, hacer y reflexionar que han sido constituidas histérica
y culturalmente. Asi mismo, de la manera como la produccién de saberes se constituye en una
produccién conjunta entre profesores y estudiantes, en la que se constituyen formas de colaboracién
humana que trascienden las formas actuales de produccién de saberes individualistas que se fomentan

aun en algunas escuelas, formas que finalmente terminan en la produccién de la alienacién.

MARCO TEORICO

En la Teorfa de la Objetivacién (TO), el saber es caracterizado como “un sistema de arquetipos de
pensamiento, accién y reflexién constituido histdrica y culturalmente a partir de una labor colectiva
material, sensual y sensible” (Radford, 2023, p. 51). Estos arquetipos, como formas de pensar, hacer y
reflexionar sobre las cosas y el mundo, se presentan a los individuos como potencialidades de accién y
reflexién, capacidades generativas de hacer algo. Esta caracterizacién se aleja de aquellas que conciben el
saber como entidades absolutas que existen en sf mismas y por si mismas, independientes de la actividad
humana. Enla TO, la conceptualizacién va en otra direccién, puesto que el saber es conceptualizado como
“una entidad dindmica: una produccién cultural, producida por personas concretas por medio de su
trabajo, sus acciones, sus reflexiones, sus alegrias, sus sufrimientos y sus esperanzas” (Radford, 2023, p. 53).

El saber se constituye en una sintesis cultural y cristalizada que se actualiza solo si es puesto en
movimiento por la labor colectiva de los hombres, constituyéndose asi en objeto de conciencia, en algo
que se desvela a la conciencia de los individuos. En ese movimiento el saber se produce, se transforma y

se refina por medio de:

Un proceso de determinaciones que suceden entre si'y en el que aparecen nuevas conexiones. Las
nuevas conexiones del saber no se limitan a sustituir a las antiguas; las nuevas conexiones
vehiculan, de forma condensada y con tensiones, los significados de las formaciones tedricas previas.

(Radford, 2023, p. 59)

Ademds de ofrecer una conceptualizacién del saber fundamentada desde el materialismo
dialéctico, la TO conceptualiza la produccién como una participacién conjunta entre profesores y
estudiantes a la manera en que los saberes se hacen circular en el aula. Esos saberes sociales-histéricos-
culturales preexisten a la actividad de los estudiantes. A través de la actividad, estudiantes y profesores
ponen en movimiento estos saberes, los actualizan, constituyéndose en objetos de atencidn,

entendimiento y reflexién (Radford, 2023).

La cuestion es que los procesos de produccion del saber estdn encarnados en sistemas de actividad que
incluyen otros medios fisicos y sensuales de objetivacion distintos de la escritura (como las hervamientas

yel babla) y que le confieren una forma corporea y tangible al saber. (Radford, 2003, p. 41)
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En el proceso de produccién de saberes los individuos recurren a una amplia variedad de medios
semidticos de objetivacién, como los artefactos, signos y dispositivos lingiifsticos, los cuales son
movilizados dindmicamente con el propésito no solo de organizar, llevar a cabo sus acciones y hacer
evidentes sus intenciones, sino también de actualizar procesos de significacién “de sistemas de
pensamiento y accién que han sido constituidos cultural e histéricamente — sistemas que notamos
gradualmente y al mismo tiempo adquieren significado” (Radford, 2018, p. 6).

La produccién de saberes es un proceso gradual y progresivo, impregnado de tensiones, aciertos
y desaciertos, que se desvela en la actividad que emerge entre los individuos. Actividad que se constituye
en “un esfuerzo conjunto por medio del que los individuos producen sus medios de subsistencia”
(Radford, 2023, p. 36). Es a través de la actividad y, mds especificamente, del esfuerzo conjunto, que los
saberes hacen su aparicién y se actualizan en conocimiento. Radford (2023, p. 62) afirma que “mediante
la actividad el saber adquiere una determinacién sensible (o contenido) y como resultado el saber se

actualiza”. Asf mismo, plantea que:

Las formas de produccion de saberes en el aula son impulsadas por esfuerzos colectivos basados en la
historia’y la cultura, donde el profesory los estudiantes trabajan juntos para alcanzar niveles profundos
de conceptualz’zacz’o’n matemdtica. El saber no se constru e ni se transmite, SIno que se encuentya a tra vés
de procesos sensuales colectivos de objetivacion. (Radford, 2017, p. 125)

En sintesis, se habla acd de procesos sensuales colectivos de objetivacién que requieren de una

intensa actividad sensorial, material, discursiva y gestual de estudiantes y profesores.

METODOLOGIA

Los datos y resultados de investigacién reportados en este articulo estin asociados a la actividad
que emergié entre el profesor y los estudiantes en un curso de Educacién Superior (pregrado),
denominado Ciélculo Integral, desarrollado en el semestre a través de dos sesiones de trabajo semanales
de 90 minutos de duracién cada una.

La recoleccién de la informacién se realizé teniendo en cuenta las orientaciones metodoldgicas
propuestas por Miranda ez al. (2007), especificamente aquellas asociadas a las cuatro fases de acopio de
lainformacién. Bajo estas orientaciones, en la primera fase se realizé la grabacién en video de la actividad
que emergid, de principio a fin, durante la resolucién de la tarea. En la segunda fase se digitalizaron las
hojas de trabajo de los estudiantes. En la zercera fase se realizé el anilisis de la informacién recolectada a
través de los videos. En la cuarta fase se consolidaron las transcripciones del discurso verbal y no verbal

a través del anilisis realizado en la fase anterior.
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La constitucién de los datos de investigacién y su respectivo andlisis estd enmarcada en la
metodologfa multi-semidtica (Radford ez 4/., 2006, 2007), puesto que ésta coloca la atencién en el
reconocimiento y caracterizacién de las relaciones, la dialéctica y la dindmica entre lo enunciado, lo
escrito, los gestos, el ritmo, la actividad perceptual y el uso de signos y artefactos, es decir, entre los
diferentes medios semidticos de objetivacién que son movilizados. Es en este reconocimiento y
caracterizacion que se toma conciencia de las formas sensibles y materiales de produccién de saberes que
son actualizadas por estudiantes y profesores.

El andlisis que presentamos a continuacién estd entrelazado a dos momentos de la actividad: al
trabajo en grupos y a la discusién entre el profesor y cada uno de éstos. La meta de la actividad consistia
en el encuentro de los estudiantes con formas de pensar el método de cascarones cilindricos para
determinar el volumen de sélidos de revolucién. Con el propésito de poner en movimiento la meta de
la actividad se les propuso la tarea de determinar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al

hacer girar la regién limitada por f(x) = 2x? — x3 y y = 0 alrededor del ¢je .

Figura 1

Representacion grdfica de la region limitada y del solido de revolucion a través de GeoGebra

Regi6n limitada Sélido de revolucién
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;
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o

Eje de rotacion:|x = 0

Los resultados y discusién que presentamos son el producto del trabajo conjunto que emergié
entre los integrantes de uno de los grupos conformados y el profesor durante una sesién de 90 minutos.

El grupo estaba conformado por: Carolina, Daniel, Danna, Juliana y Marfa.
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RESULTADOS Y DISCUSION

El anilisis que presentamos en esta seccién estd dividido en tres momentos, los cuales tienen
como propdsito poner en evidencia no solamente las formas de produccién de saberes asociados al
método de cascarones cilindricos para determinar el volumen de sdlidos de revolucidn, sino también las
dificultades que emergieron al dar solucién a la tarea propuesta. El primer momento ha sido titulado
despejando la variable de integracion. El segundo momento se titula produciendo una formula para
determinar el volumen de un cascaron cilindricoy el tercero ha sido denominado reconociendo la formula

para determinar el volumen de un solido de revolucion.

DESPEJANDO LA VARIABLE DE INTEGRACION

Inicialmente, el profesor se acerca a uno de los grupos con el propésito de tomar conciencia de
las formas de reflexion, accidn y expresion que estdn siendo movilizadas por los integrantes para resolver
la tarea. Tan pronto se acerca, observa que se encuentran discutiendo sobre la variable con respecto a la
cual se debe integrar, debido a que no han logrado despejar a la variable independiente x. Aprovechando
la discusién, el profesor interviene para preguntarles acerca de dicha variable, con el propésito de

reconocer el criterio que han utilizado para determinar la variable de integracién.

L1. Profesor: ; Por gué en términos de y?

L2. Daniel: Porque, vamos a buscar el sélido que al hacerla givar
[Refiriéndose a la regién limitada] o con respecto al eje x sino con respecto al
eey.

L3. Profesor: ;Ah! jrespecto al eje y! Entonces, miremos acd [Refiriéndose a la
ventana de GeoGebra] agui en color rojo estd [Desliza su dedo indice sobre la
pantalla del computador, recorriendo a la curva de f(x) = 2x% — x3. Danna
interviene para mencionar el objeto, la funcién, a la que hace referencia el
profesor] la funcion que limita la region a girar. Si nosotros formulamos un
rectdngulo representativo, seria este jcierto? [Limita el rectingulo
representativo proyectado, ubicando uno de sus dedos indice sobre el
extremo izquierdo y el otro sobre el extremo derecho. Luego, de las
enunciaciones y la limitacién del rectingulo los integrantes afirman que si] y
ese snos permitivia formar qué sélido si lo ponemos a givar con respecto al eje y?
L4. Daniel: Una arandela.

L5. Profesor: ;Si! Una arandela porque agui seria hueco [Limita el espacio
vacfo, ubicando uno de sus dedos indice sobre ¢l eje y y el otro sobre el
extremo izquierdo del rectingulo representativo] listo. Entonces, lo que tu
propones es hallar las preimdgenes [Daniel afirma que si] entonces scomo
resolvemos eso?, scdmo hallamos las preimdgenes, los valores de x?

L6. Daniel: Despejando la funcion.

L7. Profesor: ;Listo! Comiencen a despejaria.
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Una vez el profesor formula la pregunta (L1), Daniel toma la iniciativa para justificar que debe
integrarse con respecto a la variable y, puesto que la regién limitada debe hacerse girar alrededor del ¢je y
(L2). No obstante, el profesor con el propésito, primero, de profundizar en la respuesta dada por Daniel
y, segundo, de promover el encuentro de los integrantes con el sélido que se obtiene al hacer girar alrededor
del ¢je y un rectingulo representativo acude a una proyeccién de la regién limitada a través de GeoGebra.
El profesor, apoyindose en la proyeccién, inicialmente los invita a que observen la pantalla del
computador, con el propdsito de centrar la atencién en la funcién f (x) que limita a la regién (Figura 2a).

De este modo, el profesor acude a la enunciacién de la expresién “aqui en color rojo estd”, la cual
es acompafiada simultineamente con el deslizamiento de su dedo indice sobre la pantalla del
computador recorriendo a la curva de f(x) (Figura 2b) y complementada por Danna enunciando la
palabra “la funcién” (L3). En este segmento de la actividad se observa cémo son movilizados sincrénica
y dindmicamente varios medios semidticos de objetivacién por parte del profesor y Danna para hacer
visible al dmbito de la atencién, entendimiento y reflexién de los demds integrantes la funcién, en este

caso f (x), que limita a la regién que debe girarse alrededor del ¢je y.

Figura 2
Proyeccidn de la region limitada (2a) y deslizamiento del dedo indice sobre la curva f (x) (2b)

.

o oz w4 os o8 1 12 14 15 18 2
a=360°

2a

Tan pronto es reconocida la funcidn, el profesor interviene, basindose en la respuesta dada
por Daniel (L2), con el propésito de constituir en objeto de reflexién a uno de los tantos rectingulos
representativos inscritos en la regién limitada. Para ello, el profesor acude a la enunciacién de la
expresion “si nosotros formulamos un rectingulo representativo serfa este” y la entrelaza con la
delimitacién del rectingulo a través de sus dedos indice (Figura 3). A través de esta coordinacién de
medios semidticos de objetivacion, el profesor quiere hacer visible a los integrantes que el rectdngulo
representativo estd limitado de izquierda a derecha por la curva de f(x) y, mds especificamente, por

dos preimdgenes de ésta.
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Figura 3

Delimitacion de uno de los rectangulos representativos inscritos en la region a través de los dedos indice

Continuando con su intervencidn, el profesor los invita a reflexionar con respecto al sélido que
se obtiene al hacer girar el rectingulo representativo alrededor del ¢je y (L3). Esta invitacidn es realizada
a través de la enunciacién y del deslizamiento de su dedo indice sobre la pantalla del computador,
formando 6valos alrededor del ¢je y que estd siendo proyectado en GeoGebra. Ante esta invitacidn,
Daniel responde que se forma una arandela (L4). Basindose en dicha respuesta, el profesor confirma que
se trata de una arandela ya que queda un hueco entre el ¢je y y el extremo izquierdo de la curva de la
funcién (L4); hueco que el profesor hace invisible con la ubicacién de uno de sus dedos indice sobre el
¢fe’y y el otro sobre el extremo izquierdo del rectingulo representativo.

Una vez es identificado el sélido, el profesor enfatiza que la propuesta de Daniel consiste en hallar
las preimdgenes de la funcién (L5), mds especificamente, los valores de x en los cuales se encuentran los
extremos del rectingulo representativo. Con base en esta propuesta, el profesor les pregunta jcomo
hallamos las preimdgenes, los valores de x? (L5). Esta pregunta es planteada con un doble propésito. Por
un lado, se busca poner en evidencia el procedimiento implementado por ellos para determinar dichas
preimédgenes. Por otro lado, se quiere que los estudiantes tomen conciencia de las limitaciones que
existen para determinarlas. No obstante, ante la pregunta planteada, Daniel expresa que las preimdgenes
se hallan despejando a la funcién (L6), es decir, despejando a la variable x. Con base en esta respuesta, el
profesor los invita a que comiencen a hacerlo y se retira para trabajar con los integrantes de otro de los
grupos conformados.

Los integrantes del grupo discuten durante varios minutos, planteando algunos procedimientos
para despejar a la variable x de la ecuaciény = 2x* — x3, por ejemplo, factorizar a x? del lado derecho
de la igualdad anterior, con el propésito de agrupar las x, del x? y x3, en una sola x. No obstante, sus
intentos no presentaban resultados favorables, debido a la dificultad de los estudiantes para agrupar en

unasola xax?yax3.
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Figura 4

Produccion escrita del procedimiento para despejar a x de la ecuacion (4a) y su transcripcion (4b)

l‘ y=2x*-—x* (1)

y=x*2-x) (2)

%= 2-x (3)
= 73 A[
7 %{/ Yix=2
_‘,-, x2+x— 4
4a 4b

Luego de la discusién entre los integrantes, el profesor se acerca, nuevamente, con el propdsito

de promover una discusién que les permita reconocer que no es tarea ficil despejar a la variable x.

L8. Profesor: ; Quicren despejar a quién?

L9. Danna: Queremos ponerla en funcion de y [Refiriéndose a la funcién].
L10. Profesor: Exacto. Y para eso solo deberia haber una x. Para que quede x
igual a lo que sea. Y al otro lado lo que sea debe estar en términos de'y.
cEstamos de acuerdo?

L11. Danna: S7.

L12. Profesor: Pero el lio, es que ustedes tienen dos x [Senala con su dedo
indice las dos x que hay en la ecuacién (1)] y pueden sacar factor comiin
[Sefala con su dedo indice la ecuacién (2)]. ¢ De acuerdo? Pero, les sigue
quedando dos x, porque recuerden que, si uno quiere despejar, las agrupa y
queda una sola. Pero, acd no es posible. Entonces, scudl es la conclusion?
Despejar x en esta ecuacion no es tarea fdcil. En ese sentido ya no funciona el
método de discos.

Inicialmente, el profesor interviene con el propésito de reconocer si los integrantes han tomado
conciencia sobre la variable a despejar (L8), obteniendo como respuesta que la funcién debe expresarse
en términos de y (L9). Con base en dicho reconocimiento, el profesor resalta que para lograrlo solo
deberfa haber una x en la igualdad y que dicha x debe estar despejada, garantizado asi que la expresién
algebraica que esté al otro lado de la igualdad contenga tinicamente a la variable y. Este aspecto resaltado
por el profesor es acompanado simultineamente con el senalamiento de las dos x que hay en la ecuacién
(1) de la Figura 4b. Adicionalmente, el profesor resalta que de dicha ecuacién (1) se puede extraer el
factor comun x, accién que es acompafiada con el sefialamiento de la ecuacién (2) de la Figura 4b. En
seguida, ¢l les pregunta si estdn de acuerdo con los aspectos resaltados, obteniendo un sf por parte de

Danna. Continuando con la discusién el profesor resalta, primero, que a pesar de factorizarse la x, siguen
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quedando dos x (L12) y, segundo, que para despejarla solamente debe quedar una y para ello es necesario
agruparlas, lo cual no es posible. Con base en los aspectos resaltados, el profesor concluye que no es tarea
facil despejar a la variable x y por dicha razén no es posible aplicar el método de discos para determinar
el volumen del sélido.

A través de la movilizacién sincrénica de las enunciaciones y los sefialamientos el profesor no
solamente estd reconociendo los procedimientos encarnados en la produccién matemdtica de los
integrantes, sino también haciendo visible al imbito de la atencién, del entendimiento y de la reflexién que

despejar la variable x no es tarea ficil, puesto que las equis del x? y x® no pueden agruparse en una sola.

PRODUCIENDO UNA FORMULA PARA DETERMINAR EL VOLUMEN DE UN
CASCARON CILINDRICO

Una vez se ha tomado conciencia de que despejar la variable x de la ecuacién no es tarea ficil, el
profesor acude, nuevamente, a la modelacion de la tarea a través de GeoGebra. La articulacién de dicha
modelacién tiene como propdsito promover el reconocimiento de algunos cascarones cilindricos que se
pueden formar al girar con respecto al ¢je y algunos rectingulos representativos que estdn inscritos en la

regién limitada.

L13. Profesor: Les hago una propuesta: Observen que hay dos rectdngulos
[Senala los dos rectingulos, que estdn siendo proyectados, con su dedo
indice]. Uno de color verde y uno de color azul. St yo los givo respecto al eje'y
[Desliza su dedo indice formando 6valos alrededor del eje ¥ que estd siendo
proyecto]. ; Qué sélido generaria?

L14. Daniel: Una cinta [Desliza su dedo indice formando 6valos en el aire].
L15. Profesor: ;Ab, como la cinta! Con un hueco en el centro.

Inicialmente, el profesor llama la atencién de los integrantes, indicindoles que observen los dos
rectingulos que estin siendo proyectados a través de GeoGebra. Esta indicacion es acompanada con el
sefalamiento de éstos a través de su dedo indice. Una vez es dada la indicacién el profesor plantea que si
dichos rectingulos son puestos a girar con respecto al ¢je y, jqué sélido generaria? (L13). Este
planteamiento es acompanado por la formacién de évalos, con el dedo indice, alrededor del ¢e y (Figura
Sa). A través de la formacién de los dvalos, el profesor busca que los integrantes tomen conciencia, gracias
a su actividad perceptual, de la manera en que son puestos a girar los rectingulos representativos.

Respondiendo a las acciones y enunciaciones por parte del profesor Daniel interviene para
comunicar que se formarfa una cinta (L14), simultineamente que desliza su dedo indice en el aire
formando 6valos (Figura Sb). A través de la formacién de los 6valos, Daniel busca hacer visible al dmbito

de la atencién, del entendimiento y de la reflexién del profesor y de sus compafieros el sélido que se
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forma. Ante la respuesta de Daniel el profesor destaca que el sélido que se forma es como una cinta, un

objeto cilindrico, pero con un hueco en su interior (L15).

Figura 5
Deslizamiento del dedo indice del profesor alrededor del eje 'y (5a) y del dedo indice de Daniel en el aire (5b)

Para hacer explicito, ante los ojos de los integrantes, el sélido que se forma al hacer girar con
respecto al eje y a cada uno de los rectdngulos representativos, el profesor solicita a Marfa que manipule

la construccién realizada en GeoGebra.

L16. Profesor: Maria busca acd, superficies, por favor [Refiriéndose a la vista
algebraica de GeoGebra). ¢ Estdn de acuerdo que se forma ese sélido? [Los
integrantes afirman que si]. Vamos a salir de la duda. Dale clic acd, en el icono
de play. Y entonces observen acd [Refiriéndose a la vista grifica 3D]. Listo, mds
0 menos como la cinta. ; Cémo puedo determinar el volumen de ese solido?

Especificamente, le solicita a Marfa buscar en la vista algebraica de GeoGebra las superficies que
han sido construidas para hacerlas visibles, puesto que se encuentran ocultas. Mientras que Maria hace
la bisqueda de las superficies, el profesor pregunta al resto si estdn de acuerdo con que se ha formado el
sélido propuesto por Daniel, una cinta, obteniendo como respuesta que si (L16). Una vez Marfa
encuentra las superficies, ella las hace visibles simultineamente que el profesor le solicita darle clic en el

icono de play, con el propédsito de poner en movimiento la animacién y asf modelar la construccién de
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dichos sélidos. Tan pronto es modelada la construcciéon de uno de estos sélidos, el profesor resalta una
vez mds que se asemeja a la cinta (L16). Asi mismo, invita a los integrantes a reflexionar en torno a la
pregunta gcomo puedo determinar el volumen de ese sélido? (L16). Luego de llevar a cabo varios intentos
sin éxito para determinar el volumen del s6lido, el profesor interviene con el propésito de promover una
toma de conciencia progresiva de las longitudes implicadas en el sélido, cascarén cilindrico, y en el

cdlculo de su volumen.

L17. Profesor: Hagamos un ejercicio [Saca un cascarén cilindrico construido
en carton]. s Tzenen tijeras? [Tan pronto Danna le entrega sus tijeras, las
utiliza para cortar verticalmente el cascardén]. Es mds, 0 menos ese [Haciendo
referencia al cascarén que estd dibujado en el cuaderno]. Pero, mds delgado
[Daniel interviene para decir j4h! Ok]. Entonces pensemos acd. Yo lo abro
[Despliega sobre el cuaderno la versién plana del cascarén] Pregunta: scudnto
mide de agui hasta aca? [Traza un segmento vertical por cada extremo,
izquierdo y derecho, del ancho de la versién plana del cascardn]. Supongase
que el radio es 1, jcudnto mide de aqui hasta acd? [Desliza horizontalmente el
ldpiz desde el extremo izquierdo hasta el extremo derecho del ancho de la
version plana del cascardn].

L18. Profesor: Lo vuelvo a como estaba antes [Toma la version plana para
hacer coincidir los extremos, izquierdo y derecho, formado asi nuevamente el
cascaron]. ; Qué forma tiene éste? [Desliza, en el sentido de las manecillas del
reloj, su dedo indice sobre la circunferencia de la cara circular superior del
cascarén. Daniel interviene para afirmar que forma una circunferencia]
¢Como cdlculo la circunferencia o el perimetro del civculo? jcudl es la formula?
L19. Carolina: 27r.

L20. Profesor: 2mtr [Escribe en el cuaderno 2mr]. 2mr slisto? Es esta
distancia de aqui hasta acd [Con los dedos indice de ambas manos cubre los
extremos, izquierdo y derecho, del ancho de la versién plana del cascarén]
¢Estdn de acuerdo? [Daniel afirma que si].

En su intervencién el profesor invita a los integrantes a que realicen un ejercicio. Para ello, acude
a un cascarén cilindrico construido en cartén, el cual recorta verticalmente con el propésito de
materializar su versién plana, un rectingulo con un grosor muy delgado. Simultdneamente que lo corta,
resalta que éste se asemeja al que estd dibujado en el cuaderno. Pero, con la precisién de que es mds
delgado. Ante este aspecto resaltado por el profesor, Daniel interviene para manifestar su
reconocimiento, de algo que estd alli, pero de lo cual no lograba tomar conciencia, a través del ;/4h! Ok
(L17). Continuando con su intervencién, el profesor los invita a reflexionar en torno a las longitudes
implicadas en la versién plana del cascarén a través de la expresion “pensemos aca”. Para ello, despliega la
versién plana sobre el cuaderno, accién que es acompanada por la enunciacién de la expresién “yo lo

abro” a través de la cual busca llamar la atencidn, y mis especificamente la actividad perceptual de los

Revista Venezolana de Investigacion en Educacion Matemdtica (REVIEM), 3(3), 2023, pp. 1-25 - €202315 12



PRODUCIENDO SABERES ENTRELAZADOS AL METODO DE CASCARONES...

integrantes. Una vez lograda su atencién les pregunta jcudnto mide de aqui hasta aci? (L17),
simultineamente que traza un segmento vertical por cada extremo, izquierdo y derecho, del ancho de la

versién plana del cascarén (Figura 6b).

Figura 6

Despliegue del cascardn cilindrico en carton (6a) y trazo de un segmento vertical en cada extremo del cascaron (6b)

6a

Adicionalmente en su intervencidn, el profesor les propone a los estudiantes que asuman que el
radio de la base superior o inferior del cascarén cilindrico sea . Esta propuesta, es acompafiada con la
enunciacién, una vez mds, de la pregunta scudnto mide de agui hasta aci? (L17), simultineamente que
desliza horizontalmente el lipiz desde el extremo izquierdo hasta el extremo derecho del ancho de la
versién plana del cascarén (Figura 7). Asi mismo, €l recurre a formar la versién sélida del cascarén,

haciendo coincidir ambos extremos, izquierdo y derecho.

Figura 7

Deslizamiento horizontal del ldpiz de izquierda a derecha sobre el ancho de la version plana del cascaron cilindrico

Una vez formada la versién sélida, el profesor les pregunta a los integrantes ; Qué forma tiene éste?
(L18), simultineamente que desliza en el sentido a las manecillas del reloj, su dedo indice sobre la
circunferencia dela cara superior del cascarén (Figura 8). Con base en los gestos realizados por el profesor

y la pregunta planteada por €, Daniel expresa que la forma corresponde a la de una circunferencia.
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Basindose en dicha respuesta, el profesor invita a los integrantes a reflexionar en torno a la pregunta

cComo cdlculo la circunferencia o perimetro del circulo? (L18).

Figura 8

Deslizamiento del dedo indice sobre la circunferencia de la cara superior del cascardn cilindrico

Carolina interviene al llamado del profesor afirmando que la férmula es 27r, férmula que es
registrada en el cuaderno y que es entrelazada a su representacion en el cascarén, cubriendo a través de
los dedos indice de ambas manos los extremos, izquierdo y derecho, del ancho de la versién plana del
cascarén. Una vez es llevada a cabo la coordinacién sincrénica entre la enunciacién de la respuesta y los
gestos que acompanan a dicha enunciacidn, el profesor les pregunta si sestdn de acuerdo? (1.20), alo cual
Daniel afirma que si.

Tan pronto es reconocida y expresada alfanuméricamente la circunferencia del cascarén, ancho
de la version plana, por los integrantes, el profesor los invita a continuar tomando conciencia de otra de

las longitudes implicadas en éste.

L21. Profesor: Ahora ;cudnto mide esto? [Con su dedo pulgar y su dedo
indice limita la altura de la versién plana del cascarén].

L22. Daniel: Lz altura.

L23. Profesor: Por h [Complementa el 2rtr anadiéndole la h]. Pero, acd
estoy calculando un drea [Levanta y extiende la version plana del cascarén] sz
se dan cuenta porque es el producto entre dos dimensiones, ancho por alto.

Con el propésito de que los integrantes tomen conciencia, ahora, de la altura del cascarén, el
profesor interviene para preguntarles scudnto mide esto? (L21). Pregunta que no hace explicita la
longitud a la que se estd haciendo referencia. Pero, que gracias a que la enunciacién de dicha pregunta
estd entrelazada a la accién gestual de limitar el extremo inferior y superior con el dedo pulgar y el dedo
indice del profesor (ver Figura 9), logra ser reconocida y comprendida por los integrantes a través de su

actividad perceptual.
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Figura 9

Delimitacion de la altura del cascardn en carton a través del dedo pulgar y el dedo indice de la mano derecha

44

Daniel interviene, ante esta movilizacién sincrénica y dindmica de medios semidticos de
objetivacion por parte del profesor, afirmando que dicha longitud corresponde a la altura (L22). El
profesor aprovechando dicha afirmacién plantea que se debe multiplicar por h a 277, simultdneamente
que escribe la h después de 2mr.Una vez es definida dicha expresion alfanumérica entre el producto de
la circunferencia y la altura del cascarén cilindrico, interviene el profesor para resaltar que hasta ese
preciso instante se estd calculando el 4rea (L23), mientras que levanta y extiende la versién plana del
cascarén. Adicionalmente, justifica que se estd calculando el drea porque dicho producto, 2mr(h),
implica dos dimensiones, el ancho y la altura del cascarén. Este énfasis en relacién con el producto
establecido hasta el momento es puesto en movimiento por el profesor con la intensién de propiciar la

reflexién y discusion en torno a la dltima longitud implicada en el cascarén cilindrico, la profundidad.

L24. Profesor: ;Qué longitud hace falta para que sea volumen?

L25. Carolina: Profundidad [Daniel afirma que si].

L26. Profesor: Profundidad que seria ésta. [Encierra con su dedo pulgar e
indice el grosor de la versién plana del cascardn] Muy pequeiia. Vamos a
llamarla delta de x [Complementa el 2mrh anadiéndole el dx]. Con este
[Senala la versién plana del cascardn] gue es este mismo [Senala el cascarén que
estd dibujado en el cuaderno] pero en su version plana. Le estamos hallando el
volumen. jlisto? Conclusion el volumen estd dado por esta expresion 2mrhdx.

Teniendo en cuenta dicha intencidn, el profesor les pregunta ¢qué le hace falta para que sea
volumen? (L24), obteniendo como respuesta, por parte de Carolina, que la profundidad. Respuesta
que también comparte Daniel (L25). Una vez identificada la dltima longitud implicada, el profesor la
materializa en la versién plana, encerrdndola con su dedo pulgar y su dedo indice de la mano derecha
(ver Figura 10). Adicionalmente, menciona que dicha profundidad es muy pequefia y que serd
denotada como delta de x, dx, notacién que afiade a 2mrh, obteniendo asi, 2mrhdx. Ahora bien, el

profesor buscando poner en evidencia que esa tltima expresién permite determinar el volumen del
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cascarén enfatiza que como la versién plana del cascarén es andloga al cascarén que se encuentra
dibujado en el cuaderno, el volumen de la versién plana es igual al volumen del cascarén dibujado. Por
esa razdn, se puede concluir que, a través de dicha expresién, 2nrhdx, se puede determinar el volumen

del cascarén.

Figura 10
Delimitacion de la profundidad de la version plana del cascarin a través del dedo pulgar y el dedo indice

Hasta este momento de la actividad se han movilizado formas sensibles y materiales de
produccién asociadas al saber, es decir, al volumen de un cascarén cilindrico. Estas formas estin
intimamente entrelazadas: a la delimitacién de las longitudes que estin implicadas en el cascarén
cilindrico a partir de su versién plana, a la materializacién de dichas longitudes a partir de expresiones
alfanuméricas que dan cuenta de su caracterizacién geométrica-métrica y a la constitucién de la férmula
que permite determinar el volumen del cascarén cilindrico; férmula que captura y actualiza todo el
proceso gradual, sensible y material de produccién del saber matemdtico (el volumen de un cascarén
cilindrico). Este proceso gradual, sensible y material emerge como producto no solamente de los
diferentes medios semiéticos de objetivacién movilizados por el profesor y los integrantes sino también
de la unificacién de actuaciones, enunciaciones, esfuerzos y energias movilizadas por todos los

implicados.

RECONOCIENDO LA FORMULA PARA DETERMINAR EL VOLUMEN DE UN SOLIDO
DE REVOLUCION

No obstante, entre los integrantes surge la necesidad de dotar de sentido y significado a cada
longitud implicada en la férmula 2nrhdx, en el contexto del plano cartesiano, de la funcién y del eje de
rotacién. Esta necesidad es puesta en evidencia por Carolina, al preguntar jquién es r? (L27). Con el
propésito de dar respuesta a dicha necesidad y de posibilitar el encuentro de los integrantes con el
método de cascarones cilindricos para determinar el volumen del sélido de revolucién de esta tarea, el
profesor promueve una discusién a partir de las preguntas: squien creen que es r?y squicn esr con respecto

a la grdfica, al plano cartesiano? (L28).
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L27. Carolina: Pero jquicn estr?

L28. Profesor: Entonces Carolina tiene una pregunta de quién esv iquién
creen que es T2 iquien es T con respecto a la grdfica, al plano cartesiano? Vuelvo
acd [Toma la version plana del cascarén para hacer coincidir los extremos,
izquierdo y derecho, formado asi nuevamente su version sélida] ¢ Quien es v
acd?

L29. Daniel: Pues el radio del circulo.

L30. Profesor: Es decir, la distancia del centro hasta aca [Ubica el 1ipiz en el
centro de la circunferencia de la parte superior del cascarén. Luego, desde allf
desliza el ldpiz en linea recta hasta un punto sobre la circunferencia,
ubicdndolo alli].

Estas dos preguntas, complementarias, son propuestas con el propdsito de que la reflexién que
emerja esté entrelazada al enunciado de la tarea propuesta, mds especificamente a la funcién, al intervalo
de integracién y al eje de rotacién. No obstante, el profesor acude nuevamente al cascarén para hacer
visible, una vez mds, dicha longitud, r. Esta accién es acompanada con la enunciacién de la pregunta
squien es r acd? (L28), haciendo referencia al cascarén cilindrico. Ante esta pregunta, Daniel responde
que se trata del radio del circulo (L29). Aprovechando dicha afirmacién, el profesor materializa, a través
de la enunciacidn, la ubicacién y del deslizamiento del ldpiz (L30, Figura 11), que el radio es la distancia

del centro hasta cualquier punto sobre la circunferencia.

Figura 11

Ubicacion del lapiz en el centro de la circunferencia (11a) y sobre un punto de la circunferencia (11b)

11a 11b

Una vez es reconocido el radio en el contexto del cascarén cilindrico, el profesor entrelaza las
actuaciones y enunciaciones realizadas, previamente, con la modelacién proyectada a través de
GeoGebra, con el propésito de vincular cada longitud en el contexto del plano cartesiano y la funcién.
Para materializar dicho propésito explica que el radio podria ser la distancia desde el cero hasta cierto

punto, el cual hace coincidir con el punto medio de la base de uno de los rectingulos representativos.
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Esta explicacién es acompafiada con el sefialamiento de dicho punto con el ldpiz. Una vez es realizada
dicha accién gestuales y enunciacién, pregunta a los integrantes si estin de acuerdo, obteniendo como

respuesta que si.

L31. Profesor: Agui [Refiriéndose a la modelacién proyectada a través de
GeoGebra] seria éste, la distancia de cero [Sefiala con el 1dpiz el origen del
plano cartesiano] puede ser a este punto [Seiala con el 1ipiz el punto medio de
la base del rectingulo representativo verde]. Seria r. ;572 [Daniel y Carolina
afirman que si] porque ahi se forma éste [Ubica el cascardn frente a la
pantalla].

L32. Daniel: Pero ;como encontramos ese punto? [Refiriéndose al punto
medio].

L33. Profesor: Liamémoslo x;. No sabemos cudl es. Pero, sabemos que estd entre
cero y dos [Simultineamente a la enunciacién, primero, sefiala con el ldpiz el
punto (0,0). Segundo, desliza el 1dpiz de izquierda a derecha hasta el punto
(2,0). Tercero, deja el ldpiz sobre el punto (2,0). Daniel manifiesta que estd de
acuerdo]. Entonces a 1 lo vamos a llamar x;. O mejor, llamémoslo ast, x
[Escribe en el cuaderno la expresion 2mwx], donde x es uno que estd comprendido
entre cero y dos. ;Estdn de acuerdo? [Los integrantes afirman que sf].

No obstante, Daniel se cuestiona sobre el procedimiento para encontrar el punto medio del
rectdngulo representativo (L32). El profesor acude al llamado de Daniel, respondiéndole que ese punto
puede denominarse x; y que, aunque no se conozca con exactitud cudl es, ese punto va a estar
comprendido entre (0,0) y (2,0). Esta respuesta es acompafiada simultineamente por el sefialamiento
del punto (0,0) con el ldpiz, el deslizamiento de éste de izquierda a derecha hasta el punto (2,0) y el
sefialamiento del punto (2,0) (ver Figura 12). Ante la respuesta brindada por el profesor, Daniel

manifiesta su aprobacién (L33).

Figura 12
Serialamiento con el ldpiz del punto (0,0) y del punto (2,0)

No obstante, el profesor complementa su respuesta manifestando que a r lo van a denominar x;

0 mejor aun, x, expresién que es escrita por él en uno de los cuadernos. Adicionalmente, hace la precision
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de que x es un valor comprendido entre el cero y el dos, los x que corresponden a la interseccidn del eje
x y f(x). Una vez que es dotado de sentido y significado el radio del cascarén en el contexto del plano

cartesiano, el profesor dando continuidad a su propésito, les pregunta quién es h.

L34. Profesor: Listo. Ahora pregunta ;quién seria h en términos del plano
cartesiano, la grdfica? Imaginense que éste es el azulito [Ubica el cascarén
cilindrico frente a la pantalla del computador]. Yl rectdangulo, miren, este fue
el rectangulo azul que pusimos a girar [Desliza su dedo indice de arriba hacia
abajo sobre el grosor de la version plana del cascarén]. Supremamente
delgado.

L35. Daniel: La imagen de ese punto.

L36. Profesor: La imagen. [Muy bien! ; Matemdticamente como denoto la
imagen de una funcion?

L37. Daniel: Por la formula [Carolina interviene para enunciar que a través
delaletra y].

L38. Profesor:y, jo de qué otra manera? ;qué otra expresion usamos? [Danna
interviene enunciado que f(x)] f(x) [Escribe en el cuaderno f (x) después
de 2mx]. Recuerdan como denotdbamos en el método de discos y en el método de
arandelas el grosor, el espesor muy delgado. [Interviene Carolina para enunciar
que delta de x]. dx [Escribe en el cuaderno dx después de 2mxf (x)].

La pregunta planteada por el profesor es acompafiada por la instruccién de que imaginen que el
cascarén cilindrico de cartdn, el cual ubica frente a la pantalla del computador, es el azul que ha sido
construido y estd siendo proyectado. Asi mismo, precisa que el rectingulo representativo azul que fue
puesto a girar en la modelacién de GeoGebra es el mismo que se puede observar en el grosor de la limina
de cartdn. Esta precisién es acompaiiada por el deslizamiento del dedo indice, de arriba hacia abajo sobre

el grosor de la version plana del cascarén.

Figura 13

Deslizamiento del dedo indice, de abajo hacia arriba, sobre el grosor de la version plana del cascarin
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A través del deslizamiento realizado, el profesor hace visible la altura del cascarén, la cual a su vez
corresponde a la altura del rectingulo representativo azul y que finalmente hace referencia a la imagen
de la funcién para el punto medio de dicho rectingulo. Ante la diversidad de medios semidticos de
objetivacién que son movilizados por el profesor y son interpretados y dotados de sentido por los
integrantes, Daniel interviene para concluir que la altura corresponde a la imagen de la funcién en ese
punto (L35). EI profesor aprovechando dicha respuesta, plantea ;Matemdticamente como denoto la
imagen de una funcion? (L36). A través de esta pregunta ¢l busca delimitar el simbolo que representa a
la altura de cualquier rectingulo representativo y que debe ser asignado a la férmula que permite
determinar el volumen del sélido.

Daniel toma la iniciativa enunciando que a través de la férmula. No obstante, Carolina
interviene afirmando que a través de la letra y (L37), a partir esta tltima respuesta el profesor plantea
otras dos preguntas, con el propdsito de delimitar un poco mds el simbolo a utilizar (L38). Danna hace
escuchar su voz para manifestar que a través de f (x), el cual es enunciado una vez mds y es escrito en el
cuaderno seguido de 2mx, obteniendo asi 2mxf (x). Posteriormente, el profesor les solicita que recuerden
cémo era denotado el grosor o espesor muy delgado en el método de discos y en el método de arandelas.
Ante esta solicitud, Carolina interviene para confirmar que a través de delta de x, respuesta que es
enuncia una vez mis y escrita en el cuaderno seguido de 2mxf (x), obteniendo asi 2mxf (x)dx.

Tan pronto son dotadas de sentido y significado cada una de las longitudes implicadas en el
cascar6n en el contexto del plano cartesiano, la funcién y el eje de rotacidn, el profesor plantea que esa
es la férmula que permite determinar el volumen de uno de los cascarones, por ejemplo, el volumen del
cascarén cilindrico representando a través de la limina de cartdn, el cual ubica frente a la pantalla del

computador.

L39. Profesor: Esta formula nos da el volumen de uno de ellos en particular.
De éste [Ubica el cascardn frente a la pantalla del computador]. Pero
imaginense que yo tuviera mds capitas acd [Desliza su dedo indice rodeando el
cascaron], mds cascarones cilindricos y abi ya puedo calcular el volumen, es
decir, conclusion es hacer la sumatoria de este volumen [Encierra con su dedo
pulgar, indice y medio el cascardn] mds otro que estd acd [Encierra,
nuevamente, con su dedo pulgar, indice y medio el cascarén. Pero, alejindose
sus dedos de éste] mds otro [Encierra, nuevamente, con su dedo pulgar, indice
y medio el cascarén. Pero, alejindose sus dedos de éste] mds otro, mds otro,
mds otro [Cada vez que menciona la expresién mds otro, encierra,
nuevamente, con su dedo pulgar, indice y medio el cascarén. Pero, alejindose
sus dedos de éste cada vez mds). 457 se dan cuenta? [Los integrantes afirman
que si]. sedmo hacemos la acumulacion de todas esas sumas? A través de la
integral. Entonces tenemos que hacer la integral ;desde donde hasta donde?
L40. Daniel: De cero a dos [Interviene el profesor para afirmar que si].
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L41. Profesor: Entonces seria de cero a dos, 2Twrx que es cualguier x que estd
comprendida entre ese intervalo cerrado de cero a dos, por f (x)dx y este es el
método, bueno, para este caso particular. Esa es la integral.

No obstante, el profesor les propone que imaginen si se tuvieran mds capitas acd, es decir, mds
cascarones cilindricos, simultineamente que los representa deslizando su dedo indice, varias veces,
alrededor del cascarén cilindrico de cartén. Adicionalmente, él menciona que a través de todos esos
cascarones ya se puede calcular el volumen, concluyendo asi que calcular el volumen del sélido consiste
en realizar la sumatoria de este volumen, mds otro que estd acd, mds otro, mds otro, mds otro, mds otro
(L39). Simultineamente que enuncia cada expresién que refiere al volumen del cascarén a sumar,
encierra con su dedo pulgar, indice y medio el cascarén. Pero, cada vez, alejando sus dedos de éste a
medida que enuncia cada expresién. Tan pronto termina de enunciar los volimenes a sumar verifica si

se han dado cuenta, obteniendo como respuesta que si.

Figura 14

Gestos asociados a encerrar con el dedo pulgar, indice y medio el cascaron cilindrico, mientras que aleja sus dedos de éste

S ——

Continuando con su intervencidn, el profesor les pregunta cémo hacen la acumulacién de todas
esas sumas, es decir, la acumulacién de todos los volimenes. No obstante, ¢l se responde a si mismo que
a través de la integral. Respuesta que enuncia una vez mds y que complementa preguntado de dénde
hasta dénde debe hacerse la integral, obteniendo como respuesta, por parte de Daniel, que desde cero
hasta dos (L40). Tan pronto Daniel finaliza su intervencidn, el profesor delimita que la integral serfa de
cero a dos de 2mrx, donde x es cualquier x que estd comprendia entre cero y dos, por f(x)dx. Una vez
delimitada la integral concluye que ese corresponde al método, para ese caso particular, los cascarones

cilindricos.

CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES

A través de las evidencias empiricas presentadas es posible observar como las formas sensibles y
materiales de produccién de saberes asociados al método de cascarones cilindricos van transformandose,

evolucionando y refindndose hasta quedar cristalizadas en una férmula, en una sintesis cultural colectiva,

Revista Venezolana de Investigacion en Educacion Matemdtica (REVIEM), 3(3), 2023, pp. 1-25 - €202315 21



Oscar Leonardo Pantano-Mogollén

para determinar el volumen del sélido de revolucién propuesto en la tarea; férmula que trae consigo las
trazas de las formas de accidn, reflexién y expresiéon que fueron movilizadas tanto por los integrantes
como por el profesor, con el propésito de hacer notar algo que estaba alli pero que estaba siendo
desapercibido, que no era reconocido o encontrado y que solo empieza a adquirir forma tangible,
reveldndose asi a la conciencia, a través de la actividad semidtica corpérea, sensorial y artefactual.

Esa forma tangible que empieza a adquirir el saber es producto de la movilizacién sincrénica y
dindmica de diferentes medios semiéticos de objetivacién no solamente movilizados por los estudiantes
o por el profesor sino movilizados por ambos de manera entrelazada, de manera conjunta,
complementdndose unos a otros. Movilizacién que constantemente estd siendo interpretada, dotada de
sentido y significado por los integrantes y el profesor, posibilitando asi que lleguen a ser parte del
repertorio de accién y reflexion de cada uno de ellos, es decir, constituyéndose asf en una capacidad
generativa de hacer algo, de reflexionar sobre las cosas y el mundo.

Esta movilizacién estd fuertemente influenciada por el uso de artefactos, en este caso, la version
plana del cascarén cilindrico a partir de la Iimina de cartén y a partir de la modelacién proyectada en
GeoGebra; artefactos que desempefiaron un papel fundamental en la produccién de saberes, puesto que
materializaron a los cascarones cilindricos y a las longitudes implicadas en éstos, las cuales se volvieron
visibles al dmbito de la atencidn, del entendimiento y de la reflexién de los integrantes y del profesor,
pero que sobre todo llegan a ser manipulables, posibilitando delimitarlas, senalarlas, tocarlas y
relacionarlas tanto en la versién plana como en la versién sélida del cascardn cilindrico.

No obstante, dichas longitudes implicadas en el cascar6n fueron estrechamente relacionadas al
contexto del plano cartesiano, la funcién y al eje de rotacién por necesidad de los integrantes, quienes no
lograban reconocer como éstas eran representadas en dicho contexto. Solamente, a través de la
movilizacidn sincrénica y dindmica entre diferentes medios semiéticos de objetivacién, entre ellos la
modelacién proyectada a través de GeoGebra y la versién plana del cascardn cilindrico se hizo visible
dicha relacién, logrando que los integrantes reconocieran y dotaran de sentido y significado a cada una
de las longitudes y asi le asignardn simbolos asociados a la funcién, al plano cartesiano, al eje de rotaciéon
y al intervalo de integracién.

Lo anterior, pone en evidencia que la produccién de saberes se constituye en un proceso gradual
y progresivo en el cual los individuos van tomando conciencia, poco a poco, de formas de pensar, actuar
y reflexionar que han sido constituidas histérica y culturalmente como producto del trabajo conjunto
de generaciones precedentes. Pero, que a su vez dicho proceso estd impregnado de aciertos, desaciertos,
tensiones y contradicciones.

En términos generales, los resultados reportados en este articulo ponen en evidencia el proceso de
produccion de saberes entrelazados al método de cascarones cilindricos para determinar el volumen de un
s6lido de revolucidn. Este proceso de produccion posibilita a los profesores en ejercicio, estudiantes para

profesor e investigadores tomar conciencia de la manera cémo se actualizan y materializan dichos saberes
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matemdticos a través de la actividad semidtica corpdrea, sensorial y artefactual y los cuales estdn basados
en formas de colaboracién humana de caricter no individualistas. Esta toma de conciencia puede
contribuir al fortalecimiento de los procesos de ensefanza-aprendizaje del cdlculo integral en la
educacién media, técnica y superior y porque no a la constitucién de nuevas lineas de accidn, reflexion
y expresion basadas en la Teorfa de la Objetivacidon, mds especificamente en sus constructos tedricos y
metodoldgicos, que posibiliten reconocer, comprender y reflexionar en torno a las formas en las cuales

se actualizan y materializan los saberes matemdticos en las aulas de clase.
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