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Resumo

Neste artigo apresentamos uma analise das respostas dadas por um grupo de licenciandos em
Matematica para uma questdo que envolve a classificagdo de sequéncias numéricas representadas
graficamente, ao final das disciplinas Sequéncias e Séries (6° semestre) e Introdugdo a Analise
Real (8° semestre). Entrevistas semiestruturadas com docentes dessas disciplinas e a leitura de
pesquisas na area orientaram a elaborag@o das questdes propostas aos participantes. A interagdo
de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais e o desenvolvimento de processos do Pensamento
Matematico Avangado sdo as ideias tedricas que embasam nossas analises. Os dados revelam que
os participantes, ao final da disciplina Introdug@o a Analise Real, continuam com dificuldades em
reconhecer algumas caracteristicas de sequéncias numéricas, tais como ser crescente (ou
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decrescente), limitada, monotona ou possuir limite, quando representadas graficamente, e em
relaciona-las a convergéncia de sequéncias.

Palavras-chave: Interacao de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais; Pensamento
matematico avancado; Ensino de Calculo; Ensino de Analise Real; Formacao inicial de
professores.

Abstract

In this article, we analyze the answers given by a group of undergraduate students in Mathematics
to a question involving classification of graphically represented numerical sequences, at the end
of disciplines Sequences and Series (6th semester) and Introduction to Real Analysis (8th
semester). Semi-structured interviews with professors of these disciplines and reading of research
done in this area guided the design of the proposed questions to the participants. The interaction
of algorithmic, intuitive and formal aspects and the development of Advanced Mathematical
Thinking processes are the theoretical ideas that support our analyses. The data reveal that
participants, at the end of the Introduction to Real Analysis course, continue to have difficulties
in recognizing some characteristics of numerical sequences, such as being increasing (or
decreasing), limited, monotonous or having a limit, when represented graphically, and in relating
them to the convergence of sequences.

Keywords: Algorithmic, intuitive and formal aspects interaction; Advanced
mathematical thinking; Calculus Teaching; Real Analysis Teaching; Teachers initial
training.

INTRODUCAO

Neste artigo, discutimos as respostas dadas por um grupo de estudantes de um
curso de licenciatura em Matematica para uma questdo que envolve a classificagdo de
sequéncias numéricas, representadas graficamente, antes e apos experiéncias de formacao
em disciplinas de Calculo e Introducao a Analise Real. As discussdes aqui apresentadas
correspondem a um recorte da tese de doutorado do primeiro autor.

Nos ultimos anos, diversos pesquisadores em Educacdo Matematica t€ém se
debrugado sobre processos de ensino e de aprendizagem de Matemadtica no Ensino
Superior. No caso de disciplinas como Caélculo e Analise Real, muitas investigacdes se
concentram nas dificuldades de aprendizagem observadas junto a estudantes, bem como
na apresentagdo de estratégias de ensino para que estas sejam superadas.

Dentre as principais dificuldades apresentadas no processo de aprendizagem dos
conteudos abordados na disciplina Andlise Real, por exemplo, destacam-se a
memorizagdo e reproducdo de conceitos e ideias (Gomes; Otero-Garcia; Silva; Baroni,

2015), além da prevaléncia de abordagens formalistas, que terminam por nao capacitarem
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os futuros professores a ensinarem os diversos assuntos que s3o explorados nessa
disciplina e que tém conexao com temas estudados na Educagao Bésica (Broetto; Santos-
Wagner, 2019).

Outra linha explorada por pesquisas ¢ a da articulagdo de disciplinas matematicas
envolvidas na formacao inicial de professores e a atuacao destes na Educagdo Basica.
Dentre as questdes apontadas nessas investigagdes, ganham destaque o descompasso
entre os temas abordados na Matematica universitaria e aqueles que deverao ser ensinados
as criancas e aos jovens, além de propostas de ensino para mudar essa realidade
(Wasserman; Weber; Villanueva; Mejia-Ramos, 2018; Esquincalha; Bairral, 2019;
Broetto; Santos-Wagner, 2019).

Sobre o estudo dos contetdos que sdo propostos na disciplina Analise Real, parece
ser consenso entre matematicos e educadores matematicos a importancia dessa disciplina
na formacdo de professores de Matematica, que precisam conhecer a natureza do
pensamento matematico, procedimentos e técnicas de demonstracido e a forma como a
Matematica se organiza (Moreira; Vianna, 2016). Além da ideia de que “(...) qualquer
professor de matematica deve saber mais matematica do que aquela que vai ensinar”
(Gomes et al., 2015, p. 19). Porém, essas perspectivas tém sido reiteradamente
ponderadas com aquela que sustenta que “(...) o rigor continue sendo trabalhado, mas que
também haja espaco para que os licenciandos entendam os porqués matematicos de
estarem estudando aqueles conteudos e como isso pode se articular com a sua futura
pratica” (Esquincalha; Bairral, 2019).

Dentre os temas abordados em disciplinas como Calculo Diferencial e Analise
Real, destaca-se o estudo de sequéncias numéricas. No caso da formacao de professores,
a relevancia desse estudo se justifica por ser um assunto presente em muitas etapas da
Educagao Basica. A Base Nacional Comum Curricular, por exemplo, aponta que ao longo
do Ensino Fundamental os estudantes devem desenvolver habilidades de identificar,
interpretar e traduzir regularidades e padrdes de sequéncias numéricas € ndo numéricas,
e de interpretar e transitar entre as diversas representagdes (Brasil, 2018a). No Ensino
M¢édio, essas habilidades devem ser aprofundadas com o estudo de Progressoes
Aritméticas e Geométricas (Brasil, 2018b).

Dada a relevancia do assunto sequéncias numéricas na formagdo inicial de

professores de Matematica, diversas pesquisas t€ém apresentado propostas ou atividades

EM TEIA — Revista de Educacdo Matematica e Tecnologica Iberoamericana — vol. 14 - N 3 - 2023
Este trabalho esta licenciado com uma Licencga Creative Commons Atribuicéo (CC BY) 4.0 Internacional



https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

138

para o ensino desse tema e de correlatos. Por exemplo, Batista (2017) apresenta resultados
de pesquisa que envolveu a aplicagao de atividades de ensino que usam a metodologia da
investigacdo matematica sobre sequéncias numéricas e Geometria Fractal para
licenciandos em Matematica. A autora destaca que as atividades permitiram aos
participantes desenvolver os conceitos de sequéncia numérica e de convergéncia e
divergéncia de sequéncias, além de ter possibilitado o trabalho com conceitos de area,
perimetro, fractais e geometrias ndo euclidianas. Sustenta ainda que nos relatorios
apresentados pelos participantes foi identificado o interesse destes em utilizarem a
metodologia de investigagcdo matematica e o contetido de fractais “(...) quando exercerem
atividades no Ensino Médio, pois poderao empregar este conhecimento para desenvolver
o conteudo de progressdes geométricas” (Batista, 2017, p. 61).

Marchetto (2017) apresenta e discute os resultados de um conjunto de atividades
de ensino sobre sequéncias numéricas com o uso do software GeoGebra aplicadas para
estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Essas atividades tém por objetivo que os
estudantes estabelecam conexdes entre progressdes aritméticas e funcdes afins e entre
progressdes geomeétricas e fungdes exponenciais, explorando diferentes tipos de registros
de representagdo, como graficos, tabelas e registros algébricos, disponiveis no GeoGebra.
Segundo a pesquisadora, os dados da investigagdo revelaram que os participantes
conseguiram estabelecer as conexdes esperadas e atribuir significados aos temas
estudados, condicdo que a pesquisadora atribui ao trabalho com os diferentes tipos de
registros de representacao.

Em pesquisa desenvolvida com licenciandos em Matematica, Bisognin, Bisognin
e Leivas (2016) analisaram dificuldades encontradas pelos participantes ao resolverem
uma questdo sobre sequéncia numérica. As analises sdo baseadas nos Trés Mundos da
Matematica e envolveram a descrigdo e comentarios das respostas fornecidas pelos
licenciandos. Os resultados apontaram dificuldades conceituais e procedimentais dos
participantes relacionadas ao conceito de limite de uma sequéncia. Os autores sustentam
que “(...) parece que esses futuros professores estdo ainda ancorados no mundo
corporificado, apresentando alguns elementos do mundo simbodlico, mas com
dificuldades que precisam ser superadas antes de trabalhar com estudantes da educacao
basica” (Bisognin; Bisognin; Leivas, 2016, p. 374). Defendem, ainda, que futuros

professores devam, ao longo de seus cursos, superar este estagio simbolico/procedimental
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e avancar para um nivel de matematica formal. Nesse sentido, ddo destaque a disciplina
Andlise Real na formagdo dos licenciandos e ponderam que futuros professores
necessitam ter conhecimentos sobre demonstragdes e justificativas na aprendizagem de
Matematica, numa perspectiva que seja mais ampla do que o formalismo matematico.
Buscando colaborar com as discussdes sobre os processos de ensino e de
aprendizagem destes temas no ensino superior, neste trabalho apresentamos uma analise
das respostas de licenciandos em Matematica sobre uma questdo que envolve a
classificacdo de sequéncias numéricas, representadas graficamente, antes e apos
experiéncias de formagdo em disciplinas que tratam deste tema. A questdo analisada
compds um questiondrio diagnéstico aplicado para os participantes ao final das
disciplinas Sequéncias e Séries (1° questionario, 6° semestre) e Introducao a Analise Real
(2° questionario, 8° semestre). A interagdao de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais
(Fischbein, 1994) e os processos de representagdo e de visualizacdo relativos ao
desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangado sdo os referenciais tedricos que

sustentam as analises das produgdes dos participantes.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Fischbein (1994) coloca em discussao a necessidade de se observar a interacao de
aspectos formais, algoritmicos e intuitivos em situagcdes nas quais sujeitos realizam uma
atividade matematica. Esses sdo, segundo ele, os trés aspectos bdasicos a serem
considerados quando tratamos a Matematica como uma atividade humana, que
gostariamos que nossos alunos aprendessem.

Destaca ainda que, ao considerar a interacdo desses trés aspectos, olhamos a
Matematica como um processo criativo € ndo como um corpo de conhecimentos
estruturado e estabelecido, e defende que este olhar implica considerar essa ciéncia como
uma atividade humana, que envolve momentos de iluminagdo, hesitagdo, aceitacdo e
refutacdo. Para ele, tal perspectiva deve orientar nossas escolhas quando ensinamos
Matematica, se desejamos que os estudantes sejam capazes de produzir afirmagdes
matematicas, elaborar provas e avaliar, formal e intuitivamente, a validade dessas
producdes (Fischbein, 1994).

No que segue, apresentamos e exemplificamos cada um dos aspectos colocados
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por Fischbein (1994).

O aspecto formal diz respeito aos axiomas, defini¢des, teoremas, justificativas e
demonstragcdes, que compdem o nucleo das ciéncias matemadticas e precisam ser
considerados quando analisamos, observamos ou propomos situacdes de atividade
Matematica. Fischbein (1994) defende que estes elementos devem ser aprendidos,
avaliados, organizados e usados ativamente pelos aprendizes. Além disso, alerta que o
pensamento proposicional e o uso de construcgdes hipotético-dedutivas ndo sdo adquiridos
espontaneamente € que somente um processo de ensino adequado pode dar a estes
aspectos formais caracteristicas verdadeiramente funcionais.

O aspecto algoritmico corresponde as técnicas e procedimentos de resolucao. Esta
componente também tem papel fundamental nos processos de entendimento e de criagao
em Matematica, uma vez que apenas o conhecimento das estruturas formais (axiomas,
defini¢des, teoremas) ndo ¢ suficiente para conferir habilidade em resolver problemas.
Essa habilidade, sustenta Fischbein (1994), deve ser sistematicamente usada para que seja
adquirida. No entanto, defende que o ensino de matematica ndo pode e ndo deve ser
reduzido a um conjunto de procedimentos e técnicas e que estes precisam ser
acompanhados de justificativas, para que ndo se tornem estéreis frente a situagdes nao
convencionais ¢ que “Esta profunda simbiose entre significado e habilidades é uma
condi¢do bésica para o produtivo e eficiente raciocinio matematico” (Fischbein, 1994, p.
232).

O aspecto intuitivo diz respeito a uma intuicdo cognitiva, um entendimento
intuitivo, uma solucdo intuitiva. Este aspecto exerce um papel coercitivo no raciocinio,
definindo caminhos e estratégias para a resolucao de problemas. Por vezes, isso pode se
tornar um facilitador do processo de conhecimento, se estiver de acordo com verdades
logicamente justificaveis. Em outros casos, pode configurar um caminho para
contradi¢des, como aceitar, por exemplo, que “multiplicar sempre aumenta”, baseado em
experiéncias multiplicativas no conjunto dos numeros naturais ou ‘“resolver uma
inequagdo como uma equagao”’, estendendo uma técnica para dominios nos quais esta nao
¢ valida. Tais situagdes podem ser consideradas como autoevidentes para alguns sujeitos,
mas se ancoram em conhecimentos mal estruturados e sdo um caminho para confusdes e
erros.

Fischbein et al. (1981) destacam que o conceito de intui¢do ndo esta claramente
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definido, tendo diferentes autores apresentado varias possibilidades de interpretagcdo para
este termo; entretanto, Fischbein (1994) defende que, apesar dessa multiplicidade de
interpretagdes, a imediatez do conhecimento intuitivo parece ser comumente aceita.
Seguindo estes autores, reiteramos que apresentar uma solug¢ao ou interpretagao intuitiva
paraum problema significa langar mao de um conhecimento sem que seja necessario estar
consciente ou conhecedor de uma justificativa detalhada ou formal para a estratégia
adotada.

Sobre a interagdo entre aspectos intuitivos e formais, Fischbein (1994) defende
ainda que nossa capacidade de processar informagdes ndo ¢ controlada somente pelas
estruturas logicas, mas também por uma grande quantidade de modelos intuitivos que
agem de maneira implicita, colocando restri¢des e definindo caminhos para o raciocinio.

Acreditamos, seguindo Fischbein (1994), que o entendimento das relacdes
estabelecidas entre aspectos algoritmicos, intuitivos e formais ¢ fundamental para
encontrarmos melhores estratégias para o ensino de conceitos e ideias matematicas, e que
este entendimento pode favorecer o desenvolvimento do pensamento matematico.

A fim de reforcar que estes aspectos desempenham um papel importante no
pensamento matemdatico e que essas consideragdes psicologicas ndo sdo meras
especulagdes, Fischbein (1994) apresenta a abordagem que os matematicos Courant e
Robbins (1978) dao ao conceito de convergéncia de sequéncias numéricas. Inicialmente,
esses autores apresentam a defini¢do formal: A sequéncia (a4, a,,as,...), tem limite a
quando n tende ao infinito se, para todo niimero positivo &, ndo importa quao pequeno,
podemos encontrar um inteiro positivo N (dependendo de ¢), tal que |a — a,, | < € para
todo n > N (Courant; Robbins, 1978, p. 291). Entdo, fazem a andlise das relacdes e
dificuldades de natureza cognitiva que se apresentam nesta definicao.

Segundo os autores, hd uma dificuldade psicologica definitiva em compreender
essa defini¢do de limite. A intuicdo sugere uma ideia ‘dinamica’ do limite como o
resultado do processo de ‘movimento’: Seguimos pela linha de inteiros 1,2,3,...,n, ... e

observamos o comportamento da sequéncia a,,. Sentimos que a aproximagao a, — a
deveria ser observavel. Mas esta atitude ‘natural’ ndo é capaz de esclarecer a formulagdo
matematica (Courant; Robbins, 1978, p. 291).

Este comentario coloca o conflito existente entre aspectos intuitivos da

convergéncia de sequéncias e o formalismo da defini¢do. Se acrescentarmos um exemplo,
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este choque entre o intuitivo e o formal torna-se ainda mais evidente.

N |-

Consideremos, entdo, a sequéncia (1,

W=

1 1 N ,
'Z""’H"")' Nao ha grandes

)

dificuldades em aceitar que os termos tornam-se cada vez mais proximos do numero 0 a
medida que n aumenta muito (n — o0) (Fischbein, 1994). Para isso, bastaria lancar mao

de um aspecto algoritmico bastante comum no trabalho com sequéncias e substituir, no
termo geral a, = %, por exemplo, n = 100, n = 1.000 ¢ n = 1.000.000 ¢ ja seria

possivel intuir que 0 € o limite da sequéncia e que ela, assim, € convergente.

Agora, para contrapor a perspectiva intuitiva, vamos demonstrar este resultado
usando a defini¢do. Considere € > 0. Entdo, da definicdo, vem que
n>0 1 n,e>0 1

1
O——|<e<=> — < g = n> -
n n £

Assim, para todo € > 0, existe um inteiro positivo N > i, tal que |0 — %| <eg,

paratodon > N.

Analisando essa demonstracao, pode-se notar que nao passamos diretamente da
analise intuitiva para a definicao formal. Elas s3o, de fato, bastante dispares. Fischbein
(1994) aponta que ha, na defini¢do formal, uma inversdao na ordem do raciocinio,
contradizendo a ideia que surge naturalmente a partir de nosso conhecimento intuitivo.

Quando do uso da defini¢dao, tomamos um numero positivo &, “nao importa quao

pequeno” para, em seguida, determinar um numero N, que depende desse €; entdo, deve-
, 1, ., .
se provar que o numero |0 — - | € menor do que o ¢ inicialmente dado.
Entretanto, segundo Fischbein (1994), quando pensamos nos termos da sequéncia,
. . , 1 o . ros
0 que notamos primeiramente ¢ que os termos — Vao se tornando cada vez mais proximos

de 0, a medida que n assume valores cada vez maiores, que € o contrario do que a
defini¢cdo pode nos levar a desenvolver. De fato, quando pensamos na defini¢do, partimos
do qudo pequena deve ser a distancia entre o termo geral da sequéncia e o valor do limite

(o valor de €), para entdo encontrarmos um valor para N; por outro lado, ao analisarmos
o comportamento dos termos %, o foco estd em observar intuitivamente que para n cada
vez maior, o mdédulo da diferenca se torna tdo pequeno quanto se queira. Ocorre ainda
que, pela defini¢do de limite, € preciso provar que % fica menor do que ¢, a partir de um

certo N e ndo importa o que acontece com os termos da sequéncia para valores de n
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menores que N.

Fischbein (1994), apoiado nessa analise, destaca que a definicdo de limite de
sequéncias ¢ totalmente contraintuitiva tornando-se, assim, de dificil compreensao.

As discussdes envolvidas nos processos de ensino e de aprendizagem de
sequéncias numéricas envolvem o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avancado. Tall (1991) coloca em discussdo aspectos psicologicos relativos a este
desenvolvimento e suas influéncias na produgdo, no ensino e na aprendizagem de
Matematica. E defende que qualquer teoria sobre a psicologia da aprendizagem
matematica deve considerar também concep¢des de matematicos maduros € ndo somente
o desenvolvimento conceitual de estudantes, uma vez que a Matematica € um elemento
cultural e existem aspectos que dependem do contexto no qual estdo inseridos.

Dreyfus (1991) entende o Pensamento Matematico Avangado (PMA) como uma
inter-relagdo de processos cognitivos como representacdo, visualizagdo, classificagdo,
justificacdo, generalizagdo, sintese e abstragdo. Para Tall (1991), muitos desses processos
aparecem nos anos iniciais de ensino, at¢é mesmo o de justifica¢do; entretanto, o processo
de abstracdo, caracterizado principalmente pelo estabelecimento de defini¢cdes formais e
pelo uso da légica de deducdes a partir dessas defini¢des, ¢ desenvolvido apenas no
Ensino Superior, muitas vezes com detrimento dos demais processos do PMA.

Tall (1991) aponta ainda que a transi¢ao entre os niveis de pensamento elementar
e avangado ¢ marcada pela mudanca “(...) do descrever para o definir, do convencer para
o provar de uma maneira logica com base nessas definigdes. (...) E a transi¢do da
coeréncia da matematica elementar para a consequéncia da matematica avangada” (Tall,
1991, p.20). Esse processo de transicdo requer uma reconstrugdo cognitiva, que ¢
enfrentada pelos estudantes durante os primeiros anos do ensino universitario.

Para Tall (1991), a apresentacdo do conhecimento matematico nas disciplinas
universitarias ndo cumpre o papel de dar ao estudante todo o poder do pensamento
avangado, com toda a multiplicidade de processos e de abordagens; e a logica de
apresentacdo frequentemente ndo estd adequada ao nivel de desenvolvimento cognitivo
dos aprendizes, o que acarreta obstaculos cognitivos, fruto do conflito entre o
conhecimento estruturado e o trazido pelos alunos. Em oposi¢do a esta perspectiva,
defende que o conhecimento matematico seja abordado a partir de estratégias que

privilegiem a estrutura do conhecimento e o processo de pensamento dos estudantes, para
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que estes adquiram insights dos métodos e processos da Matematica avancada e atinjam
os mais altos niveis do pensamento matematico.

Entendemos que a promocgao da interacdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e
formais de conceitos e ideias matematicas (Fischbein, 1994) se configura como um
caminho para viabilizar a posi¢ao defendida por Tall (1991).

A partir dessas ideias, relacionadas ao desenvolvimento do pensamento
matematico, passamos a apresentar alguns dos processos do Pensamento Matematico
Avancado e que sdo a base para nossas analises.

O processo de representagdo desempenha papel central no desenvolvimento do
pensamento matematico e deve ser considerado em todas as suas possibilidades, quando
ensinamos um novo conceito. Uma das representagdes possiveis para todo conceito
matematico € o simbolo associado ou atribuido a ele. Essas representacdes simbolicas sao
indispensaveis no desenvolvimento e no ensino de Matematica; entretanto, trazem
consigo um lado perigoso, que pode ter impactos bastante nocivos no processo de
aprendizagem de novos conceitos.

Segundo Dreyfus (1991), os simbolos estdo associados a signos (sinais) € a
significados e tornam explicito o significado do conhecimento implicito que um individuo
tem sobre um dado conceito; contudo, para que um novo simbolo seja funcional e possa
ser utilizado, € preciso que alguns significados associados ao conceito em questao sejam
desenvolvidos antes que o simbolo seja estabelecido, sob pena do estudante trabalhar com
um simbolo sem ter apreendido o desejado significado para ele. Este autor reitera que
esse processo de articulagdo dos varios significados de uma nog¢do, antes do
estabelecimento do simbolismo associado a ela, ¢ frequentemente negligenciado no
ensino de Matematica.

Outro significado das representagdes, que desempenham um papel ainda mais
decisivo no pensamento e no processo de aprendizagem de Matematica, € o conceito de
representacao mental. Ao discutir um conceito, procedimento ou nogao matematica, cada
um de noés relaciona a ideia em questao a algo que nos vem a mente, essa € a representagao
mental que temos de tal conceito. Embora possamos esperar de matematicos profissionais
defini¢cdes equivalentes sobre, por exemplo, o conceito de funcdo, as representagdes
mentais de cada um deles podem ser completamente dispares, dependendo das areas de

interesse ou dos trabalhos que desenvolvem. Essa caracteristica ¢ ainda mais marcante e
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decisiva quando do processo de aprendizagem de Matematica, na relagdo entre
professores e alunos (Dreyfus, 1991).

Ainda considerando o caso das fung¢des, um estudante pode, por exemplo, ter uma
representacao mental associada a elaboracao de tabelas de valores ou ainda um esbogo do
grafico, enquanto o professor que ensina integrais indefinidas pode pensar em um objeto
a ser transformado. Essa discrepancia entre o que ¢ trazido pelo aluno e o que € esperado
pelo professor pode conduzir a situacdes nas quais a relacdo de aprendizagem seja
prejudicada e o estudante tera dificuldades em entender o que diz o professor e o professor
dificuldades de fazer com que o aluno entenda sobre o que ele fala (Dreyfus, 1991).

A visualizacdo ¢ um dos processos pelo qual as representagdes mentais podem
passar a existir. Dreyfus (1991) aponta que a geracdo de representagdes mentais depende
dos sistemas de representagdo, de produgdes externas, concretas, que podem ser
percebidas pelo sujeito. No caso das sequéncias numéricas, objeto de interesse de nossa
investigacao, graficos, férmulas algébricas, tabelas e representagdes numéricas
materializam o conceito de sequéncia, pois sdo producdes externas dessa ideia.

Esse autor sustenta, ainda, que as representagdes mentais sao criadas com base em
sistemas de representagdo “concreta” e aponta ainda que um sujeito pode criar, para certo
conceito, uma Unica e simples representacdo, mas destaca que, para ter sucesso em
Matematica, € necessario ter muitas representagdes mentais de um conceito e que estas
estejam relacionadas a varios aspectos desse conceito. Representagdes que articulem
poucos elementos de um conceito nao conferem a flexibilidade necessaria a resolucao de
problemas e podem ter impacto negativo no processo criativo do sujeito.

Para Dreyfus (1991), essa ¢ uma caracteristica observavel em muitos estudantes,
que se manifesta na dificuldade em resolver problemas que trazem pequenas mudangas
nas estruturas ou enunciados, possivel reflexo da incapacidade de estabelecer articulagdes
entre diversas representagdes de um conceito. Segundo ele, o conceito de fungdo ¢ um
exemplo tipico dessa situagdo, pois € comum que estudantes do Ensino Médio pensem
nessa ideia somente em termos de férmulas algébricas, mesmo quando sdo capazes de dar
uma definicdo em termos de relagdes entre conjuntos. Destaca que os processos de
visualizacdo e de representacdo exercem papel importante no desenvolvimento de
abstracdes, uma vez que as imagens visuais podem apresentar caracteristicas globais e

enfatizar aspectos estruturais dos conceitos, fatores que sdo de grande ajuda na constru¢do
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de abstragdes. E aponta, ainda, que representacdes e abstragdes sdo processos
complementares, pois um conceito muitas vezes ¢ abstraido a partir de varias
representacdes € uma representagdo esta sempre associada a propriedades de um conceito
abstrato; dessa forma, o uso de varias representagoes, trabalhadas conjuntamente, pode

favorecer a abstracdo das relagdes e propriedades de um conceito.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A elaboragdo dos instrumentos de coleta de dados ocorreu em trés etapas. Na
primeira delas, entrevistamos sete docentes que ministram as disciplinas Sequéncias e
Séries e Introducdo a Analise Real para cursos de Licenciatura em Matematica. Todos
trabalham em instituigdes publicas de ensino do Estado de Sao Paulo, possuem mais de
10 anos de atuacao docente e ja ensinaram sequéncias numéricas no Ensino Superior. Um
deles possui Mestrado em Matematica, quatro possuem Doutorado em Educagao
Matematica, um Doutorado em Matematica e outro Doutorado em Computagdo
Matematica.

Das analises das entrevistas com os docentes, foram identificadas 16 principais
dificuldades de estudantes, relativas ao estudo de sequéncias. Essas dificuldades
orientaram a elaborac¢do de dois questionarios diagndsticos que foram aplicados para um
mesmo grupo de licenciandos em Matematica: um ao final da disciplina Sequéncias e
Séries, no 6° semestre (segunda etapa da pesquisa) e o outro ao final da disciplina
Introducdo a Analise Real, no 8° semestre (terceira etapa da pesquisa). Esses questionarios
abordam questdes como representagdo de sequéncias numéricas, uso e elaboragao de leis
algébricas e ideias de limite e convergéncia de sequéncias, entre outros (Vieira, 2016).

Neste artigo, discutimos as respostas dadas pelos participantes para a questao que
aborda a identificacdo de propriedades de sequéncias a partir de suas representagdes
graficas. Essa questdo procura investigar as seguintes dificuldades apontadas pelos
docentes entrevistados: (dificuldade 1) Nao atentar para caracteristicas de sequéncias
numéricas - ser crescente, decrescente, limitada - no estudo da convergéncia e
(dificuldade 2) Dificuldade em relacionar a ideia de convergéncia com o limite de uma
sequéncia.

Os questionarios foram respondidos individualmente, sem nenhum tipo de
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consulta a materiais externos e sem intervengdo do pesquisador. No primeiro
questiondrio, foram convidados 17 estudantes do curso de Licenciatura em Matematica
da instituicdo escolhida e que haviam cursado os ensinos Fundamental e Médio em
escolas publicas. O segundo questiondario foi aplicado ao final da disciplina Introdugao a
Andlise Real (8° semestre) e participaram 15 alunos que haviam respondido ao primeiro
questiondrio. A partir da andlise das respostas dadas por escrito, o estudante, identificado
como Camilo neste texto, foi selecionado para a realizacdo de entrevistas
semiestruturadas (Boni; Quaresma, 2005), nas quais foram discutidas as respostas dadas
por ele nos questionarios.

As respostas dos participantes, para cada uma das questdes, foram analisadas com
base na Andlise de Erros (Cury, 2007), procedimento metodolégico que propde uma
analise de contetido para identificar classes de erros recorrentes nas resolugdes dos
problemas propostos, seguida de quadros com os percentuais de cada tipo de erro

identificado.

DISCUSSAO DOS RESULTADOS

No que segue, apresentamos a questao aplicada, sua analise didatica e discutimos

as respostas dadas pelos participantes da pesquisa.

Questao Os graficos a seguir representam sequéncias numéricas. Admitindo que os
comportamentos indicados nos graficos persistam, classifique essas sequéncias em
convergente, divergente, crescente, decrescente, limitada, sem limite, limite infinito,
possui limite, constante, mono6tona. Em cada caso, apresente todas as classificacdes
possiveis. Coloque suas respostas logo abaixo de cada gréafico. (Os graficos, as
classificacdes esperadas e os percentuais de acerto no primeiro € no segundo
questiondrios sao apresentados no Quadro 1).

Nesta questdo, damos destaque ao processo de visualizagdo e entendemos que as
respostas dos participantes fornecerdo elementos para avaliar se estes inter-relacionam
aspectos intuitivos e formais na classificagdo das sequéncias representadas nos graficos.
Além disso, a comparacao entre as respostas dadas para as questdes nos dois momentos

nos permite observar se dificuldades em ndo atentar para caracteristicas de sequéncias
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numéricas (dificuldade 1) e em relacionar a ideia de convergéncia com o limite de uma
sequéncia (dificuldade 2) foram ou ndo superadas pelos participantes ao final de sua
formagdo no curso de Licenciatura em Matematica. Os graficos foram retirados de
Ochrtman, Swinyard, Martin (2014).

No Quadro 1, apresentamos as classificagdes esperadas para cada grafico da
questdo proposta e os percentuais de estudantes que acertaram cada uma das opgdes
corretas. Por exemplo, no grafico A, 47% dos estudantes assinalou corretamente o termo
‘convergente’ na questdo no Primeiro Questionario (1° Q) e 33% indicou essa op¢ao no
Segundo Questionario (2° Q). Isso significa que, respectivamente, 53% e 67% dos
participantes nao registraram essa classificacao para o grafico A, no Primeiro e Segundo

Questionarios.

Quadro 1: Classificagdes esperadas e percentuais de acertos das questoes

I R s R R R R R

Grifico A Grifico B Grifico C
Classificacoes | 1°Q | 2°Q Classificacoes | 1°Q | 2°Q Classificacoes | 1°Q | 2°Q
Convergente 47% | 33% Convergente 71% | 92% Convergente 53% | 42%
Possui limite 41% | 33% Possui limite 65% | 42% Possui limite 53% | 42%
Limitada 6% 25% Limitada 18% | 50% Limitada 24% | 17%
Constante 82% | 83%
Monoétona 24% | 8%
5 :
: _—
e e S
. 3 & | >
Grafico D Grafico E
Classificacoes 1°Q |2°Q Classificacoes | 1°Q | 2°Q
Convergente 82% | 83% Divergente 47% | 42%
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Limitada 47% | 58% Limitada 41% | 58%
Crescente 82% | 58%
Monotona 47% | 33%
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A partir da analise das respostas dos participantes e das estatisticas indicadas no

Quadro 1, identificamos as classes de erros destacadas no Quadro 2. Para facilitar a

comparagdo entre as respostas dadas nos dois questionarios, utilizamos as mesmas classes

de erros identificadas no Primeiro Questionario. Os critérios adotados nas classificagoes

das respostas, em cada tipo de erro, ¢ 0 mesmo para as duas questoes.

Quadro 2: Classes de erros identificadas nas resolugdes das questdes

Descriciio do erro 1°Q 2°Q
Ag - Nao relacionar convergéncia e sequéncia limitada 41% 67%
Bs - Néo relacionar sequéncia constante e convergéncia 53% 50%
Cs - Aplicar parcialmente ou de maneira equivocada o conceito de sequéncia 76% | 100%
mondtona

Dg - Nao relacionar convergéncia com possuir limite 35% 58%
Eg -.Aplicar parcialmente ou de maneira equivocada o conceito de sequéncia 539% 75%
limitada

Fs - Nao relacionar possuir limite com sequéncia limitada 53% 33%

O erro tipo A¢ € associado aos estudantes que, tendo indicado uma sequéncia como

‘convergente’, ndo a indicaram como ‘limitada’ em pelo menos dois graficos; essa

situacdo ocorre nos graficos A, B, C e D. As respostas de Bia (Fig. 1) e Debora (Fig. 2)

sdo exemplos de situagdes consideradas neste tipo de erro, pois Bia deixou de indicar o

conceito ‘limitada’ em quatro graficos e Debora, em dois. Entendemos que a aplicacao

parcial da classificagdo ‘convergente’ e ‘limitada’, como no caso da resposta de Debora,

¢ tdo relevante quanto nenhuma classificagdo, como no caso de Bia, pois indica

incoeréncia por parte daquela estudante e mostra que a relagao entre estes conceitos nao

esta totalmente clara para ela.
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Figura 1 - Resposta de Bia no Segundo Questionario —graficos A, B, C, D
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Fonte: Vieira (2016)

Os dados apresentados no Quadro 2 indicam que houve um desempenho pior dos

participantes do Segundo Questionario em classificar a relagdo ‘convergente’ e ‘limitada’.

Figura 2 — Resposta de Debora no Segundo Questionario — graficos A, B, C, D
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Fonte: Vieira, 2016.

No Quadro 1, observamos que houve uma piora na identificagdo do conceito
‘convergente’ nos graficos A e C, resultado que ajuda a explicar o aumento no percentual
do erro tipo As.

O erro tipo B diz respeito a sequéncia constante representada no grafico C. Neste
caso, foram considerados os participantes que ndo indicaram a sequéncia como
‘convergente’, quando a consideraram ‘constante’, como ¢ o caso de Renata e Ugo

(Figura 3).

Figura 3 - Respostas de Renata e Ugo no Segundo Questionario — grafico C
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Fonte: Vieira, 2016.
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Observe que estes estudantes classificam a sequéncia do grafico C também como
‘sem limite’, condi¢ao que indica dificuldades mais profundas do que simplesmente ndo
té-la considerado ‘convergente’. Neste caso, o desempenho geral dos participantes se
manteve praticamente o mesmo nos dois questionarios, mas os indices em torno de 50%
deste tipo de erro indicam uma relacdo bastante conflituosa entre os conceitos de
convergéncia e sequéncia constante.

No Segundo Questiondrio, nenhum dos participantes classificou,
simultaneamente, as sequéncias dos graficos C e D como ‘mondtonas’, por isso houve
100% do erro tipo Cs; 4 estudantes (33%) indicaram o grafico D e um estudante (8%), o
grafico C como sequéncias mondtonas. No que diz respeito a esse conceito, a anotacao
do estudante Ugo (Fig. 4) na folha de respostas parece ser uma boa explica¢do para os
resultados e as dificuldades dos participantes em identificar sequéncias mondtonas. De
fato, as dificuldades dos participantes com este conceito ficaram evidentes no Primeiro
Questionario e os dados do Segundo confirmam que, para estes participantes, a defini¢ao

de sequéncia monotona ndo esta clara, situacdo que caracteriza o erro tipo Ce.

Figura 4 - Resposta de Ugo no Segundo Questionario
: ) | / . :
#* neS Sad = ;H; € rOpo o e
Fonte: Vieira, 2016.

O erro tipo Ds concentra os estudantes que, tendo classificado uma sequéncia
como ‘convergente’, ndo marcaram o conceito ‘possui limite’; estes dois conceitos estdo
relacionados nos graficos A, B, C ¢ D e foram considerados nesta classe de erro
participantes que deixaram de aplicar ambos os conceitos para pelo menos dois graficos.

A resposta de Ilana (Fig. 5) ¢ um exemplo da situagdo considerada nesse tipo de erro.

Figura 5 - Resposta de Ilana no Segundo Questionario — graficos C e D

grificoC gréfico D
2m Sl U 2 L

Fonte: Vieira, 2016.
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Observe que, em sua resposta, Ilana revela que suas incompreensdes sao mais
profundas do que o fato de ndo relacionar convergéncia a existéncia do limite, uma vez
que associa 0s conceitos ‘convergente’ e ‘sem limite’. Neste caso, nos parece evidente
que a estudante ndo apreendeu a ideia de convergéncia.

Os participantes do Segundo Questionario tiveram um desempenho pior na
relacdo observada no erro tipo De, indicada pelo indice de 58%, maior que os 35%
verificados no Primeiro Questionario (Quadro 2). Esse desempenho ruim no Segundo
Questiondrio também se observa nas estatisticas do Quadro 1, no qual podemos verificar
que o conceito ‘possui limite’ foi menos apontado pelos estudantes no Segundo
Questiondrio nos graficos A, B, C e D, que sdo aqueles em que a sequéncia possui limite.

O erro tipo Es agrupa os participantes que ndo aplicaram o conceito de sequéncia
limitada ou o fizeram parcialmente. Como todos os graficos da questdo proposta
mereciam essa classificacdo, consideramos neste erro os participantes que nao utilizaram
o termo ‘limitada’ ou o usaram em apenas um ou dois graficos.

A resposta de Bia (Fig. 6) exemplifica a situacao considerada no erro tipo Es, pois

aplicou o conceito ‘limitada’ apenas no grafico E.

Figura 6 - Resposta de Bia no Segundo Questionario — graficos A, B,C,D ¢ E
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Fonte: Vieira, 2016.

Embora os indices destacados no Quadro 1 apontem um melhor desempenho dos
participantes do Segundo Questionario no emprego do termo ‘limitada’, o percentual de
75% associado ao erro tipo Es, destacado no Quadro 2, contradiz essa analise e indica um
desempenho pior no uso desse conceito por parte dos estudantes no Segundo
Questionario.

Entendemos que essa aparente contradicdo pode ser explicada pelo fato do uso
isolado, em um ou dois graficos, da ideia de sequéncia limitada ndo garantir que o
participante tenha entendimento dessa defini¢do. Por exemplo, o estudante Camilo

utilizou corretamente este conceito na classificagdo dos graficos A e B no Segundo
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Questiondrio; porém, na entrevista, ao ser questionado porque nao classificou o grafico

C como ‘limitada’, justificou que

Toda vez que eu penso em limitado eu penso em valores. Eu penso por exemplo
no valor (...) pro qual a minha sequéncia ela vai convergir e eu penso por
exemplo em valores superiores e inferiores, mas que em determinado momento
dessa sequéncia esses valores, tanto os superiores quanto os inferiores eles vao
se aproximar desse meu limite. Nesse caso (grafico C) eu ndo tenho nem
valores superiores ao meu limite nem valores inferiores, eu tenho justamente o
meu limite.

Esse comentario indica que o participante ndo conhece o conceito em questdo,
embora o tenha empregado corretamente em algumas classificacoes.

Estudantes que ndo aplicaram o conceito de sequéncia limitada nas situagdes em
que classificaram a sequéncia com o termo ‘possuir limite’ estdo agrupados no erro tipo
Fs. Novamente, as respostas de Bia (Fig. 6) sdo exemplos de respostas consideradas nesse
tipo de erro, pois ela ndo utiliza o termo ‘limitada’ nas ocasides em que classifica a
sequéncia com o termo ‘possuir limite’.

Apesar dos indices destacados no Quadro 2 indicarem uma redugdo no percentual
desse tipo de erro, de 53% no Primeiro Questionario para 33% no Segundo, essa leitura
deve ser ponderada com o desempenho dos participantes do Segundo Questionario no uso
da expressao ‘possuir limite’, que foi pior do que no Primeiro Questionario. De fato, os
percentuais de acerto para o termo ‘possuir limite’ teve reducdo em todos os quatro

gréaficos da questdo, conforme destacado no Quadro 1.

CONSIDERACOES FINAIS

De maneira geral, o desempenho dos participantes nas classificagdes dos graficos
do Segundo Questionario foi pior do que no Primeiro Questionario, conforme indicam os
indices destacados nos Quadros 1 e 2. Estes dados quantitativos e a analise de erros que
realizamos sdo evidéncias de que os participantes continuam com dificuldades em
reconhecer caracteristicas importantes de sequéncias numéricas, como ser crescente,
limitada, monotona ou possuir limite, se sdo representadas graficamente, e em relaciona-
las ao estudo da convergéncia.

A auséncia de aspectos formais relacionados ao uso de definigdes e conceitos
parece ser a grande responsavel pelos erros cometidos pelos participantes, situacdo que

impede a interacdo com aspectos intuitivos presentes na interpretagdo das representagdes
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graficas e ndo possibilitam, por exemplo, o estabelecimento das inter-relagdes esperadas
(algoritmicas, intuitivas e formais). Sob essa perspectiva, nossos participantes também
parecem ndo ter atingido, no que diz respeito ao estudo de sequéncias, um estagio formal
de Matematica, resultados que estdo em consonancia com os apresentados por Bisognin,
Bisognin e Leivas (2017), além de corroborar dificuldades apontadas por pesquisadores
como Gomes et. al. (2015) e Broetto e Santos-Wagner (2019).

Um dos impactos mais imediatos desse problema diz respeito ao desenvolvimento
de processos do Pensamento Matematico Avangado, como visualizagao e mudancga entre
representacdes, que poderiam ser favorecidos a partir da interagdo entre aspectos
algoritmicos, intuitivos e formais dos conceitos e ideias colocados em jogo na
interpretagdo grafica de sequéncias e no aprofundamento da andlise das propriedades
salientadas em cada um desses graficos.

No caso da formacao de professores de Matematica, acreditamos que estratégias
como as colocadas por Batista (2017), que propde o estudo da Geometria Fractal na
introducao do contetido de sequéncias numéricas, podem se constituir em alternativas que
possam minimizar os problemas observados para nossos participantes e para futuros
professores que, munidos de arcabougos tedrico-metodoldgicos tenham recursos que lhes
permitam desenvolver praticas de ensino diferenciadas e atrativas como, por exemplo, a
colocada por Marchetto (2017), que aplicou atividades de ensino sobre sequéncias
numéricas com o uso do GeoGebra para estudantes do Ensino Médio.

Por fim, entendemos que a interagdo entre aspectos algoritmicos e intuitivos
relacionados ao calculo de limite de sequéncias e processos de mudangas entre
representacdes algébrica e grafica e de visualizagao podem ser alternativas que favorecam
uma ressignificacdo dos conceitos e ideias (aspectos formais) relacionados ao estudo de
sequéncias numéricas € que também contribuiriam para uma formacdo mais ampla e

articulada de futuros professores de Matematica da Educagao Basica.
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