COMPRENSION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION DERIVADA
EN ESTUDIANTES DE BACHILLERATO: DE PROCESO A
OBJETO

Understanding the graph of the derivative function in high school students:
from process to object

Lillo, E.%, Moreno, M.2, Orts, A.° y Llinares, S.?

“Universidad de Alicante, PIES Tavernes Blanques (Valencia)

Resumen

El objetivo de esta investigacion es caracterizar el desarrollo de la comprension de la grafica de la
funcion derivada en estudiantes de bachillerato que usan tecnologia. Se diseiio un experimento de
ensenianza fundamentado en la teoria APOS, la génesis instrumental y la teoria de las
representaciones semioticas. El analisis de los registros del experimento de enserianza ha permitido
identificar dos caracteristicas de la transicion de la comprension de la grafica de la funcion derivada
como proceso a objeto: (i) el conocimiento del proceso limite de la tasa de variacion media y (ii) la
reflexion sobre la relacion actividad-efecto al usar GeoGebra. Estos resultados proporcionan
informacion sobre el papel de la tecnologia en el desarrollo de la comprension de los estudiantes
cuando un modelo de construccion del conocimiento (descomposicion genética) se usa para diseniar
la secuencia de actividades.

Palabras clave: Concepto de derivada, grdfica de la funcion derivada, experimento de ensenianza
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Abstract

The goal of this research is to characterize the understanding of the graph of the derivative function
in high school students (16-17 years). A teaching experiment was designed from three perspectives:
the APOS theory, the instrumental genesis that supports reflection on the activity-effect relationship,
and the theory of semiotic representations. The analysis of the records of the teaching experiment
has allowed to identify two features in the transition from knowing the graph of the derived function
as a process to know it as an object: (i) knowing the limit process of the average variation rate, and
(ii) reflecting on the activity-effect relationship using, GeoGebra (instrumental genesis). These
results provide information on the role of technology in the development of students' understanding
when sequences of activities are designed following a knowledge construction model (genetic
decomposition).

Keywords: Derivative concept, derivative function graph, APOS teaching experiment, GeoGebra.
INTRODUCCION

La comprension del concepto de derivada ha sido estudiada a nivel internacional y nacional (Larsen
et al., 2017; Sanchez-Matamoros y Garcia, 2015). La importancia de este concepto en el curriculo de
bachillerato y primeros cursos universitarios se evidencia por su presencia en los libros de texto
(Vargas et al., 2020) y su aplicacion en diversos campos cientificos y tecnolégicos. Sin embargo, en
su ensefanza, se tiende a enfatizar las aproximaciones algoritmicas concediendo menos atencion a la
nocion de razon de cambio introducida mediante la tasa de variacion media (Contreras, 2000). En los
ultimos afos, la emergencia de herramientas digitales como GeoGebra permiten cambiar esta
tendencia favoreciendo la relacion entre los modos de representacion grafico, numérico y analitico
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para apoyar la construccion del significado geométrico de la tasa de variacion media (Orts et al.,
2018). En este estudio se analiza la introduccion del concepto de derivada desde la idea de variacion
enfatizando las conexiones entre representaciones con el uso del software GeoGebra. La hipotesis
que subyace en este planteamiento es que la comprension de la grafica de la derivada, entendida como
la capacidad de interpretar y entender el significado y las caracteristicas de su representacion grafica,
se puede favorecer aprovechando la nociéon de variacion, el paso al limite y la tecnologia para
construir oportunidades de aprendizaje para los estudiantes, en particular mediante la herramienta
especifica rastro que incorpora GeoGebra y la conexion entre registros de representacion (Asiala et
al., 1997). El problema de investigacion planteado explora el papel de la tecnologia para favorecer la
comprension de la grafica de la funcion derivada, a partir de la tasa de variacion, mediante un entorno
de ensefanza disefiado ad hoc haciendo énfasis en la relacion entre la tasa de variacion y la pendiente
empleando recursos visuales interactivos.

MARCO CONCEPTUAL

Esta investigacion se apoya en tres marcos tedricos: la teoria APOS (Arnon et al., 2014), la teoria de
la representacion semiotica (Duval, 2017) y la génesis instrumental para caracterizar el resultado de
la reflexion sobre la relacion actividad-efecto (Rabardel, 1995).

La teoria APOS (Arnon et al., 2014), acronimo de Accidn, Proceso, Objeto y Esquema, se basa en el
concepto de abstraccion reflexiva para describir y explicar como los estudiantes comprenden los
conceptos matematicos (en nuestro caso, la grafica de la funcion derivada). Esta teoria contempla
varios mecanismos mentales para describir como los estudiantes construyen diferentes formas de
conocer los conceptos matematicos. Asi, una acciéon es la manipulacion de objetos matematicos,
mientras que la interiorizacion de esta accion como proceso se refiere al proceso por el cual un
individuo toma conciencia de que es posible concebir esta secuencia de acciones sin realizarlas.
Cuando el estudiante se da cuenta de que algunas propiedades puede actuar sobre el proceso, es
cuando asumimos que el proceso se encapsula en un objeto mental. De manera inversa, la
desencapsulacion es el mecanismo mental de reconocer las propiedades y relaciones que pueden
actuar sobre el proceso. En el caso de la comprension de la grafica de la funcion derivada, una accion
es manipular la recta tangente y comprender su relacion con la funcioén, un proceso es imaginar la
grafica de la funcion derivada sin necesidad de utilizar la recta tangente. Encapsular la grafica de la
funcion derivada como objeto implica analizar caracteristicas locales y globales de la grafica de la
funcion derivada en relacion a la funcion original, mientras que desencapsular es utilizar estas
caracteristicas para representar la derivada a partir de la funcion. El proceso de investigacion basado
en la teoria APOS implica realizar un analisis del concepto que permite proponer un modelo
hipotético de construccion de las formas de conocer denominado descomposicion genética (Orts et
al., 2016) con el cual disefiar e implementar un experimento de ensefianza para recabar informacion
que permita refinar la descomposicion genética inicial.

La segunda perspectiva teorica usada es la teoria de registros de representacion semiotica (Duval,
2017). Segtin Duval (2017), la actividad matematica se lleva a cabo en un contexto de representacion
utilizando notaciones simbolicas, graficas o verbales. Se identifican dos tipos de representaciones:
las imdgenes mentales que un individuo tiene sobre un objeto y las representaciones semidticas que
utilizan signos que pertenecen a un sistema de representacion para comunicar los significados. En el
caso del concepto de derivada, pueden ser el registro grafico/geométrico y simbolico/analitico.

Finalmente, la génesis instrumental (Rabardel, 1995) describe y explica como las tecnologias pueden
integrarse en el proceso de ensefianza de las matematicas para apoyar el desarrollo de la comprension
de conceptos matematicos. La génesis instrumental estudia como un artefacto se convierte en un
instrumento cuando el resolutor resuelve problemas (Artigue, 2002). La génesis instrumental permite
describir como la reflexion sobre la relacion actividad-efecto, cuando se usan instrumentos
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tecnologicos como GeoGebra, ayuda a los estudiantes a construir un concepto como un objeto
cognitivo a partir de la resolucion de las tareas instruccionales (Simon y Tzur, 2004).

La pregunta de investigacion es: ;Como un recurso tecnologico (GeoGebra) favorece la
encapsulacion como objeto de la grafica de la funcion derivada en estudiantes de primero de
Bachillerato al potenciar la reflexion sobre la relacion actividad-efecto?

METODOLOGIA
Participantes y contexto

Los participantes de este estudio son un grupo de 29 estudiantes de primer curso de Bachillerato LOE
de la modalidad de Ciencias y Tecnologia que participaron en el tercer trimestre de 2022 en un
experimento de ensefianza, sobre la construccion del concepto de grafica de la funcion derivada,
disefiado ad hoc. Los estudiantes habian completado el tema sobre el concepto de limite de una
funcion y era su primer contacto con el concepto de derivada. El curso anterior, se realiz6 una prueba
piloto con otro alumnado. Para el experimento se formaron 11 grupos de 2 o 3 miembros atendiendo
al criterio de rendimiento académico similar y sintonia para facilitar la comunicacion. Previo al
experimento se instruyo a los estudiantes en el uso de dos programas de software libre y de codigo
abierto: Obs Studio para la grabacion de video y el software de geometria dinamica GeoGebra que
permite la representacion algebraica, grafica y tabular. Se cred una pagina web donde los estudiantes
podian trabajar con los applets y subir ellos mismos sus grabaciones de video al finalizar la sesion.
Ademas, se les proporcionaron, en papel, los enunciados de las tareas para responder a las actividades.

El experimento constaba de 6 tareas y se realizo en 6 sesiones de 55 minutos sin que hubiese ninguna
puesta en comun durante las sesiones. En cada sesion los estudiantes debian resolver una tarea que
contenia varias actividades (tabla 1) trabajando cada grupo de manera independiente y con
explicaciones en gran grupo para aclarar conceptos puntuales. Cada tarea, salvo la ultima, se
acompaniaba de un applet de GeoGebra. Las actividades se construyeron atendiendo a una
descomposicion genética del concepto de funcion derivada generada como hipotesis de la
construcciéon de la comprension de la grafica de la funcion derivada, que se apoyaba en la
invariabilidad de la pendiente en una recta y la nocion de tasa de variacion.

Tabla 1. Estructura del experimento de ensefianza

Objetivos desde la
S Descomposicion Foco de la tarea
Genética
1) La pendiente de una recta como razon entre los desplazamientos verticales y
horizontales.
Observar la ii) Uso del deslizador para observar gréafica, analitica y numéricamente que la
1 invariabilidad de la pendiente no depende ni del niimero de triangulos considerados ni del
pendiente en una recta intervalo considerado.
iii) La invariabilidad de la pendiente de una recta no puede aplicarse en una
curva.

1) La TVM de forma geométrica y numérica en un intervalo.
> Establecer la idea de ii) La TVM de forma geométrica y numérica en una particion del intervalo para
tasa de variacion media obtener informacion de la grafica de la funcion utilizando el “mecanismo de
tridangulos” junto a los valores de las distintas tasas de variacion media.

i) Uso de la TVM, en su registro numérico y geométrico, para observar como
las diferentes TVM convergen hacia un valor al hacer cada vez menor la
longitud del intervalo dejando el extremo inferior fijo.

i) Introducir el concepto de tasa de variacion instantdnea como el valor al que
convergen las diferentes TVM.

iii) Formar la idea de funcion derivada al poder asignar a cada punto del dominio
de la funcién un y solo un valor como TVL.

De la tasa de variacion

3 alafuncion derivada:
TVI como limite de la
razon de cambio
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iv) Obtencion analitica de la definicion de TVI como limite de la razoén de
cambio.

1) Identificar la TVM con la pendiente de la recta secante.

ii) Uso del deslizador de GeoGebra para visualizar dindmicamente la
convergencia de las rectas secantes a la recta tangente.

iii) Obtencion de la pendiente de la recta tangente como el valor al que
convergen los valores de las pendientes de las rectas secantes y su
identificacion con la TVI y viceversa.

iv) Establecer la igualdad entre la TVI y la derivada en un punto utilizando la
nocioén de limite de la razon de cambio y el cociente incremental.

De la tasa de variacion
a la funcion derivada:
4 Igualdad del limite de
la razon de cambio y el
cociente incremental

i) Relacionar grafica y numéricamente el valor de una funcion en un punto y el
valor de la derivada en ese punto.

ii) Representar la grafica de una funcion derivada al desplazar la recta tangente
por la grafica de la funcion.

iii) Relacionar la grafica de una funcion con la grafica de su derivada, .

iv) Realizar un esbozo de la grafica de f* a partir de la gréfica de la funcion.

La funcion derivada
5 como proceso a partir
de la recta tangente

i) Relacionar la grafica de una funcion derivada con la grafica de su primitiva.
ii) Realizar un esbozo de la grafica de la funcion a partir de la grafica de su
primitiva.

¢ Grafica de la funcion
derivada como objeto

Datos de la investigacion

Los datos de esta investigacion proceden de las grabaciones de las interacciones de los estudiantes
con el ordenador (audio y registros escritos; de las producciones de los estudiantes en papel y de las
notas del profesor). Solo se consideraron tres grupos de estudiantes de los 11 que participaron en el
experimento de ensefianza porque generaron datos en todas las sesiones y sus aportes permitia realizar
el anélisis de todas las grabaciones, producciones escritas y anotaciones del profesor.

Analisis

El andlisis de los datos se realizd conjuntamente por cuatro investigadores para discutir diferencias
en las interpretaciones y consensuar los resultados. El andlisis se llevo a cabo en dos fases. En la
primera revisamos las respuestas de cada grupo a cada tarea para identificar los momentos de la
resolucidn y el papel que desempenaban los modos de representacion (interacciones con los applets).
Una vez identificados estos momentos, los relacionamos con la descomposicion genética conjeturada.
Con el fin de dar cuenta de las posibles construcciones mentales que los estudiantes estaban haciendo,
se realiz6 un andlisis. En la segunda fase, para cada grupo de estudiantes se analiz6 la resolucion de
la secuencia de tareas y el papel de la tecnologia en su resolucion, identificando evidencias de la
reflexion de los estudiantes sobre la relacion actividad-efecto al coordinar registros
graficos/geométricos 'y numéricos/algebraicos cuando manipulaban los applets (génesis
instrumental). Este andlisis permitid generar perfiles sobre como se construy6 el significado de la
grafica de la funcion derivada.

RESULTADOS

En esta comunicacion describimos dos caracteristicas que parecen determinar la encapsulacion del
significado de la gréafica de la funcidon derivada como proceso en objeto a partir de la reflexion sobre
la relacion actividad-efecto realizada por los estudiantes: (i) La dificultad de considerar el proceso de
paso al limite (como un hito que debe superarse) y (ii) la necesaria coordinacion de los registros
graficos/geométricos y numéricos/algebraicos cuando se usan instrumentos tecnologicos (génesis
instrumental) (como un hito que determina la encapsulacion de proceso a objeto).

Dificultad para considerar el proceso de paso al limite

Uno de los aspectos caracteristicos viene dado por la dificultad en considerar el paso al limite. Por
ejemplo, el grupo GP12 identificé el punto al que convergen las TVM como la TVI. Sin embargo, la
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falta de comprension del concepto de limite les impidid asignar un valor y dotarlo de significado.
Esta dificultad se evidencio: (i) en su incapacidad para expresar en el registro simbdlico o analitico
el paso al limite de la sucesion de TVM, (ii) en hallar el valor limite del cociente incremental cuando
h tiende a 0, y (iii) cuando en el registro grafico no se identifica la recta a la que converge la sucesion
de rectas secantes. Aunque la tecnologia les permitié reconocer la grafica de la funcién derivada de
una funcién como una accion y representar la grafica de una funcion derivada distinta a la del applet,
a partir del establecimiento de similitudes y diferencias, estos estudiantes no consiguieron dotar de
significado la grafica representada porque no pudieron relacionar la grafica de una funcién con la de
su derivada si no podian establecer relaciones con la representada en el applet. Por ejemplo, cuando
se pedia relacionar la grafica de una funcion con la grafica de su derivada, diferentes a las del applet
(actividad 5.3), las alumnas respondian:

E: Es que claro, yo ésta la he hecho... [Refiriéndose a la grafica de la tarea anterior, figura 1]

O: Teniendo en cuenta esta, que es girada [Refiriéndose a la gréafica del applet], por eso hemos
sabido que es justo al revés, pero, jes que las otras!?? [las graficas de la actividad]

Figura 1. Derecha grafica del applet. Izquierda grafica representada por el grupo GP12 en actividad 5.2

Reflexion sobre la relacion actividad-efecto apoyando la génesis instrumental

La reflexion sobre la relacion actividad-efecto apoya la génesis instrumental. Identificamos dos
caracteristicas: (i) la coordinacion entre los registros grafico y numérico para construir la recta
tangente como el limite de la sucesion de las rectas secantes, y (ii) el uso del rastro generado por un
punto M con abscisa en el dominio de la funcidon y ordenada igual a la pendiente de la recta tangente
para identificar la funcion derivada. Por ejemplo, en la actividad donde se les pedia que dibujaran la
recta a la que se aproximaban las secantes cuando h=0 (la recta no aparecia en el applet) (actividad
4.2.c), la estudiante R explicaba a su compafiera como obtener dicha recta:

Figura 2. Respuesta del grupo GP16 a la actividad 4.2.c

() foca secar () fcn
-~ -

R: Aqui pasa una recta secante y te dice que hay un valor de h en el que no existe funcion, es una
asintota [refiriéndose a la recta tangente]. Entonces tienes que dibujar la recta secante que
pasaria por ahi [refiriéndose a la recta tangente], pero a ti no te la pone, porque no existe [cuando
h= 0 la recta secante no aparece en el applet al no estar definida]. Entonces hemos cogido....

C: {,como?
R: porque cuando h vale 0 la funcién no existe [refiriéndose a la recta tangente], la recta secante.

[...]
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R: Lo que hemos hecho es coger un valor muy aproximado a cero por la derecha y un valor muy
aproximado a 0 por la izquierda y dibujar la de en medio que es lo que seria. Eso es lo que
estamos haciendo

Por otro lado, la respuesta del grupo GP14 a la cuestion que pedia completar una tabla con distintos
valores de h y determinar a qué valor se aproxima la TVM o pendiente de la recta tangente cuando h
tiende a O (cuestion 4.2.b), mostraba como obtenian el valor numérico de la pendiente de la recta
tangente y como coordinaban los registros numéricos y graficos en un solo proceso:

Ro: ... cuando pones h aproximandose a 0 basicamente pones el TVI [...]

Ro: se esta aproximando a ... [mientras va desplazando h a valores cercanos a 0 por la derecha y la
izquierda en el applet]

Cr: 1,36 [...]

Cr: Si, la derivada es la pendiente de la recta tangente, es lo mismo. La derivada y la pendiente de

la recta tangente es lo mismo, es lo que calculabamos el otro dia, que era el punto que no se
podia calcular [Refiriéndose cuando h=0].

Este proceso se gener6 a partir de la coordinacién de lo grafico y lo numérico y permitioé a los
estudiantes encapsular la recta tangente como un objeto, manipularla e identificar el rastro de M
generado por sus pendientes como la funcion derivada (como una evidencia de la reflexion sobre la
relacion actividad-efecto). Asi, en la actividad en la que se pedia, usando el applet, completar una
tabla relacionando el punto M y la recta tangente, y determinar alguna relacion con un concepto
previamente estudiado (actividad 5.1), la alumna C del grupo GP16 reconocia la funcién derivada:

C: A ver, vamos a dibujar todos los puntos, ;lo he dibujado pasando por aqui? No, ;verdad?, ah,
si, si, si, esta dibujando. Es por donde pasa M. M es el conjunto de todas las pendientes pero
que también forma una derivada [desplazan la recta tangente observando el rastro de M].

Figura 3. Respuesta grupo GP16 actividad 5.1

El uso simultaneo de la recta tangente y el rastro permitié al grupo GP16 relacionar los extremos
relativos y la monotonia de la funcion con los ceros y el signo de la funcion derivada. Esto es lo que
evidencia la encapsulacion de la grafica de la funcidon derivada como objeto. Por ejemplo, en la
resolucién de la tarea en la que se pedia analizar la grafica de una funcidn, determinar las
caracteristicas de su funcion derivada f(x), y esbozar la grafica de f'(x) justificando la respuesta
(actividad 5.2), este mismo grupo indico:

C: Cuando llegamos al maximo es una recta horizontal y en el otro lado yo creo que igual, si.
[Desplazando la recta tangente del maximo al minimo], cuando llega aqui [en el minimo] [...]

R: pasa por aqui y por aqui [Refiriéndose a los puntos de corte]. Es como habiamos dicho, ahora
falta saber si es feliz o triste [Refiriéndose a la curvatura de la funcion derivada] [...]

R: Si lo pones en medio, si lo pones en medio del maximo y el minimo estd en medio, esta arriba.
[la recta tangente es creciente] [...]

R: YO creo que €s contenta.
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Estas alumnas lograron representar la grafica de la funcioén primitiva a partir de la grafica de una
derivada, que puede ser entendido como evidencia de desencapsular la grafica de la funcion derivada
identificando extremos relativos y monotonia, aunque mostraron dificultades en puntos de inflexion
con tangente horizontal. Por ejemplo, cuando indicaron:

C: Esta pasa dos veces, pasa solo 2 veces. [corta al eje OX]
H: Entonces tiene dos maximos o minimos. [...]
C: Tiene que hacer algo asi [figura 4]. Si, pero es que me parece raro, no s¢, no me pega, en plan.

Porque todas tenian un ... [...]
C: Ya. Pero no sabemos, por qué, hasta donde sube [No identifican el punto de inflexion].

Figura 4. Respuesta grupo GP16, a la actividad 6.2 que pedia realizar un esbozo de la grafica de una funcion
a partir de la grafica de su derivada

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Esa investigacion tenia como objetivo caracterizar el desarrollo de la comprension del significado de
la grafica de la funcién derivada cuando se introducen instrumentos tecnologicos que favorecen la
reflexion sobre la relacion actividad-efecto (génesis instrumental). Los resultados muestran dos
caracteristicas relevantes en la transicion de conocer la grafica de la funcidon derivada como proceso
a objeto: (1) dificultad para conocer el proceso de paso al limite, y (ii) el papel desempefiado por la
reflexion sobre la relacion actividad-efecto para apoyar la génesis instrumental.

Cuando los estudiantes comprenden el paso al limite pueden construir y dar significado a la recta
tangente y a su pendiente como la derivada de una funcién en un punto, coordinando los registros
numérico y grafico. Sin embargo, cuando los estudiantes tienen dificultades en el paso al limite no
construyen el concepto de TVI ni el de recta tangente. Estas limitaciones vienen dadas porque el
concepto, la TVI o la recta tangente, se define mediante un paso al limite, como aquel valor al que
converge la sucesion de TVM o de rectas secantes, respectivamente. Para los estudiantes el limite es
un concepto definido y que les permite resolver ciertas tareas procedimentales, como calcular lirr% x?

X—
0 hallar el valor al que se aproxima una sucesion como 0,9; 0,99; 0.999 ... pero no han interiorizado
su significado debido a la no coordinacidn entre los registros numérico y grafico y un uso inadecuado
de la tecnologia como sucede con las alumnas del grupo GP12.

La segunda caracteristica en la construccion de la grafica de la funcién derivada como un objeto
implica transitar desde la grafica de una funcién a la grafica de la correspondiente funcion derivada.
La tecnologia ha demostrado ser util en este proceso, permitiendo el uso simultaneo de la recta
tangente y el rastro de sus pendientes, lo que facilita la encapsulacion de la funcion derivada como
objeto (mediante la utilizacion del rastro para el reconocimiento de la funcion derivada y el
establecimiento de relaciones con la grafica de la funciéon con apoyo de la recta tangente). La
tecnologia permite a los estudiantes reflejar estas caracteristicas, relacionar la monotonia de la recta
tangente con el signo de la derivada de la funcion. Al mismo tiempo, permite relacionar los puntos
donde la pendiente de la recta tangente es 0 con los extremos relativos de la funcion, relacionar los
extremos relativos de la funcion con los puntos de corte de la funcion derivada con el eje de abscisas.
Esta segunda caracteristica es la que permite a los estudiantes representar graficamente la funcién
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derivada a partir de la grafica de la funcion primitiva, y representar graficamente la funcion primitiva
a partir de la gréafica de la funcion derivada.

Los resultados de esta investigacion permiten complementar el conocimiento que teniamos del
proceso de comprension de los estudiantes de la grafica de la funcion derivada (Asiala et al., 1997)
cuando introducimos recursos tecnoldgicos para favorecer los procesos de reflexion sobre la relacion
actividad-efecto (Simon y Tzur, 2004) que se apoyan en la génesis instrumental (Rabardel, 1995) al
aprovechar la potencialidad de los applets que permiten apoyar la nociéon de variabilidad y la
coordinacion de los diferentes registros (Duval, 2017).
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