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Resumen

La practica matematica de definir resulta de especial complejidad para los estudiantes para
maestro. Esta dificultad puede estar ligada, no solo a la falta de formacién previa, sino también a
las tareas y actividades que se les proponen en su etapa de formacién como docentes. La presente
investigacion se centra en mostrar algunos elementos del conocimiento especializado que se
pretenden que emerjan en una tarea sobre definir en formacion inicial de maestros y los que se
movilizan durante la puesta en préactica. Los resultados muestran cémo la tarea implementada
provoca la movilizacién de los elementos pretendidos sobre la construccion del concepto de
poligono. Sin embargo, algunos pretendidos sobre la practica matemética de definir no son
evidenciados, lo que muestra la complejidad de lo pretendido y la necesidad de modificar la tarea.
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Abstract

The mathematical practice of defining is particularly complex for Primary student teachers. This
difficulty may be linked not only to the lack of previous training, but also to the tasks and activities
proposed to them in teacher education. The present research focuses on showing some elements of
the specialised knowledge that are intended to emerge in a task on defining in preservice teacher
education and those that are mobilised during implementation. The results show how the
implemented task provokes the mobilisation of the intended elements on the construction of the
polygon concept. However, some of the intended elements on the mathematical practice of defining
are not evidenced, which shows the complexity of the intended elements and the need to modify the
task.

Keywords: teacher knowledge, mathematical practice, defining, professional tasks, preservice
teacher education.

INTRODUCCION

La investigacion ha mostrado que los estudiantes para maestro (en adelante EPM) que participan en
cursos de formacion que incluyen conocimiento didactico del contenido y conocimiento
matematico, aumentan su seguridad y motivacion en la ensefianza de las matematicas al establecer
mejores conexiones entre ambos conocimientos (Cardetti y Truxaw, 2014). El aprendizaje de estos
contenidos potencia la capacidad reflexiva de los EPM sobre su propio aprendizaje y sobre su futura
practica en el aula. Pero este aprendizaje esta condicionado por el tipo de tareas de formacién que
se les ofrece y por como se gestionan (Grevholm et al., 2009).

A partir de la triada de Jaworsky (1994) (mathematical challenge, sensitivity to students and
management of learning), Biza et al. (2015) caracterizan las tareas para la formacion del
profesorado, poniendo el énfasis en situaciones de ensefianza que evidencien cuestiones
matematicas clave, como la formacién de conceptos matematicos, el uso de definiciones, la
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visualizacion o la argumentacion matematica, entre otras, sin olvidar otros aspectos esenciales,
entre los que se incluye la gestion de esas cuestiones en el aula.

Por otra parte, la investigacién ha mostrado que la construccién de conceptos geométricos basicos
presenta dificultades para maestros en formacién inicial (Carrefio y Climent, 2009, 2019; Marches,
2012). En la construccion de un concepto matematico juega un papel fundamental tanto la
definicion como la imagen del concepto (Vinner y Hershkowitz, 1983). En esta investigacion
asumimos que abordar en el aula el proceso de definir, frente a ensefiar o0 memorizar definiciones,
permite una mejor construccion del concepto, asi como desarrollar una actividad matematica de la
misma importancia que resolver problemas, demostrar o probar (De Villiers, 1998).

El objetivo de esta investigacion es analizar el alcance de una tarea profesional sobre definir, en
términos del modelo MTSK, en la que se alinan distintos elementos de conocimiento profesional.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Esta investigacion se articula en torno a dos pilares: un modelo de conocimiento del profesor de
matematicas, que actuara como herramienta de analisis del conocimiento pretendido y movilizado
de una tarea en formacion inicial, y los propios fundamentos de la practica matematica de definir.

Conocimiento especializado

Consideramos el modelo de conocimiento especializado del profesor de matematicas (Carrillo et al.,
2018), en adelante MTSK (de sus siglas en inglés), como un posible estructurador del conocimiento
profesional a desarrollar en formacion docente, pues nos ha permitido generar secuencias de
ensefianza, en forma de tareas o unidades tematicas, sustentadas en distintos subdominios de
conocimiento profesional (Montes et al., 2022). En linea con los fundamentos del modelo MTSK, el
conocimiento profesional, aunque integrado y holistico, puede abordarse, con fines analiticos, desde
la diferenciacidn entre conocimiento matematico, conocimiento didactico del contenido y creencias
sobre la matematica y su ensefianza y aprendizaje. Dentro de estos dominios, se han desarrollado
distintos subdominios y categorias de conocimiento que constituyen herramientas de analisis en
contextos de investigacion sobre conocimiento especializado en distintos niveles educativos y han
servido para dar forma a distintas tareas formativas (Giberti, 2022; SemanisSinova, 2021).

La tarea formativa que analizamos en este trabajo ha sido disefiada para abordar distintos
subdominios del modelo MTSK y el analisis que hacemos de su alcance se organiza en torno a
estos. Sin embargo, para esta comunicacién centraremos la mirada en dos subdominios con el fin de
conocer qué elementos del Conocimiento de los Temas (KoT) (procedimientos; definiciones,
propiedades y sus fundamentos; registros de representacion; y fenomenologia y aplicaciones) y del
Conocimiento de la Practica Matematica (KPM) (en relacion con la practica matematica de definir),
previstos durante el disefio de una tarea de formacion inicial, emergen durante su puesta en préctica.

En nuestro estudio, entenderemos por tarea un fragmento de clase, contexto o medio, que configura
una unidad para desarrollar una idea o una préactica disciplinar (Stein et al., 2009), y nos referiremos
a tarea profesional en tanto que tiene una orientacion hacia la profesion de ensefiar matematicas. En
el disefio de tareas de formacion deben considerarse su funcién (o propoésito), forma y foco
(Grevholm et al., 2009). En la tarea que analizamos, su funcion viene marcada por la construccion
del conocimiento especializado pretendido, la forma viene dada por la simulacion de una tarea de
un aula de Primaria y la reflexion sobre ella, y el foco se sitda en la construccion de la definicion de
poligono, como ejemplo de la practica matematica de definir.

Definir

Como hemos referido, en el proceso de construccion de conceptos hay una practica matematica que
tiene especial relevancia: definir. Segun Vinner (1991), la construccién de una definicion se apoya
tanto en la imagen del concepto (que abarca las representaciones visuales mentales, impresiones y/o
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experiencias sobre el constructo), como en la definicion del concepto (que se refiere a la definicion
en su formato verbal y que puede estar, 0 no, memorizada). El propio Vinner (op. citada) sefiala que
los profesores en formacion necesitan entrenarse para poder generar y utilizar definiciones a través
del analisis de ejemplos y no ejemplos que puedan crear conflictos entre imagen y definicion de un
concepto matematico, para aprender a ver mas alla de los prototipicos (ejemplos que, ademéas de
todas las caracteristicas criticas del concepto, incluyen otras caracteristicas; por exceso de
exposicion estos ejemplos forman parte de la imagen conceptual del aprendiz, considerando este
que las caracteristicas adicionales son propias del concepto matematico a definir) (Herskowitz et al.,
1990). Por otro lado, la investigacién ha mostrado que muchos profesores no son conscientes de que
son posibles diferentes definiciones de un concepto, que seran equivalentes entre si (Leikin y
Winicki-Landman, 2001).

De la mano de la practica de definir se encuentra otra que puede considerarse complementaria:
clasificar (Mufioz-Catalan et al., 2013). Esta practica requiere el reconocimiento de propiedades,
agrupando cada elemento analizado, ya sean ejemplos o no ejemplos, en funcion de aquellas
caracteristicas que son comunes (Shir y Zaslavsky, 2001). No es un proceso de final definido. Sufre
un refinamiento conforme nuevos elementos son analizados, llegando un momento en el que ya
cada clase puede ser nombrada; es entonces cuando estamos ante el proceso de definir (Mariotti y
Fischbein, 1997), considerado desde una perspectiva inductiva. Esta es la perspectiva que
adoptamos en la tarea que analizamos para la formacion de maestros. Estas dos practicas pueden,
por tanto, considerarse complementarias, ya que la definicién de un concepto puede ser vista como
el criterio para clasificar casos en ejemplos o no ejemplos del concepto (Haj-Yahya et al., 2022).

Entender la definicion como proceso ha permitido diferenciar, mateméaticamente, entre definiciones
descriptivas y constructivas (de Villiers, 1998; Sinclair et al., 2016). Las definiciones descriptivas
tienen como punto de partida la imagen del concepto que posibilita identificar un listado de
propiedades que, al analizarse, permiten distinguir entre necesarias y suficientes de otras que
podrian deducirse de las primeras. Las definiciones constructivas parten de una definicion del
concepto de la que se identifican propiedades para que, al variarlas (excluyendo, generalizando,
especificando, reemplazando o afiadiendo alguna), se construya una nueva definicién. Mientras la
definicion constructiva tiene como funcion la produccion de un nuevo conocimiento, la definicion
descriptiva busca la sistematizacion del conocimiento existente.

Lo habitual es que los estudiantes para maestro no hayan construido conceptos geométricos desde
una perspectiva inductiva. Asi, han sido expuestos a definiciones y ejemplos estandarizados, pero
no al proceso de definir. En la formacion de maestros nos parece especialmente relevante abordar la
practica matematica de definir. El objetivo de la investigacion se centra en comparar elementos del
conocimiento especializado pretendido en una tarea formativa, pertenecientes a los subdominios del
KoT y el KPM, con el que se moviliza posteriormente en la tarea, en la que se trabaja la practica de
definir.

METODOLOGIA

Este estudio se sitla en una investigacion de disefio (Cobb et al., 2003). Sobre la base del analisis de
una actividad real de un aula de Primaria, con la mirada puesta en qué conocimiento permite
movilizar en la formacion inicial de maestros, disefiamos una tarea para la formacion inicial de
maestras y maestros de Primaria. En esta comunicacién nos centramos en el analisis de la
transcripcion de la grabacion de lo que ocurre en el aula del cuarto curso del Grado en Educacion
Primaria (formada por aproximadamente setenta estudiantes que han recibido formacion didactico-
matematica durante sus cuatro afios de formacion) cuando se implementa la tarea formativa.

El formador del aula donde se implementa la tarea, uno de los autores de este trabajo, tenia més de
35 afios de experiencia en el momento de la implementacion. A la transcripcion de las
videograbaciones se les realiza un analisis de contenido atendiendo al Conocimiento de los Temas
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(KoT) y el Conocimiento de la Préactica de la Matematica (KPM) movilizado, que se compara con el
conocimiento pretendido (Tabla 1).

Tabla 1. Elementos del conocimiento pretendidos en la tarea.

MTSK pretendido
KoT KPM
KPML1 Practica matematica de definir: qué es
definir. Relaciones entre definir y clasificar.
KPM2 Caracteristicas de una definicion.
KPM3 La definicién como convenio, unicidad o
no de la definicién de un concepto matematico.
KPM4 Definiciones descriptivas

KoT1l Propiedades de poligono y sus
relaciones, caracteristicas criticas de poligono.
KoT2 Definiciones de poligono, posibles
equivalencias, diferencias y consecuencias.
KoT3 Ejemplos y no ejemplos de poligono.

Para su presentacion en el analisis se mostraran algunos fragmentos extraidos de las grabaciones de
video y se relacionardn con los elementos de los subdominios del KoT y el KPM que se han
reflejado en la Tabla 1. Estas relaciones se haran explicitas en el texto haciendo alusiones a los
numeros con los que hemos identificado los elementos del conocimiento en la Tabla 1.

La tarea para los EPM contiene una breve descripcién de lo que ocurre en una clase real de 5° curso
de Educacion Primaria y tres actividades. En esta investigacion analizaremos la primera de ellas,
que consistié en presentarles a los EPM la misma ficha utilizada por la maestra con idénticas
indicaciones a las dada por aquella a sus estudiantes (Figura 1). A la accion de sefialar cuéles de las
17 figuras planas es poligono y cuéles no, con su argumentacion correspondiente, se acompafnio una
indicacion sobre lo que queremos que reflexionen: ¢Con qué argumentos acordamos incluir o no a
determinadas figuras como poligonos? ¢Cuales son las razones que hemos manejado? ¢Por qué
puede interesar incluir o no determinadas caracteristicas en el concepto de poligono? ¢Hay una
definicion Unica de poligono? ¢(Qué podrian aprender los alumnos de primaria con una actividad
como esta? ¢(Qué interés tiene frente a haberles dado una definicién? (Es la definicion un
descubrimiento o una construccion? Esta actividad ha de concluir con una definicion de poligono.

Figura 1. Figuras presentadas por la maestra en el aula
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RESULTADOS

A continuacion, se muestran algunos de los resultados. La primera figura en la que no hay acuerdo
por parte de los EPM es la 4 (circulo). Algunos EPM lo incluyen en su imagen de poligono,
probablemente por lo comdn que resulta en el estudio de formas planas. La estudiante que lo
incluye tiene sus dudas e intenta respaldarse en una definicion establecida de poligono (Unidad 1).

EPM1: Es que yo lo del circulo, no lo sabia. Entonces, lo busqué en internet.

F: Si no es que sepas o que no sepas. [...] Yo no voy a definir todavia. Yo quiero que lo
definamos entre todos. [...] ;Por qué puede ser interesante incluir o excluir la circunferencia
[lapsus del formador] dentro de los poligonos? Eso va a ser una de las cosas que vamos a ver

1 Indicaremos por EPMi cada EPM por su orden (i) de intervencion y F se refiere al formador.
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hoy. Si para nosotros es poligono, ¢qué consecuencias tiene que lo sea?
(Unidad 1, 89-104?)

En este extracto el formador hace explicito que el interés no es partir de una definicion conocida,
como pretende la EPM, sino construir conjuntamente una definicién (esto es, desarrollar la préctica
de definir en lugar de tomar una definicion dada -KPM1) y describe la definicién como resultado de
un convenio, por la conveniencia de considerar determinadas propiedades (KPM3).

La EPM1 que interviene en la unidad 1 muestra resistencia a lo largo de la sesion a que se pueda
realizar el proceso de definir que el formador pretende. Asi, cuando contintan discutiendo la
inclusion o no del circulo (figura 4), declara:

EPM1: Yo, por lo menos, entiendo que, si no lo podemos comparar con nada, si no tenemos claro lo
que es poligono, ¢cémo vamos a decir si es poligono 0 no?

F: [...] Bueno, pues yo pongo en duda tu afirmacion porque lo que ti estas diciendo es que la
Unica manera de definir es de lo general a lo particular. [...] Yo quiero saber si es posible de
diversas situaciones particulares, intentar construir un concepto general. (Unidad 2, 179-185)

Muchos de los EPM, sin embargo, se involucran en el andlisis de caracteristicas para consensuar
cuales van a considerar criticas a partir del estudio de las consecuencias (KoT1). En las razones
para considerar caracteristicas criticas se incluye que se puedan clasificar por numero de lados
(Unidad 3), que se puedan triangular y que se pueda calcular su area (Unidad 4) y que tengan el
mismo numero de lados, de angulos y de vértices (Unidad 5).

F: Ventajas 0 inconvenientes de que consideremos a cuatro como poligono.
EPM2:  No se podria clasificar, por ejemplo, ¢no?
F: [...] Dime cuél seria la ventaja o el inconveniente y por qué.

EPM2: A ver, el inconveniente seria que no se podria situar en una de [...] las clases de poligonos que
hay, porque los hay, por ejemplo, con dos lados, hay decaedro... ;sabes? (Unidad 3, 199-209)

EPM3: [En referencia a por qué no es poligono la figura 5] Porque esta abierto, no es... [...]
F: [...] {Alguna ventaja o alglin inconveniente?

EPM4:  Una desventaja seria que no puede hacer los triangulitos esos.

F: Inconveniente: que no puedo triangularizar, ;no? ¢ No puedo triangularizar?
EPM4:  No, te faltarian...[...]
EPM5:  Tampoco se podria sacar, por ejemplo, el area, ;no? (Unidad 4, 249-271)

EPM®6: [referido a la figura 7] El inconveniente seria que, si lo consideramos poligono, no tendriamos
en cuenta que el poligono tiene los mismos lados que vértices.  (Unidad 5, 298-321)

En la discusion anterior los EPM estan considerando propiedades que asocian a su idea de poligono,
que forman parte de su definicion del concepto y posibles relaciones entre distintas propiedades
(KoT1). De alguna manera, los EPM estan considerando posibles variaciones en la definicion de
poligono y la posibilidad de que la definicion no sea Unica (KPM3). Asi, otro estudiante se plantea
qué figuras serian poligonos si se acepta el circulo como poligono (Unidad 6).

EPM6:  Hombre, si considero el cuatro un poligono, todas las figuras que tengan alguna linea curva
son también poligonos, porque en si el circulo es una figura curva entera. (Unidad 6, 210-220)

Durante toda la sesion los EPM estan valorando ejemplos y no ejemplos de poligonos (KoT3), pues
es la base de la actividad. Como también era de esperar, la figura 7 es de las que resulta mas
controvertida. Mientras que, de entrada, algunos EPM no la consideran poligono sino dos poligonos

2 Indicamos las unidades por su orden de aparicion en la comunicacion y las lineas de la transcripcion de la sesion.
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unidos, lo descartan porque “desde el vértice que une los dos tridngulos no sale ninguna diagonal”.
Eso los lleva a proponer afiadir como caracteristica critica "tener diagonales™ (Unidad 7) (KoT1).

F: Bueno, para que no sea poligono, ¢qué le hemos afiadido?
EPM7: Las diagonales.
F: Sin entrar en eso.

EPMS8:  Que no tenga vértices...

F: Sin entrar en eso. Algo més sencillo, méas intuitivo. Es verdad, pero es mas intuitivo. ¢ Cuantos
interiores tienen los poligonos, los candidatos uno, dos y tres? (Unidad 7, 397-418)

En la unidad 7 se observa la diferencia de perspectiva del formador, que considera como
caracteristica critica un unico interior y las que enuncian los alumnos como derivadas, y la vision de
los EPM, para los que es mas importante incluir caracteristicas sobre los vértices o las diagonales
(KoT1).

Acaban concluyendo que las caracteristicas criticas son: linea poligonal, cerrada, con un Unico
interior (Unidad 8). De las figuras 8 en adelante estan todos de acuerdo, segun las caracteristicas
consensuadas. Aunque se proponen otras definiciones no se analizan caracteristicas de las
definiciones, como minimalidad (KPM 2) (Unidad 8).

F:[..]  Con estos ejemplos, hemos sido capaces de llegar a una definicion de poligono consensuada,
que es una poligonal cerrada con un Unico interior.

EPM9: Yo he puesto también: “Formada por una tnica secuencia concatenada de segmentos que
cambian de direccion”.

F: Secuencia concatenada de segmentos que cambian de direccion, es poligonal.
EPM9:  Ah, bueno.

Lucas:  Todo eso se resume en poligonal. Si tu lo quieres expresar por su expresion amplia, estas en tu
derecho.

Para cerrar la sesion el formador propone un ejemplo extremo (Figura 2) a lo que los EPM
acuerdan, sin que se observe desacuerdo, que es poligono y el espacio central forma parte del
exterior del poligono (KoT3).

Figura 2. Ejemplo extremo final
| mnemet—

CONCLUSIONES

Durante toda la sesion los EPM se involucran en la practica matematica de definir, entendida como
considerar caracteristicas necesarias y suficientes para acotar lo que es de lo que no es (Haj-Yahya
et al., 2022). Este proceso de definir se realiza sobre la base del proceso de clasificar, de modo que
conforme van clasificando cada figura dada en poligono o no poligono, van extrayendo de su
inclusion o exclusion posibles caracteristicas criticas.

Las resistencias observadas a la préctica de definir y la tendencia en estos casos a evocar una
definicion aprendida, muestran la complejidad de la construccion de conocimiento de esta practica
matematica en formacion inicial de maestros. Es posible que esto se vea influido tanto por la
ausencia de esta préctica en su experiencia escolar previa (De Villiers, 1998), como por la
profundidad de anélisis matematico que requiere (Haj-Yahya et al., 2022).
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En el desarrollo de la tarea, los EPM contrastan su imagen de poligono y parecen darse en general
un enriquecimiento en ese sentido, visible en el acuerdo sobre la figura extrema final. Este
enriquecimiento se da tanto en ejemplos como en no ejemplos de poligono. Asimismo, la tarea los
lleva a considerar distintas propiedades de poligonos y sus posibles relaciones. Esto parece
promover una profundizacion en el concepto (Edwards y Ward, 2008).

Sin embargo, la implementacion de la tarea no ha producido evidencias de algunos elementos de
KPM pretendidos. Asi, aunque la propia practica desarrollada en el aula considerd aspectos
relacionados con la definicion, como convenio y univocidad (se avanzO hacia una definicién
convenida en el grupo y se planted que pudieran darse otras), no hay manifestaciones de los EPM
que nos indiquen qué aprendieron de ello. Del mismo modo, si bien la definicién que se aborda en
el aula es de tipo descriptiva (de Villiers, 1998), este hecho no es explicito para los EPM.
Finalmente, aunque era uno de los aspectos del conocimiento especializado pretendido (KPM2), no
se aborda en el aula las caracteristicas de una definicion matematica.

Lo anterior nos lleva a plantear la necesidad de redisefiar la actividad de modo que las orientaciones
hacia los EPM, en relacion con aspectos de la practica matematica, sean mas precisas. Por otro lado,
la dificultad constatada con las de investigaciones previas en la construccion de conceptos
geométricos basicos (Carrefio y Climent, 2009, 2019; Marches, 2012), como es el caso de poligono,
supuso un obstaculo a la hora de pretender abordar en una misma tarea tanto la construccion del
concepto como el analisis del proceso de definir.

El modelo MTSK nos ha servido como herramienta tanto para disefiar la tarea como para evaluar
los resultados de su implementacién. En este sentido, puede ser un instrumento que permite al
formador sistematizar su aproximacion a la formacion del profesorado.
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