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Resumo

Neste trabalho discutem-se elementos relacionados ao ensino/aprendizagem de um
teorema abordado nos cursos de Calculo a Varias Variaveis - CVV, chamado de
Teorema de Clairaut-Schwarz. O estudo de caso desenvolvido no Instituto Federal e
Educacgao, Ciéncia e Tecnologia (IFCE), em 2010, com 15 alunos do curso de
Licenciatura em Matematica, objetivou a andlise de uma intervencdo que buscou
descrever/analisar a aplicacdo da metodologia de ensino chamada de Sequencia
Fedathi - SF. Antes da intervengdo procedeu-se a um levantamento de investigacoes
relativas ao ensino do Célculo em Uma Varidvel Real — CUV e a identificacdo de
elementos diddtico-metodoldgicos explorados nos livros de CVV. Destacam-se as
conclusdes: (i) a exploracdo de um software assumiu papel decisivo na
visualizagdo/compreensdo dos participantes, no que diz respeito as condicdes de
validade do teorema; (ii) por meio da SF, estimulou-se o processo de transi¢do do
CUYV para o CVV e (ii1) evitou-se a abordagem algoritmica do CVV.

Palavras-chave: ensino de cdlculo diferencial, metodologia, teorema de clairaut-
schwarz.
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Sobre o ensino do Calculo

Os obstaculos relacionados ao ensino/aprendizagem de Calculo em Uma Varidvel Real -
CUYV sdo considerados um tema importante para investigacdes desenvolvidas tanto no Brasil
como no Exterior. Domingos (2003; 2009) apresenta resultados interessantes e algumas
implicagdes para o ensino desta matéria que merecem atencao. Neste sentido, o autor adverte que
a implementacdo de uma concepcdo estrutural dos conceitos, abordando-os a partir da sua
definicdo formal, causa algumas dificuldades em termos de compreensdo (2009, p. 367).
Domingos aponta uma caracteristica que se manifesta de modo proeminente no ambiente
académico. Tal caracteristica diz respeito ao dominio e compreensao de defini¢des matematicas
e acrescentamos, também, o dominio das demonstracdes formais de teoremas do CUV.

Na academia as estratégias apresentadas aos estudantes recorrem de modo timido a
intuicdo; algumas exce¢des podem ser observadas na medida em que desenvolvemos
investigacoes que incidam sobre a utilizacdo das tecnologias no ensino e aprendizagem dos
conceitos mais avangados (DOMINGOS, 2003, p. 368). Encontramos, por exemplo, relatos de
resultados empiricos que fornecem indicadores auspiciosos de um ensino de CUV baseado na
aquisicdo conceitual amparada na visualizacdo e no estimulo da formacdo de representagdes ou
imagens mentais convenientes, a medida que estimulamos o raciocinio intuitivo do estudante.

Abordagens que privilegiam elementos desta natureza exigem esfor¢o por parte do
professor, o qual pode ndo conseguir romper velhos habitos. Cruz (2000, p. 261) critica o papel
da escola baseada em regras, entretanto, a aprendizagem em Matemdtica é frequentemente
baseada na utilizagdo de imagens e o sentido da visualizacdo adquire papel fundamental. Deste
modo, um ensino com énfase na aplicagdo de regras e com um apelo recorrente ao raciocinio
algoritmico precisa ser repensado. No ambiente académico de nossa discussdo, o quadro ndo é
muito diferente, levando-se em consideracao, ainda, a dificuldade do aluno em libertar-se de um
treinamento que envolveu expedientes inadequados de aprendizagem durante toda etapa anterior.

No locus académico, além do fato de que os estudantes deparam rituais de ensino
semelhantes ao ensino escolar, alguns autores contestam a utilizacdo de metodologias de ensino
exploradas por matemadticos profissionais influenciados por concepcdes formalistas e que
preservam a crenga segundo a qual o conhecimento 16gico-formal e o dominio das estruturas
mais gerais sdo suficientes para garantir uma boa aprendizagem. Tal posicionamento € criticado
ha tempos pelos proprios matematicos. Neste sentido, Kline (1977, p. 44) alertava para o fato de
que um bom professor precisa conhecer seus estudantes. Ademais, um bom professor deve
possuir um conhecimento de problemas psicologicos que perturbam os estudantes. Deve
fornecer recomendagdes de como estudar. No caso do CUV a situagdo descrita requer vigilancia
e a condugdo de um ensino que mantenha o equilibrio entre os aspectos formais e intuitivos dos
conceitos pode ser efetivada por intermédio da escolha de uma boa mediagdo metodoldgica.

Transicao interna do calculo

Encontramos poucos estudos desenvolvidos com a inten¢do de compreender os processos
de ensino/aprendizagem relativos aos conceitos do Célculo a Vérias Varidveis - CVV. De modo
semelhante ao que autores analisam o momento de transi¢do do ambiente escolar para o
ambiente de aprendizagem de conceitos avancados, discutiremos o processo do que chamamos
de transicdo interna do CUV para o CVV. Acrescentamos o termo “interna’ relativo ao fato de
que, nos cursos de graduacdo do Brasil, os estudantes geralmente entram em contato com o CVV
no segundo ano de estudos académicos, no decorrer de trés ou quatro disciplinas de Célculo.
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Os exemplos mais emblemadticos relacionados a tal “transi¢do” dizem respeito a mudanca
de notacdes simbolicas caracteristicas do sistema representacional do CUV e do CVV. De fato,
quando consideramos fungdes do tipo y= f(x), z=f(x,y) ou w= f(x,y,z), os estudantes
devem se familiarizar com habilidades especificas e particulares para cada um dos casos. Basta
notar que o processo de derivacao no primeiro caso, dependendo da conveniéncia ou preferéncia

[ ]dy df D b ro.f () ouD,y.

do autor do livro, o mesmo pode ser denotado por

dx
No segundo caso, temos a derivada em relacdo a varidvel ‘x’ denotada por:
%,a—f(x,y),ai(x,y)y:m,a—f(x,y) ,m oui[f(x, y)]. Enquanto isso, no caso de
ox ox ox ox e OX ox

funcdes em trés varidveis reais, cujos graficos estdo contidos no R*, denotamos a derivada em

af af ,M Ou%[f(x,y,Z)]-

ow
relagdo a ‘x’ por —,——(x, y,z) P
X

EWEEw (x, y,2)

y=cte,z=cte

Neste momento, o aluno pode deparar as primeiras complicacdes conceituais. Com efeito,
no primeiro ano de universidade, o estudante aprende que, quando avaliado num ponto, o
simbolo f'(x,) representa o coeficiente angular de uma reta tangente ao grafico da fungdo

y = f(x) pertencente ao plano R’; entretanto, adaptando esta forma de raciocinio no contexto

I I
ax(xo»)’o) ou dy

reta tangente? E tangente a que objeto? Como se comporta o graficode z = f(x,y)?

do CVV, qual dos dois nimeros reais (x,,¥,) serd o coeficiente angular de uma

A situagdo pode se complicar caso requisitemos ao aprendiz interpretar a seguinte

.o L . . - ~

expressao a—(xo,yo,zo). Note-se que discutimos aspectos relacionados a interpretacao
X

geométrica da nocdo de derivada, todavia, tal nocdo, tanto no CUV como no CVV, estd
intimamente relacionada com outra no¢do que chamamos de limite. Basta observar as defini¢des:
(x +Ax’ )_ (x ) ) . (x +Ax9 ) )_ (x s Yoo )
f 0 yO f 0 yO ou i(xo,yo,zo):hmmc_x)f 0 yO Z0 f 0 yO ZO .
Ax ox Ax

Por outro lado, para a discussd@o de um teorema matematico, sob determinadas condi¢des e
hipéteses, apresentamos as derivadas mistas, que sdao denotadas agora por:

o
= (% +AX, y)—
gy BrAEN

of .
a_ (%95 Yp) =1imy,
X

(xo» yO) gf(xo’ y0+Ay)—gf (x()’ y())
X

F
9| _p ) 9| o I
ax{ Y (%, )’0)} lim,, A ou Py [ N (% )’0)} lim, _,, Ay

para efeito da andlise no contexto do que nomeamos de transi¢cdo interna do Cdlculo, com énfase
nos aspectos geométricos e analiticos dos conceitos envolvidos no teorema de Schwarz (LIMA,
2009) ou teorema de Clairaut (RANDOLPH, 1969), nos restringiremos a funcgdes do tipo
y= f(x,y). Tal escolha nos possibilitard uma aten¢do especial relativa aos aspectos geométricos
envolvidos. Vale observar ainda alguns trabalhos interessantes no exterior (WU & YU, 2008)
que introduzem modulos laboratoriais de plataforma Java com a intencao de estimular hdbitos de
aprendizagens relacionados com os conceitos complexos de continuidade e diferenciabilidade,
explorando a visualiza¢do dos conceitos do CVV. Na figura 1 divisamos algumas construgdes
particulares destes autores conduzidos por uma mediagdo didética.

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.



Figura 1: Plataforma Java desenvolvida em Wu & Yu (2008) para exploracdo didatica do CVV.

Para concluir esta sec¢do, apresentamos um trecho referente ao livro de Lima (2009), em
que podemos divisar todas as condi¢des necessdrias e suficientes para a verificagdo do resultado
previsto pelo teorema que chamaremos daqui para frente de Teorema de Clairaut- Schwarz.

of . o°F

e — errt todos
@:c.i dil‘.’{, éi':r:j

Teorema 3. Sejo f: U — R fal que existem

- ey
d—f, —(l: LI — B sdo conlinuwas,
Oy OwyOmy

entdo a rﬁerzf-vaaﬂ_a, 82 F /O Ox; existe em todos oz pontos de U e wvale
O2f [T Ox; = 2 fF Pz ;B .

os pontos de U. Se as fungdes

Figura 2: Enunciado do teorema de Clairaut-Schwarz, proposto em Lima (2009, p. 149).

Na figura 3 exibimos as derivadas de duas fungdes. E possivel prever as dificuldades
enfrentadas pelos estudantes com o objetivo de verificar analiticamente as condi¢des do teorema
acima (figura 2), além de que sua demonstracdo formal envolve conhecimentos avancados em

Andlise no R", que sdo incongruentes para um curso de licenciatura em Matematica.

e = ot | sxt__ aat o at o\ aat,
i I Cx* 2y EXRNE e »lz* (=% +53)
a= == |7_ & x* 3 8 x4
aw ax L x® 4 (=7 37 }2 (=2 4 33
= xoar (=2 — w2 cl'/xy(xz—y} :y(xz—y2)+3x2y72x2y{x2—y2)
== 4 = e =% 4 307 ; e T (=7 4 37 Y
= =y (=" — ") |—
v S == 4 =
=2 R B 2 = 7:)‘2 (xz—y2}+ o = 2 =% (=2 2y 8 =% 4% (=2 %)
S (=% a2y =t (=% 52" (=7 27y

Figura 3: O software Maple fornece derivadas parciais de 1* e 2* ordem de duas fungdes.

Concluimos esta secdo, salientando a importancia da exploragdo de contraexemplos no
ensino de Calculo, apesar de que, na pratica, a atividade de identificacdo deles no CVV exige
esfor¢o e envolve maior complexidade do que no caso do CUV, além de resultados que nao
podem ser readaptados a um novo contexto de estudo. De fato, no CUV, se uma funcido f(x)

admite derivada f'(x), a fortiori a mesma deve ser continua. Por outro lado, encontramos
exemplos de fungdes g(x,y) que possuem as derivadas g (0,0) e g (0,0), todavia sequer sdo

continuas, consequentemente, ndo diferencidveis, como no caso da fung¢do g(x,y)= %
X +y
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Aspectos da metodologia de ensino

Em 2010, ao decorrer da disciplina Calculo Diferencial e Integral a Varias Varidveis,
buscamos estruturar e aplicar uma abordagem de ensino para o teorema de Clairaut-Schawrz, que
proporcionasse romper com determinadas limitacdes e entraves que dificultam a transicdo do
CUV para o CVV em uma licenciatura em Matematica do IFCE. Nesta ocasido, referendamos
nossas escolhas didatico-metodoldgicas a partir da proposta metodolégica de ensino chamada de
Sequencia Fedathi — SF, desenvolvida no Estado do Ceara por Borges Neto et al (2001).

O passo inicial do trabalho consistiu no levantamento de livros diddticos de CVV
(LEITHOLD, 1982; LIMA, 2009; FREDON. MAUMY-BERTRAND & BERTRAND, 2009;
RANDOLPH, 1969) que discutem o teorema de Clairaut-Schwarz. Na etapa seguinte,
categorizamos e destacamos as caracteristicas que se mostraram mais relevantes para nossas
andlises: (i) livros que exploram apenas aspectos ldgico-formais do teorema incompativeis com
um curso de licenciatura; (ii) livros que adotam uma abordagem intuitiva € promovem a
transicdo do CUV para o CVV; (iii) livros que promovem condi¢des eficazes para a
compreensdo da validade ou ndo-validade da aplicacdo do teorema e (iv) livros que preservam e
fortalecem o carater algoritmico dos conceitos em detrimento de seus aspectos geométricos.

No sentido também de antever problemas no ensino do CVV, realizamos o levantamento
de autores de livros e estudos empiricos (PINTO, 1998; DOMINGOS, 2003; HENRIQUES,
2006) que nos apontaram dificuldades no ensino/aprendizagem do CUV. Com base nestes
elementos, estruturamos os niveis de ensino previstos na Sequencia Fedathi do seguinte modo:

Nivel 1 Tomada de posicido — apresentacdo do problema ou de um feorema. Neste nivel, o
pesquisador-professor apresenta uma situagdo-problema relacionada com teorema de Clairaut-
Schawrz para o grupo de alunos, que devem possuir meios de atacar o mesmo. Em nosso caso,
apresentamos as questdes exibidas no anexo 1. Desenvolvemos estratégias que se apoiaram em
habilidades, resultados e argumentos conhecidos pelos sujeitos no curso inicial de CUV com a
intencao de readapta-los e reutiliza-los no contexto de resoluc¢ao de problemas do CVV.

Nivel 2 Maturagdo — compreensdo e identificacdo das varidveis envolvidas no problema.
Destinado a discussdo e debate, envolvendo os elementos professor-alunos-saber. Nesta etapa, o
computador assume papel essencial, na medida em que explicita determinadas dificuldades
relacionadas com a verificagdo direta das hipoteses previstas no teorema (figuras 2 e 3).

Nivel 3 Solugdo — apresentacdo e organizacdo de esquemas/modelos que visem a solugdo
do problema. Nesta etapa, confrontamos as estratégias intuitivas (baseadas na visualizacdo,
exploragdo e manipulagdo de objetos no computador) constituidas com base na andlise
geométrica dos objetos (tarefa impraticdvel no ambiente lapis/papel) e o modelo 16gico-formal
caracteristico do CUV e do CVYV (figuras 2 e 10).

Nivel 4 Prova — apresentagdo e formalizagdo do modelo matematico e ser ensinado. Aqui, a
didatica do professor determina em que condi¢des ocorrerd a aquisi¢do de um novo saber. E em
nosso caso, diz respeito as condicdes formais em que temos a comutatividade das derivadas
mistas. Destacamos que as argumentacdes dos alunos sdo revistas, sendo identificados os
elementos que podem causar maior incompreensao a eles. Destarte, os limites de validade do
teorema sdo discutidos e efetivamos uma andlise l6gico-matematica dos contraexemplos
apresentados pelos livros consultados, sobretudo os elementos negligenciados pelos autores de
livros supracitados.
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Descricao dos procedimentos de desenvolvimento do estudo

3
X

Elencamos as seguintes fungdes que exploramos durante a intervengdo: f(x,y)=—;
X +y

2

xy

g, y)=—5—, h(x,y)= xy . Participaram das atividades 15 estudantes do curso de
Tty

(x2 -y

P4y’
Llcen01atura em Matematica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado
do Ceard (IFCE). Desenvolvemos uma pesquisa qualitativa mediante um estudo de caso
(BOGDAN & BIKLEN, 1994). O trabalho efetivo com os estudantes se desenvolveu durante
quatro encontros em sala de aula, com duragdo de duas horas cada uma. Eles receberam listas de
atividades (anexo A) relacionadas com a nogdo de derivadas mistas (teorema de Clairaut-
Schwarz), inclusive enunciados diferentes do mesmo teorema matemdtico. Os sujeitos
participantes foram orientados no sentido de que inicialmente o trabalho seria individual e o
acesso aos graficos no computador dos objetos discutidos nas listas foi livre. Na préxima secao,
discutimos trechos das entrevistas semiestruturadas desenvolvidas ao decorrer das secdes.

Discussao e analise dos dados

Como antevemos nas etapas iniciais de desenvolvimento do estudo, os estudantes
manifestaram dificuldades para interpretar os conceitos estudados no CUV em um novo contexto
caracteristico do CVV. Por exemplo, na figura 4, o aluno 3 tentou distinguir/comparar as

2 o f (O 0). A dificuldade diagnosticada,

simbologias f'(0), ——(0,0) e lim oo =—(x¥)=
X ’ ~ox

neste como em outros casos, relaciona-se com a 1nterpreta9ao conceitual das simbologias. Por

SO+Ax) - f(0)

exemplo, no primeiro caso, o aluno 3 analisou f'(0)=1lim e interpretou

Ax—0 A.X
.. dy ) ) - .
como a taxa de variagdo prd Os estudantes manifestam incompreensdes no entendimento do
X
simbolo zero ‘0’ que comparece no par ordenado ( 0 , 0 ) que, no caso da derivada

aproximagdo valor constante
do ponto

parcial em relacdo a ‘x’, o primeiro simbolo denota uma aproximagdo. Segundo a construcdo
formal da derivada, obtemos a declividade de uma reta tangente a curva z = f(x,0).

(0L (00 =
X Mo _ca (abudomos__ ov__ devacla, wol _erv e - |
fblfm o % {%ﬂﬂgﬁg“m@;___g%@;ggﬁ_ Y wmor comp
- dante.
(iLg:m—; Em (iis oo 0 alale dy _Aua dosiraahs  dy .
- - B o2
(086 Aim, JdL (=zy) = b?l (0.0)
oyl - (8,0) o X d %
Com  tivi) amban 490 2 9ad ﬁaxfﬂ hakamos ___av
dncvaco. .ﬂmaé_z.@ 2 @..CQE_L,.__.“ fjma: nedo M .
o WLELS fﬂ?&‘l&aﬂffé.

Figura 4: O aluno 3 descreveu e diferenciou determinadas notagdes no ambiente de estudo do CVV.
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A seguir apresentamos um trecho da entrevista semiestruturada realizada com o aluno 2
que investigou a fun¢do f(x,y) com base nas representacdes fornecidas pelo computador.

Pesquisador: Como vocé analisa o comportamento do limite das derivadas de primeira e de
3

~ X
segunda ordem dessa fungdo f(x,y)=———7?7 Observando seu comportamento no
X +y

computador, o que podemos inferir?

Aluno 2: As derivadas de segunda ordem tém que ser continuas para comutarem...as
mistas...mas a derivada parcial...a gente analisa aqui...a funcdo tem que existir...se a gente
redefinir....a gente pode pegar por partes...estes limites....

Pesquisador: Pode tomar por partes este limite? Para verificar sua existéncia? Tomar uma

fragdo e depois tomar a outra fracdo.... E no caso da derivada
0 (xy(x®=y)\_y(’=y) 2x%y 2x7y(x’-y7)

2 - + _ ?

ox x2+y2 x2+y2 x2+y2 (x2+y2)2

Aluno 2: Sim pega uma fracdo e depois pega a outra fracdo....mas eu pego primeiro a

Pesquisador: Nao vai demorar muito esse método analitico? Temos ai na tela do
computador.... oito fracdes (figura 5).... O limite disso aqui tudo existe? Algum teorema do
Caélculo em Uma Variavel Real pode ser aplicado aqui nesse caso?

Aluno 2: Sim... Mas as derivadas primeiras todas tem que ser continuas...ndo....ndo
necessariamente....pode ser ou pode ndo ser.. por que nessa segunda aqui tem uma
indeterminagdo...quando y — 0.

Figura 5: O aluno 2 analisou visualmente e analiticamente a continuidade da 1* derivada da funcao.
No trecho (nivel 1) acima, identificamos a tentativa de emprego de alguns teoremas do
ambiente do CUV, como do tipo lim _ (f(x)+g(x))=lim _, (f(x))+lim _, (g(x)).

Salientamos que, no nivel 2 da Sequéncia Fedathi, o aluno 2 tentou efetivar o exame analitico da
continuidade das derivadas de 1* e 2° ordem. Nos préximos trechos, exibimos os dados colhidos
em entrevista com o aluno 4. Nestas tarefas, estimulamos os estudantes a aplicar estratégias para
a verificagcdo da existéncia de limites para o caso das derivadas requeridas no teorema (figura 2).

Pesquisador: O limite existe na origem? E continua a derivada parcial de 1* ordem?
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Aluno 4: Quando eu tiver calculando aqui esta derivada... quando y — 0....ai vai dar o
.. . 2X4 . .. 4 . . 2 . . . ~
limite...de...vai ficar —-....ai eu elimino x"...vai ficar...fica — que é uma indeterminacdo...
by 0

Pesquisador: Mas indeterminacdo nessa segunda fracao da derivada de 1* ordem? D4 para
dizer com certeza? Mas por que esta cancelando ai? Pelo grafico de g(x,y) podemos concluir
algo?

Aluno 4: Sim...indeterminacdo nessa segunda..fracdo....se de uma indeterminacdo na

segunda...ja morre...Ndo muito por que é de cabeca....dd muito trabalho...ndo...Para os dois sdo
2

iguais...chamei de Ax=Ay...pode....mas Ax — 0...assim

5 —>§...Iss0...o grdfico dela

‘parece uma onda’...

Acima percebemos o emprego de metaforas para explicar/caracterizar o comportamento da
superficie. Cruz (2000) destaca a exploracdo de metaforas no ensino de Célculo com vistas a
producdo de conhecimento e, em nosso caso, observamos que a propria comunicagiao entre 0s
estudantes se tornou mais frequente no sentido de significar/interpretar os dados observados.

3?( XX

Figura 6: O aluno 4 recorreu aos argumentos analiticos para a verifica¢do da existéncia e continuidade
das derivadas e a confirmacao das informacdes obtidas com a visualizac¢do dos graficos das mesmas.

Nos niveis 2 e 3 da Sequéncia Fedathi proporcionamos a comparacdo dos resultados
baseados entre os argumentos intuitivos com os argumentos formais. No que segue, exibimos a
argumentacdo do aluno 4 (figura 7). Note-se a interpretacao dinamica dos conceitos envolvidos.

Pesquisador: Vamos ver o grifico da funcdo A(x,y) é continua pelo grifico? E aquela
funcdo...Vocé pode me explicar seu comportamento geométrico?

Aluno 4: E continua...por o limite aqui ta tendendo a zero...todos os valores...aqui..todas
as imagens...estdo descendo...indo para um unico ponto...aqui...estdo descendo...mas ai..aquela
indeterminagdo ld..atrds no limite....mas ndo vai ser continuas mesmo ndo...ndo estdo tendendo
a zero...olha aqui...pelo grdfico ndo dd para ter certeza ndo...

z

Pesquisador: Nao € continua a funcdo f(x,y)? Vocé mudou de opinido? Quer fazer
aquelas contas? Voce disse que ia separar e depois mudou de ideia em separar este limite?

Aluno 4: Ndo...mas vendo por aqui...depende do dngulo de observacdo...ndo vai ser
continua mesmo ndo..esta subindo..todas estdo subindo para cd...ndo estdo tendendo a zero....
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Figura 7: O aluno 4 investigou por meio da visualizacio a continuidade da derivada de 1* ordem.

Encontramos alguns estudantes (alunos 12, 14 e 15) que manifestaram dificuldades nas
relagdes conceituais estabelecidas entre a funcdo inicial e a sua derivada, como exemplificamos
na figura 8. De fato, no CUV, quando o estudante considera as fungdes y= f(x) e y=f'(x), a

funcdo inicial devera ser diferencidvel e, portanto, continua; todavia, os estudantes, como

conclusdo de um debate em sala de aula (nivel 3), exibiram a funcdo g(x,y)=

que
x*+y?

concluiram tanto pelo seu grafico como analiticamente se tratar de uma funcdo descontinua. A
ddvida surgiu ao momento da investigagdo do comportamento de suas derivadas. Observaram
. og og g d’g
ue existem — (0,0)=0==—(0,0) e que (0,0) =+4oo=
q 5, 20 ay( ) e que — o
Xy J_ y 2xy . a[ Xy J X 2xy*
- 2 "ol 22T 22 2
Na inspecdo da derivada mista de g(x,y), os alunos analisaram a expressao, empregando
0’ [ Xy j 1 2y? 2x* N 8 x?y?

dy dx )c2+y2 :x2+y2

(0,0). Fora da origem, explorando o

software Maple, obtiveram que: sx[

estratégias do CUV em 5 5
(Y Py ()

o) Faeoed s 2O

- - — i _—
’\_H{g L e
[ '\fﬁrm L =] M _ e B e i!m _
Fonoe  Fh e ) € PB'Cx> Q@M
PS¢ B - W il .
Lo o i o fUCx) R, P
412?,,?}'“‘!1-:&"?:7 _:.63{&'..1'_ o g.‘f(_:‘.(_} » QL}W i
f@-—:v‘.\&-{n‘_-____ ! PP, (_- e L e WLV B _

Figura 8: O aluno 15 tentou caracterizar/compreender as relagdes conceituais do CUV (nivel I).
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Consideracoes e recomendacoes

A ocorréncia de mudangas e exigéncias conceituais drasticas no momento de transi¢io da
escola para o ambiente académico tem sido objeto de interesse em muitas investigacoes,
entretanto, 0 mesmo ndo se pode afirmar com respeito ao periodo de transi¢do interna que o
aluno de graduacdo experimenta relativo as disciplinas de Célculo no 2° ano de estudos.

Assim, concebemos e aplicamos a metodologia de ensino chamada de Sequéncia Fedathi,
com a intencdo de evitar também determinados aspectos observados nos livros de CVV e outros
relatados em estudos empiricos que podem atuar de forma negativa com relacio ao aprendizado
dos estudantes de um curso de licenciatura. Um dos aspectos identificados no estudo diz respeito
a diversidade por parte dos autores na apresenta¢do da demonstragdo formal e do enunciado de
teorema de Clairaut-Schwarz. E desde que nosso estudo se caracterizou como intervenciao em um
curso de Licenciatura de Matematica; assumimos a nao-essencialidade do conhecimento da
referida demonstragdo, uma vez que ela € fundamentada nos contetidos de Anélise no R" (LIMA,
2009), disciplina ndo obrigatdria em cursos de licenciatura no Brasil.

Salientamos que, nos niveis 1 e 2 da Sequéncia Fedathi, estimulamos os estudantes a
exploracdo de estratégias de teoremas aprendidos no contexto do CUV para o contexto do CVV,
como, por exemplo, situagdes do tipo em que deparavam a necessidade de analisar expressoes

como Tim,,,_ o0 (£ VL300 0) =lim,,) 00 £ DEIM, ) 00 £7 )= F Q0,200 (figuras 5

e 6). Outro fato observado diz respeito ao cardter predominantemente algoritmico dispensado
pelos livros didédticos de CVV consultados. Mostramos um caso (figura 9), que nao podemos
declarar como excec¢do o ‘padrdo’ de exercicio resolvido pelos autores Wrede & Spiegel (2010).
Nem no enunciado do problema abaixo e nem nas conclusdes, os autores da obra fazem mencado
explicita a falta de continuidade de algumas das derivadas (de 1* e 2* ordem) requeridas no
teorema Clairaut-Schwarz. Destacamos ainda a pouca clareza, a concisdo e a brevidade das
notagdes empregadas ( f,(0,0), f,.(0,0), f, (0,0)) na verificagdo do contraexemplo.

;- 2 oy

xS —
- V| ——————= (. wd = (0,0)
Let fix.v)= = L_rz + E J e .
O (x, w)= (0,00
Compute Cad 00, 00, (b 00, 00 (o g0, O) (d) 00, 00, (e G000 00, and (1) (0, 0.
(a) lim f(h.0) — F(0,0) = lim E: 0 (by lim SO.k) — F(0.0) =lim—=10
A0 M k—0 B s k—=0

P " . - ™ P 2y
If (o, w) == (0, O, Folx.vi= _a <[_1'_\‘ 7'1__ — -‘2 ] = xy 724"-‘ — |+ 7": — _
o [ xT —w f (™ 4+ v xT 4+ T

Felx,y)= o :.‘\'. > o o] X2
Then T Ay | LAt = ST | Em
@ lim 20 = L0000 i S0 — £00.0) Lk
[ fr o Yo = i —
"0, K) — £, (0,0) O £ (OO
(@) lim-2z Iy —1im 2 -0 6 i T2 — £( Y
o k R o i a0 Jr

MNaote that f,, = f,, at (0. 0). See Problem 6. 13,

v

Figura 9: Exemplos de tarefas propostas por livros de CVV (WREDE & SPIEGEL, 2010, p. 151).

Por fim, vale observar com base em nossa intervencdo e a perspectiva de alguns autores
consultados (FERRARI, 2003; GUERRIER, 2005; HENRIQUES, 2005), constatamos a
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manifestacdo das dificuldades dos estudantes de modo recorrente nos momentos em que se
necessitava aplicar estratégias no contexto do CVV, nas quais, 0s sujeitos ndo conseguiram
identificar de modo explicito a necessidade dos saberes constituidos a partir do CUV (niveis 1 e
2). Este entrave é uma consequéncia do ensino que ndo privilegia a ‘transicdo’ do CUV para o
CVV. Na proposta didatico-metodoldgica que desenvolvemos, defendemos um movimento
dialético, tanto das ideias, estratégias e simbologias do CUV, que devem ser adaptadas ao novo
contexto do CVV, como também estratégias e conceitos do CVV que podem ser explorados no

ensino do CUV, com destaque em suas interpretacdes geométricas no R’.

Na aplicacdo da Sequéncia Fedathi, divisamos a oportunidade de fortalecer este processo
dialético, atentando para o fato de que o carater de abstracao dos conceitos do CVV (como o seu
sistema de representacdo) dificulta o seu entendimento; alids, a complexidade da abstracdo em
Matemdtica concorda com a complexidade intrinseca do ensino de conceitos matemdticos
complexos (FERRARI, 2003, p. 1229). Entdo, assumimos a importancia em pesquisas futuras
desta natureza da promocdo de um ensino intuitivo € menos algoritmico (figura 9). E, como
evidencia Cruz (2000, p. 283), seria desejavel complementar o pensamento algoritmico e a
visualizacdo aproveitando-se das novas tecnologias. Deste modo, o professor terd também a
oportunidade de atuar no campo da motivagcdo dos estudantes (KLINE, 1977, p. 45) na medida
em que trabalha em parceria com a intencao de superar os entraves fornecidos pelo CVV.
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Apéndice A
Na sequéncia apresentamos as questdes exploradas ao decorrer da intervenc¢ao.

of

Questdo (1). Identificar, interpretar, diferenciar as simbologias f'(0), a—(0,0) e
X

f f o’ f _9'f
(x,y)= ook (0,0).

. 0 ) .
lim, )00 g(x, y)= a(0,0) Cm oo Fn

Objetivos. Identificar possiveis incompreensdes dos estudantes com respeito as notagdes
empregadas do CUV e do CVV, e que podem comprometer a transi¢do interna (nivel 1).

Questdo (2): Analisar, com base no gréfico exibido pelo computador, 0 comportamento das

x° Xy (x*—y%)

seguintes fungdes f(x,y)=——, g(x,y)=———, h(x,y)=xy———~. Decidir em quais
X +y X +y X"+

casos teremos funcdes continuas na origem e investigar as condi¢cdes do teorema.

gx
ay(’y)

% (x. )

a3,
L (x> Y erre

Figura 10: Identificagdo visual das propriedades das derivadas parciais e mistas no nivel 2 da SF.

Objetivos. Desenvolver habilidades matematicas baseadas na visualizacdo dos conceitos
do CVYV a partir das representacdes geradas pelo computador, evitando, assim, a algoritmizagao.

Questao (3). Analisar, com base no grifico exibido pelo computador, as condi¢des do
teorema de Clairaut-Schwars para cada uma das fungdes acima. Temos algum contracxemplo?

Objetivos. Explorar as hipéteses para a verificagdao do teorema (niveis 3 e 4 da SF).

Questdo (4). Efetuar analiticamente a verificacdo das condi¢des do teorema de Clairaut-
Schwarz (figura 2) para cada uma das funcdes f(x,y), g(x,y), h(x,y).

Objetivos. Identificar/analisar/justificar formalmente em que condi¢des ocorrerd ou nio a
tese do teorema. Os argumentos formais sdo adaptados aos objetivos de um curso de licenciatura.
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