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Resumen

La estrecha relacion entre realidad y matematicas esta en la base del avance de las
matematicas, la ciencia y la tecnologia y, en esa linea, muchos educadores
matematicos opinan que la modelizacién matematica — que es una actividad que
implica una transicion de ida y vuelta entre la realidad y las matematicas — deberia
introducirse desde la educacion primaria; sin embargo, en la formacion de los
docentes no se provee las bases adecuadas para esta actividad. Ante este reto para
investigadores y educadores, algunas experiencias tenidas en talleres presenciales y
virtuales, muestran que una manera pertinente de iniciar a los docentes y futuros
docentes en los procesos de creacion de modelos matematicos a partir de situaciones
reales, es mediante la creacion de problemas por elaboracion, como una actividad
que estimule la intuicidon y ponga énfasis en la indagacion, las conjeturas y los
supuestos, en estrecha relacion con la resolucion de problemas.

Palabras clave: Modelizacion Matematica; Formacion de profesores; Creacion de
problemas; Resolucion de problemas; Indagacion.

Introduccion

Es muy grande la responsabilidad de los docentes de todos los niveles educativos en la
formacion de los futuros profesionales, técnicos y ciudadanos en general. La realidad actual es
muy compleja y tremendamente desafiante, tanto por la predominancia de la incertidumbre —
evidenciada con la pandemia — como por la existencia simultanea de grandes avances
tecnologicos y de grandes problemas para la humanidad, que se arrastran por siglos. La sociedad
del conocimiento y la informacion, con el impacto de la inteligencia artificial, puede estar muy
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alejada de comunidades en zonas rurales de la costa, la sierra o la selva, con lenguas nativas, a
las que no llega la sefal de internet. Mas atin, el avance de la tecnologia y sus aportes al
desarrollo industrial traen también nuevos problemas como el calentamiento global y, por otra
parte, el uso de los teléfonos celulares y las redes sociales impactan el comportamiento
individual y colectivo de nifios y adultos y, en consecuencia, se generan nuevas formas de
aprender, que exigen nuevas formas de ensefiar.

Quienes estamos en el mundo de la educacion matematica — en la investigacion o en la
docencia — tenemos el reto permanente de usar los elementos que nos brinda la realidad concreta
de nuestros estudiantes para buscar formas eficaces de involucrarlos en un aprendizaje acorde
con sus motivaciones y que sea estimulante de sus capacidades de autoaprendizaje, de indagar,
de intuir, de conjeturar, de cuestionar, de demostrar, y de identificar, crear y resolver problemas.
Desarrollar estas capacidades en los estudiantes cobra mayor importancia en tiempos en los que
los investigadores informaticos se esfuerzan por producir computadoras que simulen lo mas
posible el pensamiento de los humanos y, paraddjicamente, los humanos tienden a usar mas las
diversas formas de computadoras para resolver sus problemas. Esto es parte del desafio de la
realidad actual y de afrontarla buscando formas creativas de ser aliados de la tecnologia en la
gran tarea educativa. Actualmente existen programas de matematica dindmica con gran
potencialidad en la formacion del pensamiento matematico si al usarlos en sesiones de
aprendizaje se pone énfasis en las conjeturas y demostraciones, mas alla de las ventajas que
brindan de ahorrar esfuerzos, al efectuar facil y rapidamente graficos y calculos. Evidentemente,
todo esto requiere una adecuada formacion de los docentes, tanto en las universidades y otros
centros de educacion superior, como en los cursos y talleres de formacion continua para
profesores en servicio.

La modelizacion matematica, entendida como un proceso de creacion de un modelo
matematico, a partir de una situacion real y como una actividad que implica una transicion de ida
y vuelta entre la realidad y las matematicas (Borromeo, 2018), es el campo ideal para formar
profesores que tengan la capacidad de inducir a sus estudiantes a observar y aprender disfrutando
de la estrecha relacion entre las matematicas y la realidad. En este sentido, Bonotto (2010)
afirma que una introduccion temprana en las escuelas, de las ideas fundamentales sobre
modelizacion, no solo es posible sino también deseable, incluso en la escuela primaria. También
Lesh y Doerr (2003) nos dicen que actividades provocadoras de modelizacion deberian empezar
en el jardin infantil. Sin embargo, en la formacion de los docentes no se provee las bases
adecuadas para la modelizacion matemadtica, no se pone el suficiente énfasis en ella, se simplifica
o se restringe demasiado a modelos lineales, o suele tomarse de manera aislada en la formacion
general. Ante este gran reto para investigadores y educadores, algunas experiencias tenidas en
talleres presenciales y virtuales, muestran que una manera pertinente de iniciar a los docentes y
futuros docentes en los procesos de creacion de modelos matematicos, es mediante la creacion de
problemas a partir de situaciones dadas, reales 0 muy cercanas a la realidad, como una actividad
motivadora y creativa, que estimule la intuicion y ponga énfasis en la indagacion, las conjeturas,
los supuestos y la formalizacion, en estrecha relacion con la resolucion de problemas.
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Creacion de problemas y modelizacion matematica

Evidentemente, una fuente importantisima de problemas de matematicas es la realidad.
Muchas veces son problemas especificos de la vida cotidiana, como estimar el tiempo que
tomard ir de determinado lugar a otro y muchas otras son consecuencia de la busqueda de
explicaciones a determinados hechos, de la necesidad de predecir eventos o de buscar formas
Optimas de atender necesidades. La historia nos muestra que la observacion reflexiva de la
realidad, el descubrimiento de relaciones y patrones, la seleccién de informacion, el hacer
representaciones y otras elucubraciones de la mente, lleva a explicitar y resolver algunos
problemas particulares, que luego se van refinando y generalizando y asi surgen modelos
matematicos que se ajustan progresivamente con la interrelacion entre la matematica y la
verificacion de lo obtenido en una nueva mirada a la realidad.

Esta mirada historica y amplia, que nos lleva al campo de la modelizacion matematica — de
importancia innegable en la formacion de los estudiantes — es un marco adecuado para valorar el
énfasis que se debe poner, desde los primeros grados de la educacion escolar, en la creacion de
problemas de matematicas a partir de situaciones especificas, como un proceso que estimula el
pensamiento reflexivo y creativo, la indagacion y el aprendizaje de las matematicas en relacion
estrecha con la realidad. En este sentido, English (2003) sostiene que a pesar de que la creacion
de problemas ocurre de manera natural en la vida cotidiana, no recibe la debida atencion en las
aulas. Afiade que “los nifios desarrollan procesos de creacion de problemas cuando ellos
participan activamente en situaciones problematicas que los involucran en la exploracion, el
cuestionamiento, la construccion y el refinamiento de ideas y relaciones matematicas”.

El camino para brindar estas experiencias a los nifios sera mas facil, si los docentes se inician en
la modelizacion matematica teniendo sus propias experiencias en la creacion de problemas y
verificando por ellos mismos la importancia de estos procesos, en lo matematico y en lo
didéactico,

Estrategias y fases en la creacion de problemas

Segun el enfoque de Malaspina (2015) y Malaspina, Torres y Rubio (2019), se consideran
dos estrategias bésicas para la creacion de problemas: 1) por variacion, cuando se obtiene un
nuevo problema a partir de un problema dado, modificando uno o més de sus cuatro elementos —
informacion, requerimiento, contexto y entorno matematico —y 2) por elaboracion, cuando se
obtiene un problema sin partir de un problema dado. Generalmente se parte de una situacion real
o una configurada, con caracteristicas de real, aunque bien puede ser también una situacion en un
contexto intra-matematico.

Las experiencias didacticas tenidas en diversos talleres con docentes han llevado a
identificar cuatro fases en la creacion de problemas, ciclicamente interrelacionadas entre si
(Malaspina 2022): la indagacion (de una situacion o de un problema dado); la propuesta de un
problema tentativo relacionado con la situacion o el problema dado; la resolucion (o intento de
resolucion) del problema propuesto; y el refinamiento o el cambio del problema propuesto. En
las interrelaciones entre estas fases, las preguntas juegan un papel muy importante, como se
ilustra en la Figura 1.
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Los casos de creacion de problemas por elaboracion, partiendo de una situacién en un
contexto extra-matematico, son los que mas contribuyen a desarrollar el pensamiento matematico
ligado a la realidad y los que mas favorecen — a docentes y estudiantes — a iniciarse en procesos
de modelizacion matematica, como se ha observado en diversas experiencias didacticas y como
se puede percibir examinando la representacion gréafica (Figura 2) del ciclo de modelizacion
matematica de Blum y Leil3 (2007), comparativamente con las fases de creacion de un problema
(Figura 1). Las fases 1 y 2 de modelizacion matemadtica estan vinculadas con la indagacion; las
fases 3 y 4 con la propuesta y resolucion de un problema y las fases 5, 6 y 7 con el refinamiento
del problema propuesto.

Se hace
Indagar el preguntas

3
se hace H Stuacén * o
la situacion
i L e - modelo matemitico 2 Siplifcar

preguntas ‘ »vm'mz-/' A problems e

3. Matematizar
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Praguntas Resto del mundo Mateméticas
Figura 1. Fases en un proceso de creacion de Figura 2. Ciclo de modelizaciéon de Blum y Leif3
problemas. Elaboracion propia. Adaptado por Ledezma, Sol, Sala-
Sebastia y Font (2022)

En las sesiones de creacion de problemas con docentes, sea por variacion o por
elaboracion, se suele llegar a interesantes niveles de reflexion didactica y matematica, sobre todo
en la fase de refinamiento; inclusive se llega a formular preguntas cuyas respuestas requieren un
entorno matematico que va mas alla de lo inicialmente considerado (Malaspina, 2015). En ese
sentido, es muy importante la seleccion del problema inicial o de la situacion inicial para una
sesion de creacion de problemas, de modo que no solo haya un enriquecimiento matematico sino
también la oportunidad de reflexionar la realidad, mas alla de lo estrictamente matematico,
formulando supuestos pertinentes y verosimiles, asi como previendo diversos casos. Los
problemas o situaciones abiertas ayudan mucho a ello y, por cierto, siempre hay que tener
cuidado que los problemas o situaciones tengan autenticidad, en el sentido que estimulen una
pregunta significativa asociada con un evento plausible, contribuyendo a que los estudiantes se
sientan mas motivados y pongan atencion a la situacion mientras desarrollan soluciones
matematicas (Palm, 2008); mas alin, es importante evitar que las situaciones o problemas sean
forzadamente “realistas” como cuando se afirma que “Un delfin toma impulso y salta por encima
de la superficie de un estanque siguiendo una funcion y = -x? + 6x + 12 donde y es la distancia al
fondo del estanque (medida en metros) y x el tiempo empleado (medido en segundos)”. Al
trabajar con nifios, el mundo de los juegos ofrece situaciones de autenticidad, que son parte muy
cercana a su realidad y a sus motivaciones, que estimulan emociones positivas para el
aprendizaje y favorecen experiencias de creacion de problemas y de juegos a partir de
situaciones ludicas, inclusive desde temprana edad y en el marco del pensamiento probabilistico,
como se muestra en Malaspina (2021) asi como en Malaspina y Malaspina (2020). Al trabajar en
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el nivel universitario, hay experiencias en las que, partiendo de situaciones de compra-venta de
abarrotes — mediante estimulos para la creacion de problemas — se llega a la formulacion de
funciones discontinuas de una y dos variables (Malaspina y Torres, 2019).

Una experiencia didactica
Se muestra una de las experiencias didacticas desarrolladas con docentes peruanos de
secundaria, en talleres de trabajo colaborativo de creacion de problemas por elaboracidén, como
formas de relacionar la matematica con la realidad, a partir de situaciones abiertas. Esta
experiencia esté tratada con amplitud y detalle en Malaspina (2022)

Situacion:

A los docentes se les mostrd la siguiente figura, tomada de Internet.

Figura 3: Un grifo averiado que ocasiona goteo de agua.

Y se les preguntd: ;Podemos crear algun o algunos problemas a partir de esta situacion?
Proceso de creacion de problemas

Los docentes formularon propuestas y preguntas, como las siguientes,

»  Calcular la cantidad de agua que se desperdicia.

»  Obtener el costo extra que genera el desperdicio por ese goteo.

»  Relacionar el tiempo con el goteo.

»  (En qué tiempo se llenaria una taza? (Lo cual requeriria una observacion empirica.)

»  (Qué cantidad de agua se desperdicia en un dia?
Con estas consideraciones y preguntas, algunos integrantes del grupo propusieron el siguiente
enunciado de un primer problema tentativo:

Calcular la cantidad de agua que se desperdicia en un mes, por el goteo de agua en un
s
cano’.

Ante el intento de solucion, se advirti6 la falta de informacion, por lo cual, luego de
intercambiar ideas matematicas y didacticas en el grupo de profesores, de hacer supuestos

"Enel Peru, al referirse al goteo de agua por un grifo averiado, suele decirse: “goteo de agua por un cafio
malogrado”. Esta expresion aparece en las intervenciones de los profesores.

Conferencia plenaria XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

18

18



19
Matemdaticas y realidad en la formacion de docentes

verosimiles, de plantear nuevas interrogantes, de proponer nuevos problemas tentativos, de
intentar resolverlos y de hacer refinamientos a los problemas tentativos, se llegé al siguiente
problema:

Si por el goteo de agua en un carnio malogrado, cada 3 horas se desperdician 240 ml
de agua, encontrar la funcion que relaciona el tiempo con la cantidad de agua que
se desperdicia.

La solucion fue la representacion grafica (solo en el primer cuadrante) de una funcién
lineal relacionando tiempo en horas con cantidad de agua en mililitros. Se marco explicitamente
los puntos de coordenadas (3; 240) y (6, 480). (Figura 4)

ml de agua 4

| #15; 480)

—— #(3; 240)

>
I |

haras

Figura 4. Una representacion grafica de una funciéon que relaciona el tiempo con la cantidad de agua que se
desperdicia, en la situacion dada.

Algunos docentes llegaron a explicitar la expresion algebraica de la funcion:
f(t) =80t parat>0. (1)

Podemos percibir las interrelaciones entre las cuatro fases ya mencionadas en la creacion
de un problema. La indagacion y la propuesta llevé a un primer problema tentativo; el intento de
solucion y mas indagaciones llevaron a un primer refinamiento de tal problema y a un segundo
problema tentativo; y asi, con nuevas indagaciones, propuestas, intentos de solucioén y
refinamientos — que son formas de transitar de ida y vuelta entre matematicas y realidad — se
llego al problema enunciado.

Indagaciones y transiciones adicionales de ida y vuelta entre realidad y matematica, a partir
del problema propuesto, conducen a cuestionarse si la funcion obtenida y mostrada en (1) refleja
bien la realidad del goteo de agua por el grifo. Asi, lo obtenido y representado graficamente es
una funcidn continua; sin embargo, el goteo de agua no es un hecho que se dé continuamente,
pues entre una gota y la siguiente transcurre un tiempo en el que la cantidad de agua
desperdiciada se mantiene constante. Esto lleva a tener en cuenta que cada cierto tiempo cae una
gota de agua. Suponiendo que cada 2 segundos cae una gota de agua — que es un supuesto
simplificador, pero verosimil y en el marco de la proporcionalidad — se representa graficamente
una parte de la funcion de desperdicio de agua, considerando tiempo en segundos y agua en

mililitros (Figura 5) y asumiendo que en la caida de cada gota se desperdician 415 ml de agua. Se
consideran los 6 primeros segundos de observacion.
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Figura 5. Una representacion grafica de la funcion desperdicio de agua, atendiendo la discontinuidad en el goteo, en
6 segundos.

En la Figura 5 se tiene una representacion grafica de una funcioén “maximo entero” o
“mayor entero”, que es discontinua por saltos y cuya expresion formal es

d(t) = % [E]], parat>0. (2)

Vemos que, mediante la creacidon de problemas por elaboracion, una primera aproximacion
a la situacion real mostrada, lleva a una funcion lineal expresada en (1), pero una mayor
indagacion y transiciones de ida y vuelta entre la matematica y la realidad, llevan a una funcion
no lineal y discontinua, representada graficamente en la Figura 5 y formalmente en (2). Este es
un tema que no es usual tratarlo en la secundaria, pero debe estar muy presente en la formacion y
experiencias didacticas de los profesores, de modo que contribuya a trabajar con sus estudiantes
situaciones reales que lleven — con el apoyo de la intuicidon — a representaciones en este entorno
matematico, como la mostrada en la Figura 5.

Consideraciones finales

Las reflexiones presentadas y la experiencia didactica expuesta nos hacen tomar
conciencia de la importancia de una adecuada formacion de los docentes — tanto inicial como
continua — y como parte de ella considerar la creacion de problemas, sobre todo por elaboracion,
como una forma de evidenciar la estrecha relacion entre realidad y matematicas, de sentar bases
para su formacion en modelizacion matematica y de potenciar sus competencias didacticas y
matematicas. (Malaspina, Torres & Rubio, 2019).

La realidad social, cultural, econdmica, politica, ambiental y tecnolégica, y la vida
cotidiana como parte de ella, es una rica fuente de problemas matematicos que requieren ser
identificados, no solo para explotarlos tanto didactica como matematicamente, sino para aportar
a sus soluciones. Es un gran reto para docentes e investigadores seleccionar problemas o
situaciones que generen emociones positivas para el aprendizaje y contribuyan a que los
estudiantes, con un pensamiento matematico apoyado en la intuicion, tengan una mirada critica 'y
reflexiva de la sociedad en que viven. Es necesario apoyarse en situaciones ricas en contenido
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matematico, tanto del legado cultural de nuestros antepasados, que los encontramos en sus obras
de arte y construcciones, como en los avances tecnoldgicos, cada vez mas desafiantes con la
inteligencia artificial, para contribuir a una formacion integral de nuestros estudiantes.

Para avanzar en la linea de ensefiar matematicas, mas y mejor vinculadas con la realidad,
se hacen necesarias algunas medidas concretas en los planes de estudio y de actualizacion de los
futuros docentes y de los docentes en servicio de la educacion basica, tales como: 1) Considerar
con énfasis, la creacion de problemas — estrechamente relacionada con la resolucion de
problemas — en todas las sesiones de aprendizaje de matematicas, de modo que no sea una
actividad aislada; 2) Brindar cursos-taller de modelacion matematica, teniendo como base las
experiencias en creacion de problemas, sobre todo por elaboracion; y 3) Enriquecer la formacion
matematica y la intuicidn cientifica tratando temas y analizando situaciones que contribuyan a
tener mayores elementos para identificar y resolver problemas de la realidad, vinculados con las
ciencias fisicas, bioldgicas, humanas, sociales, econdmicas, etc. En ese sentido, es fundamental
estimular el pensamiento probabilistico y estadistico, asi como el pensamiento optimizador de
los docentes de todos los niveles de la educacion basica. Para los docentes de secundaria seria
muy enriquecedor que se les brinde ocasiones de examinar situaciones problematicas de la
realidad, en las que se use conceptos basicos de algunos temas usualmente no tratados en los
planes de estudio, como teoria de juegos, teoria de grafos, aritmética modular, funciones de dos
variables y curvas de nivel,
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