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Resumen

Mas de treinta afios de fundamentacion tedrica y de evidencia empirica ponen de
manifiesto que para que los profesores de matematicas logren contribuir con el
desarrollo del razonamiento algebraico en sus estudiantes es fundamental que
previamente superen la postura epistemologica en donde el algebra se entiende como
una aritmética generalizada. A partir de ello, se han desarrollado propuestas que
permiten identificar distintos niveles de desarrollo en dicho tipo de pensamiento
desde la educacion basica. Sin embargo, los profesores de matematicas requieren
contar con instrumentos especificos, asociados a distintos objetos matematicos, que
les permitan promover la evolucion en el uso de distintos lenguajes, asi como en
procesos de generalizacion, los cuales son rasgos fundamentales de evolucion en el
desarrollo del razonamiento algebraico. En esta ponencia se daran algunos ejemplos
relacionados con los aspectos sefnalados a partir de la revision del curriculo nacional
peruano.

Palabras clave: Razonamiento algebraico; criterios; niveles RAE; conocimiento
didactico-matematico.

Introduccion

El Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) fue propuesto originalmente con la
finalidad de aportar en la clarificacion de la naturaleza del razonamiento algebraico elemental, a
través de la identificacion de rasgos que pudieran dar cuenta de la adquisicion de dicho
razonamiento (Godino et al 2012). Como resultado de ese trabajo, se reconoce que tanto los
procesos de generalizacion como el simbolismo algebraico permiten describir practicas
consideradas como algebraicas y que estas deben evolucionar a lo largo de la formacion escolar.
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También se determinan como objetos de naturaleza algebraica las relaciones de equivalencia y
sus propiedades, las operaciones entre los elementos de los conjuntos numéricos, propiedades de
las estructuras que se generan en dichos conjuntos, funciones y sus tipos, operaciones con
funciones y sus propiedades, entre otros.

De otro lado, en el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (PERU, 2016), se declara
que una de las competencias matematicas que se debe desarrollar en la formacion bésica regular
(hasta los 16 afos) es “Resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio”. Dicha
competencia se define en términos de que “el estudiante logre caracterizar equivalencias y
generalizar regularidades y el cambio de una magnitud con respecto a otra, a través de reglas
generales” (PERU, 2016, p. 73). Por ello, es natural encontrar contextos favorables para el
desarrollo del RAE en situaciones asociadas a esta competencia.

Por otra parte, el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos
(EOS) propone un modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM) que permite
caracterizar de manera sistematica los conocimientos del profesor de matematicas en sus
diferentes facetas y componentes (Godino, 2009; Pino-Fan y Godino, 2015; Godino et al, 2016).
Sin embargo, en particular en lo que se refiere al algebra hacen falta programas de formacion
para la ejecucion de itinerarios de pensamiento algebraico desde los 6 hasta los 17 afios
(Carraher y Schliemann, 2019). La identificacion por parte del profesor de los objetos y procesos
intervinientes en las practicas matematicas es una competencia que le permitird comprender la
progresion de los aprendizajes, gestionar los procesos de institucionalizacion adecuadamente y
evaluar las competencias matematicas de los alumnos. En particular, sera crucial la identificacion
de situaciones idoneas para el desarrollo del RAE por parte del docente.

En el Perti, los manuales oficiales son considerados un recurso fundamental por los
profesores de matematicas y el gobierno peruano garantiza el reparto gratuito de cuadernos de
trabajo de matematicas para los cinco grados de secundaria en todo el territorio peruano. Sin
embargo, en un trabajo previo (Gaita et al, 2022a), se analizaron algunas situaciones presentadas
en dichos textos para el desarrollo de la competencia matematica “Resuelve problemas de
regularidad, equivalencia y cambio”, y se concluyd que las tareas se caracterizaban por una
simplificacion excesiva de la realidad, por el uso de contextos inadecuados para el estudio del
cambio y, en otros casos, aunque los contextos seleccionados eran potencialmente adecuados, no
eran aprovechados para desarrollar el razonamiento algebraico.

Criterios para identificar situaciones que contribuyen al desarrollo del RAE

Teniendo en cuenta lo descrito, se proponen criterios que permiten reconocer si una situacion
referida a contenidos matematicos tradicionalmente asociados al algebra (ecuaciones, sistemas de
ecuaciones, funciones, entre otros) contribuye al desarrollo del RAE o si tiene potencial para
hacerlo y, en ese caso, como podria modificarse para que lo desarrolle efectivamente.
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Tabla 1

Criterios para identificar situaciones que contribuyen al desarrollo del RAE.

que involucra
la situacién

requiere manipular expresiones
alfanumeéricas y usar propiedades de las
estructuras  (ecuaciones, sistemas de
ecuaciones, inecuaciones, etc.), o que
estudia el cambio y la covariacién.

Criterio Descripcion Para el progreso en el RAE
1. Objetos Se trata de una situacion sobre patrones o | La situacion requiere la
matematicos | de busqueda de regularidades, o que | modelizacion de los datos a

través de alguno de los objetos
considerados como
algebraicos. Para que el RAE
evolucione, se debe demandar
una modelizacién de
complejidad creciente.

o

. Lenguaje que
moviliza la
situacion

La solucion del problema debe requerir del
uso de distintos lenguajes: gestual natural,
numérico, tabular, grifico, alfanumérico.
incluyendo el uso de parametros., y las
transformaciones entre ellos. El paso del
lenguaje natural, numérico al alfanumérico
requiere que la situacién exija atribuir
significado a los calculos.

Para que ¢l RAE evolucione.
se debe propiciar el uso
gradual de los distintos
lenguajes. El uso del lenguaje
alfa-numérico se hace
necesario en la medida que la
situacién requiera justificar la
solucion.

3. Grado de
generalidad
que demanda
la situacién

Las cuestiones que se desprendan de la
situacion deben demandar generalizaciones
progresivas de los resultados: desde tareas
en donde primero los datos adoptan valores
particulares, pasando por aquellas en donde
se obtiene una regla general que define a la
clase (objeto intensivo), hasta tareas en
donde se estudia el comportamiento de
familias de problemas (lo que requiere el
uso de parametros).

La situacidon exige realizar
generalizaciones  sucesivas.
En este proceso. resulta
esencial que el estudiante
valide las soluciones
obtenidas utilizando diversos
medios de control. incluyendo
la verificacion que lo general
se cumpla también para lo
particular.

Fuente: Gaita, Ugarte y Gonzales (2022b, p.168)
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Luego del analisis de la tarea, se brindan pautas para modificarlas, incorporando actividades
sucesivas, de modo que las preguntas demanden cada vez un mayor grado de generalidad y de
expresion de dicha generalidad (Gaita et al, 2022b)

Analisis de una tarea empleando los criterios propuestos

A continuacidn, se presenta una tarea tomada de un texto de matematicas distribuido por el
gobierno peruano a los estudiantes de cuarto afio de secundaria de todas las escuelas publicas. La
actividad fue analizada en términos del desarrollo de la competencia Resuelve problemas de
regularidad, equivalencia y cambio (Gaita et al, 2022a). La figura 1 reproduce el enunciado
original de forma literal.
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;Donde se encontraran?

Enunainvestigacian, dos estudiantes caminan simultaneamente a lo largo de un trayecto de & m. El estudiants
&empiezaen un punto a 0,5 m delinicio del trayecto v camina hacia el punto final a razén de 1 my's. El estudian-
te B comienza en el punto ubicade a 2 metros del inicio y camina hacia el final del trayecto a razon de 0.5 mys.
Aqui se muestra una grafica de los datos obtenidos.
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1. Representa mediante una expresién matematica la infermacion presentada en la grafica.

2. Determina a partir de qué tiempoy distancia el estudiante & pasa al estudiante B.

Figura 1. Tarea propuesta en un texto

Fuente: PERU (2019, p.181)

=y
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En la figura 2 se presenta el proposito de esa tarea, tal como la describe el cuaderno de

trabajo.

Proposito: Establecemos relacicnes entre datos, valores desconocidos y transformamos esas

relaciones a expresiones algebraicas o graficas que incluyen sistemas de ecuacicnes lineales con
dos incognitas. Asi también, combinamos y empleamos estrategias heuristicas, recursos, métodos

graficas, procedimientos y propiedades algebraicas para determinar términas desconocidaos,

simplificar expresicnes algebraicas y solucicnar sistemas de ecuaciones lineales.

Figura 2. Propésito de la tarea
Fuente: PERU (2019, p. 181)

La resolucion esperada en la institucion escolar propone las siguientes etapas: completar una
tabla de valores que relacionan el tiempo (X) y la distancia (Y) para el caminante A cada segundo,
y otra tabla para el caminante B; escribir las funciones que representan el tiempo y la distancia
para los caminantes A y B; a través de la resolucion de un sistema de ecuaciones, determinar qué
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valores toman X y Y cuando se intersecan las dos graficas y, finalmente, determinar a partir de
qué tiempo y qué distancia el estudiante A pasa al estudiante B.

Ahora analizamos la tarea, sin vernos influenciados por las etapas sugeridas en el libro. En
el enunciado del problema se presenta la misma informacién empleando dos representaciones: la
verbal y la grafica (aunque hay un error en el enunciado al sefialar que el estudiante B inicia su
recorrido a 2 m cuando debi6 decir 3 m). Es decir, no se propicia un cambio de representacion;
mas aun, la obtencidn de las expresiones algebraicas s6lo se hace necesaria porque el problema lo
pide de manera explicita. Ademas, en el enunciado ya se establecen los valores de los coeficientes
lineales (rapidez de los estudiantes) y de los términos independientes de ambas funciones lineales
(en la gréafica aparecen las intersecciones con el eje Y).

Para responder la segunda pregunta bastaria interpretar la grafica del enunciado y responder
que el recorrido del estudiante A es mayor que el recorrido del estudiante B a partir de los 4
segundos. Esto se desprende de reconocer en el grafico las coordenadas del punto de interseccion
e interpretar lo que este representa en el contexto del problema. Un analisis de la tarea

considerando los criterios dados en la tabla 1, se presenta en la tabla 2.

Tabla 2

Analisis de la tarea segun criterios establecidos.

Criterio

Descripcion

Comentario

1. Objetos
matematicos que
involucra la
situacion

Se trata de una situacion que se
relaciona con el estudio del
cambio (tiempo-distancia), pero
tal como estd planteada, no
requiere de requiere del estudio de
funciones ni de uso de sistemas de
ecuaciones porque las respuestas
se pueden obtener a partir de los
graficos.

El contexto de la situacion es pertinente para
desarrollar el RAE, pero la informacion presentada y
las preguntas consideradas no generan una actividad
algebraica.

2. Lenguaje que
moviliza la
situacion

La situacion presenta informacion
en lenguaje natural y grafico; La
solucion  esperada  por la
institucion incluye la obtencion de
reglas de correspondencia
expresadas en lenguaje
alfanumérico.

Pese a que se emplean dos lenguajes en el enunciado,
las informaciones brindadas son redundantes.

Se puede modificar la consigna de modo que las
informaciones brindadas sean complementarias y que
el empleo del lenguaje alfanumérico se haga necesario
en el proceso de solucion, atribuyéndole significado a
los coeficientes de las expresiones lineales.

3. Grado de
generalidad que
demanda la
situacion

Tal como esta planteada la tarea,
se espera obtener la expresion
algebraica para cada funcion que
relaciona la distancia y el tiempo.
Sin embargo, como esa regla no se
genera a partir de los elementos
que la constituyen, no se puede
afirmar que sea una entidad
unitaria que emergera del sistema
de practicas.

Es pertinente considerar otras preguntas que permitan
reconocer un patron de formacion a partir de un
conjunto finito de valores, para luego extraer la regla
que generaliza la relacion y actividades posteriores, en
donde se obtengan nuevos intensivos que representen
familias de funciones en las que los movimientos
descritos en el enunciado sean sélo casos particulares.
Asi, se pueden considerar preguntas en donde la
rapidez cambie y se cuestione por los cambios que esto
genera en los tiempos de encuentro, etc.

Fuente: Creacion propia
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Tarea modificada en base a los criterios establecidos

Se modifica al enunciado, considerando inicialmente informacién en lengua natural, tal
como se presenta en la figura 3.

Trayectos
Autor: (1REM) Insteuto de Investgacion de Ensefanza de las Matemiticas

En una competencis escolar, dos estudiantes caminan simultineamente y en el mismo sentido 3 lo largo de un trayecto rectilineo con

las piernas unidas en |a parte inferior por una cinta para hacer més dificil ¢l desplazamiento,

La estudiante A empieza a caminar a 50 m de un punto de referencia y camina hacia ¢ punto final del trayecto, el cual se encuentra a

900 m del punto de referencia, y camina hacia el punto final a razén de ; (m/s). La estudiante B comienza en el punto ubicado a 300
10

m del punto de referencia y camina hacia el punto final del trayecto a razén de 1 (m/s). Durante todo el recorndo los estudiantes

mantienen un ntmo constante de movimiento,

Figura 3: Enunciado de la tarea modificada

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad, equivalencia y cambio (Gaita et al, 2022a, p. 82).

En la parte a) se prescinde de la informacion brindada en el plano cartesiano y se reemplaza
por una actividad exploratoria en un sistema unidimensional empleando Geogebra; esto permite
reconocer que las posiciones cambian en el tiempo, pero por los valores que toma el deslizador,
no sera inmediato determinar el cambio por segundo en las distancias recorridas por cada nifia. De
la manipulacién del deslizador, se puede responder la pregunta a) pues se observara que la nifia
que sali6é con ventaja, llegard después a la meta. Esto se detalla en la figura 4.

Trayectos- parte a

iLa estudiante que empez6 con mas ventaja llega primero a la meta? Analice qué ocurre cuando el tiempo transcurre al deslizar
el punto t. (t representa el tiempo en segundos)

£l puMo t 30 JeshTa O MINers AUIOMATCa 3l hacer cic en ®, 30 CAANe ¥ Nacer Iic an @

) e
@ 0 W0 150 200 250 300 350 400 4S50 SO0 S50 GO0 €SO Vo0 VSO 200 350 0

;Cudntos metros recorre la estudiante mas répida por cada sequndo?

Figura 4: Enunciado de la pregunta a)
Fuente: Gaita et al. (2022a, p. 82).

Conferencia paralela; General XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

85



86
Conocimiento didactico matematico de profesores de matematicas para el desarrollo del razonamiento

algebraico

. . . 5 15 _ 10
Adicionalmente, de comparar los datos relacionados con la rapidez, 35575 (m/s), se
concluird que la estudiante A es la mas rapida y que recorre 5 metros cada 3 segundos, o,

. 5
equivalentemente, 5 metros cada segundo.

En la parte b), se pide determinar cuantos metros avanza cada nifa en los 3 minutos. Eso
requiere un proceso de generalizacion cercana, considerando que lo recorrido en un mismo tiempo

. , . 5

es constante para cada nifa. Asi, como la estudiante A recorre 3 metros por segundo, en 180
. 5 . 10

segundos recorrera 5(180) = 300 m; la estudiante B recorre 5 metros por segundo, en 180

segundos recorrera %(180) = 200 m. Y como la posicion inicial de A era 50 m, luego de 3

minutos se ubica en la posicion 350 m. Dado que la posicién inicial de B era 300 m, luego de 3
minutos se ubica en la posicion 500 m. Asi, la distancia que las separa, luego de 3 minutos es 150
m. Estos resultados no se obtienen de la manipulacion, pero se validan con esta.

;Cudntos metros las separa luego de 3 minutos de iniciado el recorrido?

Aa

En punto t se deslizz de manerz automatica al hacer clic en @y se detiene 2! hacer clic en @

900

Posicién(m)

750

. 2 o—o 199
S0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 S50 €00 850 700 750 300 B850 S00 .

o &
>4

® 0 100 200 300 400 500 s

Después de cudntos segundos de iniciada la competencia la estudiante A adelanta a la estudiante B.

F iguﬁz 5: Enunciado de la pregunta b)
Fuente: Gaita et al. (2022a, p. 82).

Ademas, en la parte b) también se pregunta por el tiempo que debe transcurrir desde que se
inicio la competencia para que la estudiante A adelante a la estudiante B. Esa informacion no se

Conferencia paralela; General XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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obtiene del grafico; se hace necesario obtener las expresiones algebraicas para las posiciones y
. . . L 5 10
resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas: y = Stt 50;, y= Sttt 300.

La solucion del sistema de ecuaciones es t = 450 e y = 800, que graficamente corresponde al
punto de coordenadas (450; 800), punto de interseccion de las rectas que representan la distancia
recorrida por las estudiantes en funcion al tiempo transcurrido. Por lo tanto, las posiciones de las
estudiantes A y B coinciden a los 7minutos y 30 segundos. Como se ha puesto en evidencia, esta
actividad demanda el empleo de diversos lenguajes y obliga a trabajar en el lenguaje alfa numérico.

Finalmente, en la parte c) de la tarea, se debe hallar el valor de un pardmetro (la rapidez de
la estudiante A que ahora no es dato) para que se cumpla una determinada condicion: la
competencia termine un empate.

¢Cual deberia ser la velocidad de la estudiante A para que la competencia termine en un empate? £n Iz figura puede modificar el

valor de Ia velocidad de la estudiante A moviendo el punto v; . Luego mueva el punto t para ver los cambios de posicién.

Aa T

: Sy
Puede actualizar la gréfica haciendo clic =/

=
g ~ E
t=0 ) =2
o 900 {5
S
w
o
s 10 o
v = 1.67 vo = —m/s 750
L 2
500
\ A
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900
C,
Tiemy [:‘_)
® 0 100 200 300 400 500 [

Figura 6: Enunciado de la pregunta c)
Fuente: Gaita et al. (2022a, p. 83).

Esto requiere de un proceso de generalizacion que se manifiesta porque se debe estudiar una
familia de funciones representadas por expresiones como las siguientes:
Estudiante A: f(t) = mt + by; Estudiante B: g(t) = nt + b,. Como la grafica de f pasa por los
puntos (0; 50) y considerando que el valor de m debe hallarse, se obtiene: f(t) = mt +

50, mientras que la funcion g(t) = % t + 300.
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Como se quiere que las posiciones finales coincidan, eso significa que debe existir un valor
de t* comun tal que f(t*) = g(t*) = 900. De la funcion g(t*) = 1?01:* + 300 = 900, se tiene

que esto ocurre para el tiempo t* = 540s. Reemplazando en la funcion f(t) = mt + 50, el valor
t* =540s y f(t*) = 900, se obtiene que la velocidad m, en metros por segundo, debe ser:
900 = m(540) + 50, luego m = 1,57.

Las actividades en Geogebra se pueden encontrar en los siguientes enlaces.
Parte a) https://www.geogebra.org/m/wufbjz9w
Parte b) https://www.geogebra.org/m/nbdj7hda
Parte ¢) https://www.geogebra.org/m/qvnghayg

Consideraciones finales

El profesor de matematicas debe ser capaz de analizar si los problemas que usualmente
emplea en sus clases generan practicas matematicas de diferentes niveles de complejidad; de no
ser asi, debe contar con herramientas tedricas que le permitan promover el desarrollo del
razonamiento algebraico de sus estudiantes.

Los problemas modificados priorizan el trabajo exploratorio, acompafiado con preguntas que
contribuyan a identificar patrones o regularidades; esto es fundamental para avanzar en procesos
de generalizacion. En esa medida, se hard necesario emplear el lenguaje alfanumérico, luego de
haber empleado otros lenguajes y de haber establecido relaciones entre ellos.

A partir de un estudio inicial con valores particulares, se pueden estudiar regularidades, las
que pueden ser mas evidentes si se contempla el uso de recursos como hojas de célculo o
GeoGebra. Si se formulan preguntas que exijan establecer relacion entre las representaciones
graficas y otros lenguajes, se obtendrd informacion adicional que contribuird a una mejor
comprension del problema.
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