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ResuMeN. El presente articulo muestra un ejemplo de trabajo interdisciplinario entre
la matematica aplicada, la ecologia y la docencia. En el mismo se detalla el proceso de
construccién de un modelo poblacional para las morsas del Pacifico (Odobenus rosmarus), a
partir de su informacién biolégica y etolégica, con el agregado de los efectos del cambio
climético sobre su ambiente. Describimos paso a paso el razonamiento en cada etapa del
modelado, realizamos una simulacién del mismo con el software RStudio e interpretamos los
resultados. Consideramos que este trabajo puede servir para ejemplificar las herramientas
pedagobgicas que se requieren para la ensefianza de la matematica aplicada en relacién
a las problematicas ambientales del presente, permitiendo dar un sentido concreto a los
resultados teéricos de la matematica.

ABSsTRACT. This article provides an example of interdisciplinary work involving applied
mathematics, ecology, and education. It describes the process of developing a population
model for Pacific walruses (Odobenus rosmarus) based on biological and ethological data,
as well as the effects of climate change on their environment. We describe the reasoning
at each stage of the modeling step by step, then simulate it with the RStudio software and
interpret the results. We believe that this work can serve as an example of the pedagogical
tools required for the teaching of applied mathematics in relation to current environmental

problems, allowing theoretical mathematical results to be given concrete meaning.

Palabras clave: Biomatemaética, sistema de ecuaciones en diferencias, matematica aplicada,
simulacién.
Keywords: Biomathematics, difference equation system, applied mathematics, simulation.
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§1. Introducciéon

En la actualidad la solucién de problemas complejos exige el abordaje
interdisciplinario de los mismos, el cual cobra especial relevancia cuando se trata de
cuestiones ambientales. No basta con que se trabajen los problemas desde diversas
disciplinas como compartimentos, sino que éstas deben dialogar entre si y construir
las soluciones en forma conjunta.

Una de las teméticas que aborda la Matemaética Aplicada, en interaccién con
la Ecologia de Poblaciones, es el crecimiento poblacional de especies que se ven
afectadas por el cambio climatico, a fin de predecir estadios futuros, encontrar
posibles equilibrios dindmicos y aportar herramientas para el manejo de los
recursos naturales y el ambiente.

En este trabajo mostramos, a partir de un caso particular, como se puede llevar
adelante este proceso de didlogo e interaccion entre estas disciplinas para dar por
resultado un modelo matematico; finalmente justificamos las distintas decisiones
que se toman a la hora de su construccién y evaluamos los resultados de la
simulacién en términos del problema original.

La idea disparadora surgi6 de los doctores Fernando Cérdova-Lepe, Ricardo
Castro-Santis y Nelson Veldzquez-Soto y de lo trabajado en clase durante el
curso-taller que dictaron en mayo de 2019 en la Facultad de Ciencias Agrarias,
Universidad Nacional de Cuyo denominado: “Elementos de Ecologia y Matemdtica
para el modelamiento de sistemas biolégicos”. En el mismo, nos instaron a construir
un modelo que explicara el crecimiento poblacional de una especie de morsas
del estrecho de Bering, teniendo en cuenta sus ciclos migratorios y los efectos del
cambio climético en dicho ecosistema.

Para ello, partimos de un video documental de diez minutos, seleccionado por los
docentes, realizamos una revisién bibliogréfica de la especie y un estudio del ciclo
de vida, comportamiento alimenticio, reproductivo y migratorio de la poblacién.
Decidimos generar un modelo discreto que permitiera una interpretacién y
prediccién mds razonable de acuerdo a los modos de vida de esta especie. Nuestro
modelo refleja, por tanto, la influencia particular de cada fase del ciclo anual de
migracién de la especie sobre el tamafio poblacional al afio siguiente (afio k£ + 1
en funcién del afio k). A continuacién, mostramos el camino que seguimos para
construirlo.

§2. Informacién sobre la especie

La Morsa del Pacifico (Odobenus rosmarus) es una especie critica del ecosistema
beringio, tanto por su rol tréfico como por la dependencia que tienen de ella las
comunidades de Siberia, Alaska, el mar de Chukchi y el de Bering. Entender
los cambios en su distribucién, abundancia y ciclo de vida resulta urgente para
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entender las consecuencias que se empiezan a manifestar en la regiéon debido al
cambio climético (Krupnik y Ray, 2007).

Se trata de una especie migratoria que habita tipicamente la interfaz hielo-agua
del océano Artico. Junto con los avances y retrocesos de los hielos, las morsas
alternan estacionalmente entre el mar de Bering en invierno, al Sur del estrecho
del mismo nombre, y el mar de Chukchi en el verano, al Norte (Figura 1). Se
alimenta de la fauna benténica de las plataformas continentales. Los individuos
viven entre 30-40 afios, poseen un ciclo migratorio anual y su periodo de gestacion
dura aproximadamente 15 meses (Fay, 1982).

2.1. Situacidn historica

En invierno (de diciembre a marzo) la poblacién se encuentra en los bordes
helados del mar de Bering, la isla St. Lawrence, la bahia de Bristol (al suroeste de
Alaska) y las costas continentales del golfo de Anadyr (Fay, 1982). En esta estaciéon
se produce el apareamiento de forma panmictica, comportdndose como una tinica
poblacién (Garlich-Miller y cols., 2011; MacCracken, 2012).

Durante la primavera (de abril a junio), los hielos del mar se van derritiendo y
comienza la migracién hacia el Norte por el estrecho de Bering. Durante la misma,
tiene lugar el nacimiento de las nuevas crias, las cuales se mantienen junto a sus
madres durante al menos dos anos (Fay, 1982).

Las morsas se separan para pasar el verano (de junio a noviembre) en hordas
que pueden ir de cerca de una centena de individuos a varios miles. Mientras que
las hembras y juveniles viajan al Norte a través del estrecho de Bering utilizando
las plataformas de hielo que se van resquebrajando, los machos migran hacia las
costas continentales al Norte del estrecho: la peninsula de Chukotka (al oeste
del estrecho), Alaska o la isla de Wrangel; o bien permanecen en las costas al
Sur del mismo (Fay, 1982; Fay y cols., 1984). Las hembras y juveniles habitan
preferentemente los témpanos y hielos marinos de la plataforma continental, que
utilizan para descansar y salir a buscar alimento. Esta separaciéon durante el verano
asegura la maxima disponibilidad de alimento y el resguardo de las crias que se
ven afectadas por los amontonamientos en las playas (Fay, 1982; Krupnik y Ray,
2007).

Finalmente, hacia fines del verano y principios de otofio, mientras el mar se va
cubriendo de hielo nuevamente, comienzan las migraciones hacia el Sur de todos
los individuos. Debido a que no hay pariciones, esta migracién es mucho mas
rapida que la de primavera.

2.2. Situacién actual

En las dltimas décadas se han registrado modificaciones en las dindmicas de los
hielos del Artico debido al cambio climatico (Jay y cols., 2012). La cobertura de
hielo flotante durante el verano ha disminuido mds de un 20 % (Figura 2) y las
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Ficura 1. Distribucion de Morsa del Pacifico con marcadores
satelitales durante (a) periodo mayo-noviembre y (b) periodo
diciembre-abril. Se indican las locaciones donde se marcaron las

morsas p (estrellas) y cudntas brindaron datos de presencia en cada
estacion. Fuente: (Citta y cols., 2018)

proyecciones muestran que continuard disminuyendo en mds de un 50 % hacia
fines de este siglo (ACIA, 2004).

Con la disminucién del hielo flotante los patrones migratorios de las morsas y el
habitat disponible han cambiado. Es probable que juveniles y hembras empiecen a
ocupar cada vez més las costas continentales junto con los machos para descansar
y alimentarse durante el verano (Jay y cols., 2012). Esto lleva a un aumento de la
mortandad intraespecifica de todos los individuos; por un lado, por el incremento
de la competencia por alimentos y por otro, de juveniles especialmente, ya que son
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mads propensos a morir aplastados en los amontonamientos que se producen en las
costas. Estas hordas pueden llegar a tener entre algunos miles hasta varias decenas
de miles de individuos, muchas veces encimados unos a otros (MacCracken, 2012).

180° 160°W  140°W 120°W

St. Lawrence
sland

Ficura 2. Hébitat de la Morsa del Pacifico. Las lineas indican el
borde del hielo marino (promedio con limite de concentracién de
15 %, satélite AMSR-E), de 2003 a 2011 (ene-sep) y de 2003 a 2010
(oct-dic). Fuente:(Frey y cols., 2015).

§3. Consideraciones preliminares para el modelo

Asumimos un tiempo discreto, teniendo en cuenta el caracter anual del ciclo
migratorio, y consideramos cuatro etapas durante las cuales la poblacién de morsas
se mueve, en términos generales, como una unidad. Es decir, asumimos que toda
la poblacién de morsas se encuentra en una sola de las cuatro posiciones, segtin
la estacion del afio. En invierno: la estadia en el Sur, en primavera: la migracion
al Norte, en verano: la estadia en el Norte y en otofio, la migracién al Sur. Si
bien la duracién de cada etapa no coincide exactamente con la de las estaciones,
simplificamos el modelo en este sentido.

Para simbolizar el ciclo y la etapa consideramos un tiempo donde £ marca el
ciclo (afio). En invierno, el k£ es entero, en primavera se considera k + 0,25, en
verano, k + 0,5y en otofio, k£ 4 0, 75 y en el invierno siguiente k + 1, etc. En cada
k 4 1 el modelo computa el recuento de la abundancia poblacional en el intervalo
entre las etapas estacionales (Figura 3).
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Otofio Invierno Primavera Verano Otofio Invierno
(migracion (estadia en (migracion (estadia en (migracion (estadia en
al sur) el sur) al norte) el norte) al sur) el sur)

Ficura 3. Esquema de cada etapa en la vida de la morsa. Fuente:
Elaboracién propia.

En la etapa reproductiva (invierno) se produce un cambio estructural en
la poblacién debido al reclutamiento, ya que una fraccién del grupo juvenil
se incorpora a los adultos reproductivos (hembras o machos). La tasa de
reclutamiento se diferencia entre los sexos, teniendo en cuenta que los tiempos de
madurez son diferentes para machos (15 afios) y hembras (4-7 afios) (Fay, 1982).
Sipy qson las tasas a las que las crias recién nacidas alcanzan la madurez sexual
para machos y hembras adultos, respectivamente, las consideramos inversamente
proporcionales al ntimero de afios en que se demoran en hacerlo. Esta tasa también
debiera ser afectada por la proporcién de crias que nacen de uno y otro sexo. Segtin
lo que sugiere la bibliografia, lo asumimos 1 para cada uno (Udevitz y cols., 2013).

En la etapa de migracién al Norte (primavera) se verifican los nacimientos de la
poblacién, por lo que el cambio en la poblacién se verifica en la abundancia. Como
las morsas tienen un periodo de gestaciéon de aproximadamente un afio, con tres
meses de retraso (Fay, 1982), los nacimientos en el k-ésimo ano dependen de la
interaccién entre los machos y hembras del afio k£ — 1. Esta tiltima caracteristica le
confiere a nuestro modelo un retardo.

Durante la estadia en el Norte (verano) toda la poblacién sufre las consecuencias
del hacinamiento, para esto se opté por una curva de mortandad Holling tipo
III para los adultos. Como la mortandad en los juveniles es la més sensible, se le
asigna una curva Holling tipo II, que refleja un aumento més pronunciado a bajas
densidades poblacionales (Fernandez-Arhex y Corley, 2004).

Finalmente, durante la migracién al Sur (otofio) las hordas vuelven
adelantdndose al congelamiento de las aguas articas y se dirigen a las plataformas
continentales meridionales del estrecho. Esta migracién es mas rdpida y menos
accidentada debido a que no ocurren pariciones.

En cuanto al tamafio poblacional que soporta el ecosistema beringio, los estudios
sugieren que, en condiciones histéricas y sin el impacto de la pesca, los mares
de Chukchi y Bering soportan alrededor de 250000 — 300000 morsas, a pesar de
que no se conoce que estos datos histéricos correspondan con una capacidad de
carga real del sitio. No obstante, este nlimero ha disminuido desde 1980 y en 2006
se registraron un total de 129000 morsas (Speckman y cols., 2011; MacCracken,
2012). Con ello suponemos que, salvo por las restricciones ambientales debidas al
descongelamiento de los casquetes flotantes, la poblacién podria crecer mucho mas
por encontrarse a la mitad de valor histéricos registrados. La mayor competencia
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por el alimento, no se debe a la disminucién de éste en el mar, sino al solapamiento
de nichos de machos y hembras durante la temporada estival, lo cual afecta su tasa
de supervivencia.

§4. Construccién del modelo

La poblacién total de morsas (V) es igual a la suma de las poblaciones de machos
adultos (M), hembras adultas (H) e individuos juveniles sin distincién de sexo
(J),lo que nos da la primera ecuacién:

(4.1) N=M+H+J

Cada ano y cada comienzo de etapa (Figura 3) se colocan como subindice a los
valores poblacionales N, M, H y .J. Propusimos ecuaciones para el modelo discreto
en que la poblacién de M, H y J, para cada k de la Figura 3 depende de la fase
anterior. De atras hacia adelante, son las siguientes: Para el instante k + 1 (instante
en que se vuelve de la migracion al Sur), al no producirse aumentos poblacionales
durante este periodo, consideramos que la poblacién de esta etapa es simplemente
una proporcién de los individuos que comenzaron la migracién en el instante
k + 0,75, de manera que

(4.2) M1 = $oMjt0,75,
(4.3) Hiy 11 = soHpv0,75,
(4.4) i1 = Sodkt0,75,

donde s, es la tasa de supervivencia durante el otofio y toma valores entre 0 y 1.
Para simplificar y ante la falta de informacién al respecto, consideramos esta tasa
de supervivencia igual para las tres subpoblaciones.

Para el instante k + 0, 75 (previo al inicio de la migracién al Sur, pero posterior a
la estadia estival), consideramos que los individuos presentes en este momento
son aquellos que sobreviven al momento de alimentacién en otofio, durante el
cual existe una competencia intraespecifica importante, sobre todo considerando
el hacinamiento provocado por la ausencia de hielo flotante. Como bajo estas
condiciones, toda la poblacién veranea en el mismo hébitat en lugar de separarse
machos por un lado y hembras y juveniles por otro, debe modelarse considerando
todos los individuos de la poblacién, por lo que incorporamos la variable N a la
funcién correspondiente.

No usamos la misma funcién mortandad por hacinamiento durante el otofio
para adultos y juveniles, ya que la bibliografia sugiere que éstos tltimos se ven
mas afectados por el mismo. Para representar esto, utilizamos una curva Holling

N+a
(Ferndndez-Arhex y Corley, 2004). La primera curva implica un aumento escaso

tipo III para los adultos <N2N—+12> y una Holling tipo II para los juveniles ()
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a valores pequerios de N, y s6lo comienza a ser significativo cuando ésta es muy
grande; en cambio, la segunda muestra un crecimiento significativo incluso a
valores pequefios de N. Como en el modelo no representamos la mortandad sino
la sobrevida, la Holling elegida se resta de 1:

Nl? 0,5

45 M — (10 )

( ) k40,75 N,f+075 T2 k+0,5)
HI% 0,5

4.6 H =(1—- "% |.g

( ) k40,75 H]%+075+a2 k40,55
Nk+05

47 J —(1— 0 ) s

( ) k40,75 ( Nk+o,5+& k+0,5

Cabe aclarar que estas ecuaciones modelan la situacién actual, con cambio climético
(seccion 2.2). Al realizar las simulaciones del apartado 6, decidimos comparar
la situacién andloga, por lo que modificamos estas ecuaciones de manera que
se represente la escision de la poblacion que se verifica en la situacion histérica
(seccién 2.1). En ese caso, sustituimos N por M en la ecuacion (4.5) y por H + J
en la ecuacion (4.6) y (4.7).

Para el instante k£ + 0,5 (momento de llegada luego de la migracion al Norte)
ocurre algo similar que para k£ + 1, donde observamos una tasa de supervivencia de
los individuos en el periodo de migracién. Pero, ademads, este momento registra los
nacimientos de nuevos individuos, que se incorporan a la subpoblacién de juveniles.
Estos se agregan en la ecuacion (4.10) y se consideran como proporcionales a los
encuentros entre machos y hembras adultos del afio previo (durante el cual se
produjeron los apareamientos). Este término que introducimos, le incorpora al
modelo un retardo de grado 1.

(4.8) Mit05 = $pMj10,25,
(4-9) Hk+0,5 = SPHk+0,257
(4.10) Jit05 = SpJrto.25 + OMy_1 Hy—y.

Donde sp es la tasa de supervivencia durante primavera y toma valores entre 0 y 1.
Debido a las pariciones, esta migracién es mas lenta que la anterior, por lo que sp
se considera menor a sg. Por su parte, b es la tasa de encuentros exitosos entre M y
H que producen descendencia viable.

Para el instante k£ + 0,25 (previo a la migracién al Norte, pero luego de la
estadia invernal en el Sur), consideramos nuevamente una tasa de supervivencia
uniforme para las tres subpoblaciones. Ademas, se debe considerar el proceso
de reclutamiento. Para ello, consideramos que cada subpoblacién de adultos
incrementa su niimero en proporcién a los juveniles que llegaron al Sur vivos
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teniendo en cuenta los distintos afios de maduracién para hembras y machos (en
la seccién 3 explicamos los pardmetros p y ¢). Este traspaso es cerrado, por lo que
los individuos que ingresan a M y H son los mismos que salen de J.

(4.11) Mio0,25 = st My + pJi,
(4.12) Hito95 = srHy, + qJy,
(4.13) Jir025 = Srde — (0 + q) k.

Reemplazando sucesivamente las ecuaciones de (4.5) a (4.13) en (4.2), (43) y
(4.4) obtenemos un modelo unificado como sigue.

Primero, reemplazamos (4.11) en (4.8), luego (4.12) en (4.9) y finalmente (4.13)
en (4.10):

(414) Mk+075 = SpS[Mk + Spka,
(415) Hk+075 = SpS]Hk + Squk,
(416) Jk+075 = SpS[Jk; — Sp(p + C])Jk + ka—lHk—l-

Luego, reemplazamos (4.14) en (4.5), ademas (4.15) en (4.6) y por ultimo, (4.16)
en (4.7):

(417) Mk+0 75 — So 1— h (SPS]Mk + Sppjk),
’ N13+075 + a?
B N13+0,5
(418) Hk+0’75 = So 1— 3 5 (SPS]Mk + Squk),
Nk+o,5 a
Niyos
(4.19) Jer075 = So | 1 — ———— ) (spsrJx + sp(p+ q) i + bMj_1).
Nitos +a

En estas ecuaciones encontramos la variable N5, pero necesitamos que todo
dependa de instantes donde % es entero, para unificar los modelos. Segin la
ecuacién (4.1), podemos escribir que

(4.20) Nitos = Myyos + Myros + Jito5-

Por lo tanto, si reemplazamos (4.14), (4.15) y (4.16) en la ecuacién (4.20) nos
queda que:

Nk+0,5 = spsy M + SPka + spsrHy, + Squk + spsiJy +bM_1Hp_1 — Sp(p + q)Jk
Operando, resulta:
(4.21) Nivos = spsp(My + Hy, + Ji) + bMy_1Hp—1 = X

A esta variable le llamaremos X}, para distinguirla del valor NV, = M, + Hj, + Jj.
Por lo tanto, reemplazando finalmente (4.17) en (4.2), (4.18) en (4.3) y (4.19) en
(4.4),y teniendo en cuenta (4.21); obtenemos el modelo final con un sistema de
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ecuaciones en diferencias con retardo:

(4.22)

( if;?
M., = (] _ ?) (SOSPSIiWk + SOSpka:)’
H = 1-— —’3 ( H, + J| )
SoSpS SoSpqJ),
J, = 1-— b ( Ji + sobMy_1H - ( + )J)
SoSpS So _ _ S08 ,
\k+1 X, PS1Jk k—141k—1 PP T q)Jg

donde Xk = SpS[(Mk + Hk + Jk) + ka—lHk—l-

§5. Simulaciéon

A partir del modelo que obtuvimos dado por (4.22), realizamos una simulacién
en RStudio (RStudio-Team, 2022), interfaz gréfica que trabaja sobre R (R-CoreTeam,

2022)

. Asignamos valores estimados a los pardmetros, segtin diversos criterios,

siguiendo las caracteristicas y comportamiento de la especie, ya que no disponemos

de datos diacrénicos reales de poblacién para ajustarlos. Se fijaron como sigue:

La semilla del modelo (valores poblacionales iniciales para comenzar la
iteracién) se fij6 en 55000 para M y H, y en 20000 para J, debido a que, segtin
la bibliografia, la poblacién en 2006 se encontraba en aproximadamente
130000 individuos.

Los pardmetros s,, sp y s; se fijaron en valores muy cercanos a 1: s, = 0,98,
sp=0,963y s; = 0,973. El modelo resulta extremadamente sensible a estos
parametros.

El pardmetro a se fij6 en 1500000 para la situacién sin cambio climatico y en
2000000. Estos valores se establecieron arbitrariamente para la simulacion.
No fue posible establecer relacién entre este pardmetro del modelo y alguno
poblacional, como no sea un multiplo de la capacidad de carga del ambiente.
EL pardmetro b es el mas dificil de estimar, debido a que no se encontré
informacién al respecto. Tras probar la dindmica del modelo ante variaciones
del mismo se fij6 en 1roa0-

Los parametros py ¢ son % y %. La tasa p se construye con el producto entre
+ (lainversa de los afios que demora en madurar un juvenil macho) y 0,5
(ya que asumimos que la mitad de juveniles que nacen son machos). De
manera andloga se construye ¢ como el producto entre 0, 25 y0, 5.

Para comparar el modelo propuesto con la situacion pre cambio
climatico, realizamos una modificaciéon a las ecuaciones (4.5), (4.6) y
(4.7) representando la separacién de machos y hembras+juveniles, con
lo cual los impactos de hacinamiento en la poblacién se vieron reducidos
considerablemente. Asi, en la situacion sin cambio climético el coeficiente
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que afecta a la poblacién en (4.5) depende sélo de M5, y las de (4.6) y
(47) de Hk+075 y Jk+075.

Simulamos dos situaciones con dos escalas temporales. Por un lado, el
comportamiento de la poblacién con y sin cambio climatico a corto plazo (50 afios)
y, por el otro, las mismas poblaciones a largo plazo (500 afios), a fin de entender el
punto de estabilizacién que predice el modelo para un ¢ lo suficientemente grande
(Figura 4).

Crecimiento poblacional a corto plazo Crecimiento poblacional a largo plazo

Con cambio climatico Con cambio climatico

300000 - 200000-

250000 - 150000 -

200000 - 100000 -

50000 - \,
0-

50000~

Sin cambio climatico 8in cambio climatico

ey

00000 - 200000 -

150000 -

Cantidad de individuos
Cantidad de individuos

250000 -

100000 -

50000~ e

200000 -

150000 -

10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
Afios Afios

o

Ficura 4. Simulacién para los primeros 50 afios de la poblaciéon
completa (a) y para los primeros 500 afios de la poblacién segtin clase
etaria (b). Referencias: negro=total morsas, azul=machos adultos,
amarillo=hembras adultas, verde=juveniles. Fuente: Elaboracién
propia en base a simulacién.

Segun los resultados de las simulaciones, observamos que el modelo predice
un comportamiento parecido para ambas situaciones durante los primeros 50
afos. Si consideramos que al afio 2006 le corresponde un k£ = 0, entonces el afio
2020 equivale a k£ = 14. Para ese afio, el modelo con cambio climético predice unos
240000 individuos, lo que se condice con la tltima estimacién realizada que reporta
unos 283000 individuos (Beatty y cols., 2022). Sin embargo, a largo plazo el modelo
predice que la poblacién de morsas comenzaré a disminuir hasta la extincién. En
el escenario sin cambio climatico, la poblacién se estabilizaria en alrededor de
437000 individuos. Valor razonable, considerando los mayores valores estimados
en la bibliografia. En la siguiente tabla se presentan los valores finales para 500
iteraciones del modelo.

Por otra parte, la estructura poblacional que el modelo muestra para la poblacién
también se condice con lo encontrado en la bibliografia (Beatty y cols., 2022). El
modelo muestra que la poblacién se compone de aproximadamente un 50 % de
juveniles y del doble de hembras que de machos.

Segun estos resultados podemos decir que el modelo muestra resultados
razonables respecto de lo que se encuentra en la bibliografia en cuanto a poblacién
actual, la poblacién en capacidad de carga y la estructura etaria de la misma. Cabe
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Sin cambio climatico Con cambio climético

Machos 78934 350
Hembras 145626 1314
Juveniles 212053 56
Total 436613 1721

Cuapro 1. Tamafos poblacionales finales simulados para £ = 500
anos.

aclarar que el escenario con cambio climatico solo modela la modificacién en el
comportamiento migratorio de la morsa durante el verano y cémo esto afecta a la
competencia intraespecifica por espacio y alimento de esta especie. No considera
otros factores como la pesca o las futuras modificaciones del clima que pudieran
afectar a las poblaciones de las cuales se alimenta la morsa o a su propia capacidad
reproductiva, por lo que es necesario suponerlas constantes para poder interpretar
los resultados del mismo. Esta limitacién forma parte de los recortes de la realidad
de la especie, que es necesario hacer para modelar los aspectos considerados mas
relevantes.

§6. Conclusiones

Tras el ejercicio propuesto por los profesores, realizamos la construccion tedrica
de un modelo matematico para una poblacién de morsas afectadas por el cambio
climatico. Al haber construido el modelo desde cero, el mismo es inédito. En este
caso, se trata de un modelo discreto que predice la evolucién de la poblacién de
un afio para otro, teniendo en cuenta su estructura etaria y su ciclo migratorio
estacional.

Las simulaciones muestran resultados coherentes, en tanto que representan
los contrastes con y sin cambio climatico y la tendencia actual que observan los
investigadores. De continuar la situacién actual, el modelo predice una disminucién
poblacional de morsas y su posterior extincién a largo plazo. El proceso de
ajuste de pardmetros teniendo en cuenta datos reales y el andlisis de puntos de
equilibrio y estabilidad del modelo exceden los objetivos de este trabajo, pero
quedan pendientes para futuras investigaciones.

El modelo obtenido presenta gran complejidad ya que seria necesario realizar
un seguimiento muy riguroso de la poblacién durante cierto tiempo a fin de que la
estimacion de los parametros presentes fuera exacta. Hecha esta salvedad, se trata
de mediciones y estimaciones sencillas de realizar a campo.

Si bien se trata de un modelo tedrico, sin contraste con datos reales, queriamos
presentar los resultados para comunicar las lineas de trabajo en las que
incursionamos. Asimismo, consideramos que constituye un ejemplo valioso para
el proceso de enseflanza-aprendizaje de la matemadtica aplicada, que ilustra el
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procedimiento que debe realizarse para la construcciéon interdisciplinaria de
modelos matematicos a partir de informacién biolégica.
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