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Resumen: Se analizan los errores del alumnado de segundo curso de Educacion Secun-
daria Obligatoria (13-14 anos) al manejar y resolver sistemas de dos ecuaciones linea-
les con dos incognitas y se indaga sobre sus posibles causas. Se identifican tres tipos
de errores: los motivados por una incorrecta utilizacion del lenguaje verbal y matemd-
tico, los de tipo técnico, y los derivados de aplicaciones incorrectas de definiciones, pro-
piedades y teoremas. Algunos errores son similares a los identificados para ecuaciones,
pero se detectan dos nuevos tipos de error caracteristicos de los sistemas de dos ecua-
ciones lineales con dos incognitas: la incorrecta comprension del concepto de solucion
de un sistema de ecuaciones (tanto grdfica como algebraicamente) y la imposibilidad
de identificar el significado aritmético del método de resolucion por reduccion. Final-
mente, se aportan sugerencias para el trabajo de aula para intentar minimizar los erro-
res mas frecuentes.
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Secondary education students’ errors while
handling and solving systems of two lineal
equations with two unknowns

Abstract: Second-year secondary education (13-14 years old) students’ errors while
handling and solving systems of two linear equations with two unknowns are analyzed
and their possible causes are discussed. Three types of errors are identified: those de-
rived from an incorrect use of both mathematical and verbal language, technical errors,
and those derived from incorrect applications of definitions, properties, and theorems.
Some of them are similar to those identified for linear equations, but two new types of
mistakes are detected, that are typical from systems of two linear equations with two un-
knowns: the incorrect interpretation of the concept of solution of a system (both graphic
and algebraic), and the impossibility of identifying the arithmetic meaning of the solving
method by reduction. Finally, suggestions for classroom practice are provided, oriented
to minimize the presence of the most frequent errors.

Keywords: algebra; equations, mathematics education; secondary education; systems
of linear equations.

1. INTRODUCCION

El analisis de errores es una linea clasica en la investigacion en educacion matematica.
Clasificarlos y comprender sus causas es el primer paso hacia el disefio de intervencio-
nes didacticas (Garcia Suarez, 2018; Gotte y Mantica, 2021). Aunque existe literatura
sobre los errores en el manejo de ecuaciones de primer grado, son menos numerosos los
estudios publicados sobre los sistemas de ecuaciones lineales en Secundaria. En este tra-
bajo se plantea un estudio exploratorio que ahonda en el conocimiento sobre los erro-
res cometidos por estudiantes de Secundaria en el manejo y resolucion de sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas, identificando nuevas asociaciones de errores.

El trabajo consta de una primera seccion en la que se analiza el estado del arte sobre
el concepto de error en educacion matematica y se exponen distintas clasificaciones de
errores célebres en la literatura. Posteriormente, se explica el disefio metodologico, se
describe la muestra y se recogen los resultados. Finalmente, se relacionan los resulta-
dos con investigaciones previas y se elevan unas conclusiones vinculadas a la practica
docente.

2. MARCO CONCEPTUAL
2.1 Concepto de error y sus causas

En matematicas un error es una expresion incompleta o deficiente de conocimiento,
resultado de concepciones inadecuadas, la aplicacion correcta de un procedimiento
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imperfecto, o la aplicacion incorrecta de un procedimiento adecuado (Kilpatrick et al.,
1998). Socas (1997) senala que hasta el alumnado con una actitud aparentemente sa-
tisfactoria en matematicas podria ocultar errores conceptuales, incluso graves, que di-
ficultarian su aprendizaje y que el error va mds alla de la falta de conocimiento o la
distraccion, y puede ser entendido como “la presencia en el alumno de un esquema cog-
nitivo inadecuado” (Socas, 1997, p. 124).

Rico (1992) sostiene que el estudio de los errores en matematicas se remonta a Wei-
ner en 1922, e identifica tres nticleos de interés: el analisis de los errores en la resolucion
de problemas como un método para estudiar el pensamiento matematico en términos del
procesamiento de la informacion, el estudio de los patrones de error como un recurso de
apoyo en la tarea del profesorado, y la ensefianza correctiva mediante métodos de diag-
ndstico y propuestas alternativas de trabajo para los estudiantes.

2.2. Clasificacion de los errores

Entre las clasificaciones mas habitualmente utilizadas se encuentra la de Radatz (1979),
quien establece cinco categorias, basandose en las teorias sobre el procesamiento de la
informacion, siendo una de ellas la que atribuye el error a un aprendizaje deficiente de re-
quisitos, habilidades, hechos o conceptos previos. A pesar de la gran importancia de esta
clasificacion, se ha sefialado (Gonzalez-Garcia et al., 2018; Rodriguez-Muiiiz y Candas,
2017) que confiere mucho peso a los errores por aprendizaje deficiente previo, lo que
puede llegar a distorsionar el estudio del tema en cuestion. Que la mayoria de los errores
se agrupen en esta categoria del modelo de Radatz o bien pone la lupa sobre la propia cla-
sificacion utilizada o bien revela una situacion que conlleva cuestionar seriamente tanto
el contenido como la estructura del curriculo impartido (Gonzalez-Garcia et al., 2018).
La clasificacion propuesta por Movshovitz-Hadar et al. (1987) distingue seis
categorias:
e Categoria 1: Datos mal utilizados. Discrepancia entre los datos proporcionados y
la utilizacion que el alumnado hace de ellos.
e Categoria 2: Lenguaje malinterpretado. Traduccion incorrecta de hechos matema-
ticos al cambiar de lenguaje.
e Categoria 3: Inferencias invalidas. Estan vinculados a un uso incorrecto del razo-
namiento logico.
e Categoria 4: Teoremas o definiciones deformados o aplicados incorrectamente.
e Categoria 5: Soluciéon no verificada, incluso cuando los pasos seguidos sean
correctos.
* Categoria 6: Errores técnicos: de calculo, al seleccionar datos de una tabla, de ma-
nipulacion algebraica, errores cometidos al ejecutar algoritmos conocidos, etc.

2.3. Estudios previos

Debido a la intima relacion entre ambos contenidos del curriculo, se mencionan breve-
mente en primer lugar algunos trabajos en el &mbito de las ecuaciones de primer grado y,
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posteriormente, se hace un repaso por la literatura dedicada a los sistemas de ecuaciones.
Esta Gltima estd menos presente en revistas cientificas asi que, por su relevancia para la
presente investigacion, también incluiremos trabajos académicos no publicados y con-
gresos nacionales e internacionales.

Aunque no se pretenda realizar un catalogo exhaustivo, es ineludible citar la obra de
Kieran (1989, 1996) por la identificacion de los d&mbitos de potencial dificultad del al-
gebra, en general, y de las ecuaciones, en particular. En Kieran (2006) encontramos una
detallada revision del estado del arte, hasta aquel momento. En Egodawatte (2011) se
propone una clasificacion de los errores en cuatro categorias conceptuales: los relativos a
la comprension de las variables, en el manejo de las expresiones algebraicas, a la hora de
resolver ecuaciones, y en la resolucion de problemas verbales. También en Castro (2012)
se realiza un compendio de las dificultades del alumnado de Secundaria con el 4lgebra,
identificando los problemas derivados de la transicion de la aritmética al algebra y del
algebra como lenguaje. Gran parte de la literatura clésica sefiala que una de las principa-
les dificultades radica en los cambios de representacion y, especificamente, en la traduc-
cion del lenguaje verbal al algebraico (Wagner y Parker, 1999).

Por las repercusiones para esta investigacion, mencionaremos mas detenidamente
dos trabajos recientes. Molina et al. (2017) analizan dos grupos de estudiantes de se-
gundo y cuarto curso de Secundaria, observando los errores que mas persisten mediante
un instrumento de domin¢ algebraico, fuera del contexto de la resolucion de problemas.
Clasifican los errores en tres categorias: la relacionada con la completitud de la expre-
sion (expresiones incompletas o con informacion redundante), la procedente de la arit-
mética (confusiones entre division y producto, potencia y producto, suma y producto y
division y potencia), y la procedente de las caracteristicas simbolicas del algebra (erro-
res de generalizacion, de particularizacion, de uso de las letras y de complicacion estruc-
tural). Concretamente, Molina et al. (2017) sefalan las dificultades en la traduccion del
lenguaje verbal al algebraico y los problemas derivados de la imprecision en la defini-
cion de la variable.

Pérez et al. (2019) analizan los errores en la resolucion de ecuaciones lineales con
una incégnita en un estudio con una muestra de alumnado de Secundaria. El estudio re-
fleja que los errores cometidos estan relacionados con operaciones aritméticas y errores
algebraicos propios de las ecuaciones. Ademas, Pérez et al. (2019) subrayan la importan-
cia de no restringir el estudio de errores a su clasificacion, sino ahondar en la deteccion
de su origen o causa para poder proporcionar estrategias de intervencion al profesorado.

Entre los estudios mas significativos que han analizado los errores cometidos por el
alumnado de Secundaria en los sistemas de ecuaciones lineales cabe citar los trabajos
de Filloy et al. (2003, 2010). Estos autores, que habian identificado un “corte didactico”
entre la aritmética y el dlgebra cuando la variable x estd a ambos lados de la desigualdad
y deja de ser facilmente identificable con un numero, identifican en el caso de sistemas
de ecuaciones un segundo “corte”, surgido cuando se opera con una variable en términos
de otra, como sucede en los métodos de igualacion y sustitucion.

Panizza et al. (1999) entrevistaron a seis estudiantes respecto al manejo de sistemas
de ecuaciones. Determinaron que los estudiantes estaban muy influidos por la idea de so-
lucioén unica, lo que les impedia apreciar el sistema de ecuaciones como posible defini-
dor de un conjunto infinito de soluciones.
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En la investigacion sobre los errores en sistemas de ecuaciones lineales hay una gran
influencia de la teoria de registros de representacion semidtica (Duval, 1999). El trabajo
de Segura (2004) al analizar los errores que cometen estudiantes argentinos al resolver
sistemas de ecuaciones lineales, indica que muchos surgen al cambiar de registro, entre
el verbal y el algebraico, y también al pasar a la representacion grafica. También Oktag
y Trigueros (2010) sefialan las dificultades para identificar graficamente el concepto de
solucién de un sistema.

Ramirez et al. (2005) recomiendan discutir sistemas con infinitas soluciones, tanto
grafica como algebraicamente, mientras que Arellano y Okta¢ (2009) subrayan la im-
portancia de trabajar el cambio de representacion no sé6lo de lo algebraico a lo gréfico,
sino también de lo grafico a lo algebraico. Bozzalla y Garcia (2014), estudiando alum-
nado argentino de ensefianza media, insisten en esta falta de conexion entre las ideas
de recta y su representacion grafica y la idea algebraica de sistema de ecuaciones li-
neales. La necesidad de trabajar con diferentes registros la subrayan también Campos
y Parraguez (2019) tras analizar los errores cometidos por una muestra de estudiantes
chilenos de Secundaria. También se encuentran propuestas de secuencias didacticas
basadas en el uso de software de geometria dindmica para reforzar la conexion entre
representaciones (Pérez y Vargas, 2019). Este tipo de estudios vinculando los soft-
wares de representacion grafica y las expresiones algebraicas ya se iniciaron tiempo
atras (v.g., Engler et al., 2001).

Hariati y Septiadi (2019) estudiaron a seis estudiantes con respecto a su manejo de
sistemas de ecuaciones lineales con tres incognitas, y clasificaron los errores en varias
categorias: comprension del problema, transformacion algebraica, procesado o manipu-
lacién, y escritura de la solucion, observando diferencias segin el nivel cognitivo del
alumnado. Rodriguez Jara et al. (2019) realizan una construccién del conjunto de so-
luciones de un sistema lineal bajo el marco teérico APOE, sefialando dificultades para
conectar la geometria y el algebra. Por su parte, Widada et al. (2020) proponen una apro-
ximacion en la etnomatematica para reducir los obstaculos al construir el sistema.

Aunque es mas abundante la literatura sobre sistemas de ecuaciones lineales en el
nivel universitario, no se ha considerado aqui porque a ese nivel se manejan los sistemas
de ecuaciones desde el calculo matricial lo que afiade un elemento adicional de comple-
jidad que no concurre en la etapa aqui analizada.

3. METODO
3.1 Poblacion y muestra

La poblacion la constituye el conjunto de estudiantes de segundo de Educacion Secun-
daria Obligatoria (ESO). La muestra consta de 20 alumnos de ese nivel educativo en un
centro urbano de la ciudad de Oviedo (Espaia), seleccionada mediante un muestreo por
conveniencia, al ser el grupo al que se tuvo acceso.

Académicamente, el alumnado participante no tenia buenos resultados, la mayo-
ria habia suspendido matematicas en la primera evaluacion y dos personas repetian
curso. Aunque era un grupo inquieto que se distraia con facilidad, se mostro receptivo y
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colaborador con la actividad. El método empleado era el de instruccion directa, con una
aproximacion deductiva, partiendo de definiciones, procedimientos y, posteriormente,
ejercitando la practica de resolucion.

3.2. Instrumento

El instrumento fue disefiado por el equipo investigador, tras lo cual su contenido fue va-
lidado con la docente del grupo donde se iba a aplicar. Se trata de un cuadernillo que
consta de seis problemas (Anexo I). Para su disefio se tuvieron en cuenta distintos re-
ferentes y criterios que describimos a continuacion. En primer lugar, tras un analisis de
todos los contenidos de la unidad didactica se decidio centrarse en el método de reduc-
cion para resolver los sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas (también denomi-
nado suma-resta), asi como en el método grafico, por su capacidad de conexion con otros
ambitos de las matematicas y porque, tras las observaciones iniciales realizadas en el
aula, parecian ser los métodos en los que el alumnado presentaba mas dificultades. Ade-
mas, la literatura analizada también sefialaba mayores dificultades en los cambios de re-
presentacion y en las conexiones, por lo que el instrumento asi definido nos permitio
indagar precisamente sobre estos aspectos.

Para elaborar los problemas se consideraron los niveles de demanda cognitiva defini-
dos por Krathwohl (cit. por Blanco et al., 2015). Los problemas incluidos son de rango
cognitivo medio y alto seglin la clasificacion de Krathwohl: los de rango cognitivo medio
requieren establecer relaciones entre los conceptos y los datos, y los de rango cognitivo
alto requieren el uso integrado de distintos conceptos interrelacionados. Se redujo al mi-
nimo imprescindible el nimero de tareas que fueran exclusivamente de bajo rango cog-
nitivo, ya que se consideraban suficientemente cubiertas con el trabajo realizado en el
aula. Estos niveles son practicamente coincidentes con los denominados “emplear” e
“interpretar” del marco de las pruebas PISA (Organizacion para la Cooperacion y el De-
sarrollo Econémicos [OCDE], 2017).

Por otro lado, siguiendo los referentes para la elaboracion de problemas de Blanco
et al. (2015) se han buscado diferentes formas de presentacion: fotografias, tablas, grafi-
cos y texto escrito, de manera que se requiera utilizar diferentes representaciones y cam-
biar de unas a otras.

El primer problema estd basado en los problemas de balanzas mencionados en Blanco
et al. (2015) para plantear una situacion realista y que suponga un reto para el alumnado.
Para minimizar el abandono, se pauto la resolucion en cuatro apartados: primero identi-
ficar las variables, luego las ecuaciones, después construir el sistema y, por ultimo, com-
probar si unos valores dados podian ser soluciones del sistema. El segundo problema
esta encaminado a la busqueda de patrones como proceso previo para la generalizacion
(National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; Schoenfeld, 1992) para
comprender el mecanismo de resolucion por reduccion, en el que se insiste en el tercer
item. El cuarto es un problema de identificacion del sistema con la solucion grafica pro-
porcionada, de este modo, se trabajan los cambios de representacion del lenguaje grafico
al algebraico, pasando por el tabular, y pidiendo al alumnado una argumentacion, para
fomentar el proceso de comunicacion (NCTM, 2000). En el problema quinto, se trabaja
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el cambio inverso: del lenguaje algebraico al grafico. En el sexto problema se debe rea-
lizar un cambio de representacion del lenguaje algebraico al verbal.

3.3. Recogida y analisis de datos

Se aplico el instrumento a los 20 estudiantes durante la tltima sesion de la unidad di-
dactica referida a los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, que ocupd
un total de 19 horas. La docente del grupo habia utilizado una metodologia mayorita-
riamente deductiva y expositiva, siguiendo un esquema tradicional de presentacion de
las nociones matematicas que intervienen, introduccion de ejemplos y planteamiento de
ejercicios y problemas.

De manera exploratoria, es decir, sin hipotesis previamente establecidas respecto a
los posibles resultados, se analizaron los errores en las producciones del alumnado con
el objetivo de categorizarlos segun la clasificacion de Movshovitz-Hadar et al. (1987).
Se seleccioné esta clasificacion por tratarse, junto con Radatz (1979), de una de las
clasificaciones generalistas mas citadas. La clasificacion de Radatz (1979) se descart6
dado que en estudios previos (Gonzalez-Garcia et al., 2018) se observo que la catego-
ria de errores debidos a un dominio deficiente de requisitos, habilidades, hechos o con-
ceptos puede adquirir un peso muy grande, ya que muchos errores se pueden relacionar
con un aprendizaje deficiente de conceptos previos. Si esto ocurre, se tiene poca infor-
macion sobre las dificultades de la tarea en consideracion, lo que dificulta una mejora en
la practica docente que permita mitigar esas dificultades. En la discusion se comparan
los resultados obtenidos con otras clasificaciones de errores que, sin ajustarse al estu-
dio realizado, son mas especificas del campo del algebra. Una vez realizada la catego-
rizacion (objetivo principal del estudio), se indag6 sobre las posibles causas, siguiendo
a Socas (1997).

4. RESULTADOS

Tras el andlisis de las respuestas del alumnado, se realiza un primer filtrado de resulta-
dos, observando en qué problemas se concentran mas errores (Tabla 1). Se considera par-
cialmente correcto aquel problema en el que el estudiante llega a una solucion valida,
aunque por un método diferente al que se le pedia (ya que el método era uno de los ob-
jetos del andlisis). Como se observa en la Tabla 1, casi todos los problemas, salvo el se-
gundo, acumulan un importante nimero de errores, o directamente no fueron realizados.
Conviene destacar el elevado numero de producciones parcialmente correctas encontra-
das en el problema 1, fruto de haber resuelto el sistema de ecuaciones para encontrar la
solucion, sin comprobar su validez (Figura 1).
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Tabla 1. Numero de respuestas correctas, parcialmente correctas,
incorrectas o en blanco en cada problema

Problema
1 2 3 4 5 6
Correcto 4 15 2 3 8 9
Peorrecta | 0 0 ’ ° °
Incorrecto 9 5 16 15 12 5
En blanco 0 0 2 2 0 6

Utilizando solo las producciones incorrectas, la Tabla 2 resume la clasificacion de
los errores segun el esquema de Movshovitz-Hadar et al. (1987). Téngase en cuenta que
hay soluciones incorrectas que acumulan mas de un tipo de error, de ahi que los totales
de la Tabla 2 no siempre coincidan con el nimero de ejercicios incorrectos de la Tabla 1.

s Sinresobver, selecciona cudl de las siguientes opciones es la solucién del sistema.
{a) z=3Kyg, yv=gKyg
—3 b z=3Ks, v=§iKyg

x:J+I~1 -—r’*i-z?:a‘ﬂ-—‘--h*"lt,‘—'i

-

2&%27:"'"31-—? _2&:-!;]'_5'!——!1;,_-‘1:

E Pl
— ¥~ 3(3):5 —3 K-%;Jax:%+$%*"‘"’?\

e MR Ay

Figura 1. Ejemplo de produccion del alumnado en el problema 1 con una resolucion
parcialmente correcta

Como se aprecia en la Tabla 2, los errores se concentran en tres de las categorias,
siendo los mas frecuentes los de lenguaje malinterpretado (que superan el 50 %), se-
guidos de errores técnicos (un tercio del total) y, finalmente, de teoremas o definiciones
deformados.
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Tabla 2. Numero de errores encontrados en cada categoria,

porcentaje de errores por problemas y total

Problema
1 2 3 4 5 6 Total
Datos mal - - - - - - 0
utilizados 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Lenguaje 6 - - 15 9 5 35
malinterpretado | 66.7 % 0% 0% 100 % 75 % 100 % | 53.03 %
Inferencias no - - - - - - 0
validas 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Teoremas o
definiciones ) ) ) ) ) ) 9
0% 0% 45 % 0% 0% 0% 13.64 %
deformados
Solucion no - - - - - - 0
verificada 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Errores técnicos 3 > 1 . 3 - 22
33.3% | 100 % 55% 0% 25% 0% 3333 %
Total 9 5 20 15 12 5 66

A continuacion, se analizan ejemplos de producciones para cada problema.

4.3.1. Problema 1

Dos terceras partes de los errores en este problema se debieron al lenguaje malinterpre-
tado, siendo el otro tercio de tipo técnico. La Figura 2 muestra un caso de mala interpre-
tacion de lenguaje, al hacer una traduccidn incorrecta del lenguaje pictorico al lenguaje

algebraico.

_E%rﬁhl

» Fijindote en L primera balanza, construye una ecuacidn Bneal con las dos in-
cognitas seleccionadas anteriormente. Ten en cuenta que la balanza estd egqui-
Frada, por lo que lo que hay a un lado pesa lo mismo que ko que hay al otro

lada,

Gy dagan 2y raied
2

» Fijdndote en la segunda balanza, construye una ecuacidn Bneal con las dos in-
cognitas seleccionadas anteriormente. Ten en cuenta que la balanza estd equi-
Ebrada, por lo que 1o que hay a un lado pesa lo mismo que ko que hay al otro

Mgyt s

Lacka,

Figura 2. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 1 con un error de lenguaje
mal interpretado
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4.3.2. Problema 2

Este problema fue resuelto de manera correcta por la mayoria del alumnado, encontran-
dose solo cinco errores de tipo técnico. La Figura 3 muestra un ejemplo de error de este
tipo. El estudiante no aplica correctamente el principio de equivalencia, pues al multipli-
car por —2 la primera ecuacion del sistema multiplica mal el segundo término, que pasa
de —4 a 4. También conviene sefalar que el segundo item pretendia que el alumnado bus-
cara un patron en la determinacion de los coeficientes de la reduccidn, ligandolos al mi-
nimo comun multiplo, sin embargo, nadie lo vinculo, y para realizar la reduccion, los
coeficientes de ambas ecuaciones se multiplican de modo cruzado, sin tener en cuenta si
seria posible hacerlo con cantidades menores.

2. Resuebve el siguiente sistema utilizando el meétpdo de reduccion completando previa-

| =G Yy =
mente la tabla. { W AR AT, i
: | Gr+by =30 ~= fruby = 20 {
b ® Ly Ex nl—— M
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Figura 3. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 2 con un error técnico

4.3.3. Problema 3

Fue el problema que mas errores generd. Algo mas de la mitad de los errores se clasifi-
can como técnicos, ya que suelen darse por omisiones de signos en la identificacion de
los coeficientes. Posiblemente, que las variables aparecieran siempre en el mismo orden
en los sistemas contribuy6 a que no hubiera errores de identificacion. El resto de los
errores pertenecen a la categoria de teoremas o definiciones deformados. Estos ultimos
aparecen ligados a una deformacion tanto de la definicion de coeficiente (que se com-
plica cuando es literal y no numérico) como del procedimiento de reduccion. En la Fi-
gura 4, en el tercer sistema del problema 3, al ser los coeficientes b y —1, se comete un
error tanto en la identificacion del coeficiente (error técnico, ya que se omite el signo)
como en la determinacion del valor (“Ninguno™) por el que es preciso multiplicar la pri-
mera ecuacion (error de teoremas o definiciones deformados). Esta asignacion de “Nin-
guno” como error asumimos que es discutible, ya que podria entenderse como que hay
que dejar la ecuacidn sin operar (multiplicar por 1) en cuyo caso no seria un error. No
obstante, entendemos que, en el contexto de la tarea y en el nivel escolar que se trabaja,
habria sido mas apropiado usar 1 como coeficiente, ya que “ninguno” en matematicas
puede significar 0.
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De manera general, aunque no es un error, se observo que la mayoria del alumnado
intenta ajustar el sistema a partir de los coeficientes de la variable x, no considerando
los dey.

] dEETy==1 _ [ de=1ly= =17 ar+by=5 _ [ 2r+by=0 ar + |
ot Sl ] i r4by=0 [ a

Sishema Incden

Figura 4. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 3 con un error técnico y otro
de la categoria de teoremas o definiciones deformados

4.3.4. Problema 4

Todos los errores cometidos se debieron a una mala interpretacion del lenguaje. Parte del
alumnado no pasé correctamente de la representacion grafica a la algebraica, debido a
que no pudo identificar los puntos. Otra parte no supo identificar el punto de corte entre
las dos rectas como la solucion del sistema. Un ejemplo del primer tipo de error se ilus-
tra en la Figura 5, donde, entre otros errores, se identifican (-1, 2) y (-2, 4) como puntos
de la primera recta, a pesar de que el dato que se proporciona es (-1, 4).
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Figura 5. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 4 con un error de lenguaje
mal interpretado

Epsilon, 2022, n° 110, 7-28, ISSN: 2340-714X 17



Errores del alumnado de Educacion Secundaria al manejar y resolver sistemas...
Muiiz-Rodriguez / Rodriguez-Muiliz / Abella Rodriguez

4.3.5. Problema 5

Se han encontrado errores de dos categorias diferentes: mala interpretacion del lenguaje
y errores técnicos. Los errores que forman parte de la primera categoria se deben fun-
damentalmente a una incorrecta asociacion entre lo representado mediante lenguaje al-
gebraico y la representacion grafica. Los errores técnicos son, mayoritariamente, de
manipulacion de objetos algebraicos, como el ejemplo que se ilustra en la Figura 6,
donde a partir de la ecuacion —2x=0 se deduce que x=2.
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Figura 6. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 5 con un error técnico

4.3.6. Problema 6

Los errores encontrados corresponden a alumnado que no consigui6 pasar del lenguaje
algebraico al cotidiano, es decir, no se propuso un enunciado cuya traduccion al lenguaje
algebraico fuera precisamente el sistema dado. Vemos un ejemplo en la Figura 7, ya que
el enunciado parte de valores numéricos concretos que harian innecesario el sistema.

];;:-+_§!.=_1-l'l'.g‘] [r .j_mu. l conity, ;} 0 lyrmune ih“:a q..--t&t}ftb Jitn L'Iﬂt 4{ mm?q
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| Mz%?wahﬁl&“ | y 14-1: o Ay
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Figura 7. Ejemplo de una produccion del alumnado en el problema 6 con un error de lenguaje
malinterpretado

5. DISCUSION

Los errores se distribuyen en tres de las categorias de la clasificacion de Movshovitz-Ha-
dar et al. (1987). La ausencia de otras categorias se puede explicar por diversos motivos.
La categoria de solucién no verificada agrupa aquellos errores que consisten en realizar un
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procedimiento que puede ser correcto pero que no proporciona una solucion al problema y el
estudiante no se percata por falta de comprobacion de su resultado. A priori, era esperable que
la categoria no tuviese una frecuencia relevante, ya que el alumnado de segundo de Secunda-
ria aun no dispone de suficientes recursos matematicos en el campo algebraico (Gasco-Txa-
barri, 2017), por lo tanto, es mas habitual que no responda o que cometa algun error técnico.
Ademas, el instrumento no estaba enfocado a analizar la capacidad de manejar distintos pro-
cedimientos, lo cual también reduce las posibilidades de aparicion de este tipo de errores.

La ausencia de la categoria de datos mal utilizados podria obedecer a una advertencia
realizada verbalmente, pidiendo que se detuvieran en la lectura comprensiva de los pro-
blemas. Ademas, el disefio del instrumento no incluye datos superfluos, lo cual reduce las
posibilidades de equivocacion en este sentido. También el disefio del instrumento cree-
mos que explica la ausencia de errores en la categoria de inferencias no validas: al separar
cada problema en diferentes items se ha reducido notablemente la posibilidad de secuen-
cias largas de razonamiento logico. Estos aspectos seran retomados en las conclusiones.

Respecto a las causas de los errores observados, siguiendo a Socas (1997), parece
que gran parte de los errores asociados a lenguaje malinterpretado y a teoremas y defini-
ciones deformados tienen su origen en las dificultades asociadas a la complejidad de los
objetos y a los procesos de pensamiento algebraico. La Figura 8 muestra un ejemplo de
un error de lenguaje malinterpretado cuyo origen radica en una dificultad para manejar
la complejidad del plano cartesiano en combinacion con la expresion algebraica de una
recta y con el propio significado de una recta, pues al valor x=4 no le pueden correspon-
der, al tiempo, los valores y=—1 ¢ y=4.

La complejidad de los procesos no siempre se manifiesta de esta forma. En la Figura
7 vemos lo que Molina et al. (2017) denominan “error de particularizacién”, cuyo origen
estd vinculado, ademas de a esa complejidad, a los procesos de transicion de lo aritmé-
tico a lo algebraico, entendido en este caso como lenguaje de generalizacion.
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Figura 8. Ejemplo de error cuyo origen esta relacionado con las dificultades asociadas a la
complejidad de los objetos y a los procesos de pensamiento matematico

En cuanto a los errores técnicos, coincidimos con Pérez et al. (2019) en conside-
rar sus causas mayoritariamente en el ambito afectivo-emocional, segun Socas (2007).
El alumnado focaliza su atencion en el algoritmo de resolucion, descuidando operacio-
nes algebraicas y aritméticas sencillas, que en otros casos demuestra que sabe hacer
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correctamente; por lo tanto, desvia la atencion. La Figura 9 muestra un ejemplo de coémo
el alumno o la alumna realiza correctamente todo el algoritmo hasta el paso final, en el
cual descuida el signo.
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Figura 9. Ejemplo de error asociado al terreno afectivo-emocional

Mas de la mitad (53 %) de los errores detectados se deben a errores de malinterpre-
tacion del lenguaje. Este tipo de errores son muy frecuentes en la literatura relativa tanto
a ecuaciones de primer grado como a sistemas de ecuaciones (Castro, 2012; Segura,
2004). En este instrumento, ademas del manejo del lenguaje propiamente algebraico se
manejan cambios del lenguaje pictorico al algebraico (en el caso del problema 1), del
lenguaje grafico y tabular al algebraico (problema 4), del algebraico al grafico (problema
5) y del algebraico al verbal (problema 6). Se aprecia que el cambio del registro grafico
al algebraico acumula muchos de estos errores, lo cual es consistente con investigacio-
nes previas: Bozzalla y Garcia (2014) ya sefialaban esa dificultad para identificar grafi-
camente la solucion, como ocurre en el problema 4, que también requeria el paso de la
grafica al lenguaje algebraico, algo sefialado por Arellano y Oktag (2009) como un obs-
taculo importante, poco ejercitado en Secundaria.

Son también abundantes los errores técnicos entre los cuales, segun la clasificacion
de Movshovitz-Hadar et al. (1987), se incluyen los de manipulacion algebraica. La Fi-
gura 10 recoge algunos de estos errores, detectados en la literatura previa, no sélo de sis-
temas de ecuaciones, sino de ecuaciones de primer grado en general (Molina et al., 2017;
Pérez et al., 2019); son las llamadas “reglas del pasa”: “lo que esta sumando, pasa res-
tando”. El problema 3 es el que mas errores de este tipo acumula, debidos mayoritaria-
mente a la erronea identificacion de coeficientes (especialmente, omitiendo signos).
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Figura 10. Ejemplos de producciones de alumnado con errores técnicos en la manipulacion
algebraica

Una de las principales aportaciones de esta investigacion es el concepto de solu-
cion. Uno de los items del problema 1 consistia en comprobar si un par de valores eran
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solucion del sistema sin aplicar un método de resolucion. Las respuestas a este item nos
llevan a subrayar la necesidad de analizar detenidamente el concepto de solucioén de un
sistema de ecuaciones y su significado algebraico. Ademas, en el problema 4 observa-
mos esta misma dificultad, pero en relacion con el significado grafico del concepto de so-
lucion (Rodriguez Jara et al., 2019).

Otra aportacion novedosa es la identificacion de la desconexion del procedimiento de
resolucion mediante reduccion con la aritmética de enteros, en concreto con la factori-
zacion y el minimo comiin multiplo (problema 2). Consideramos relevante reforzar esta
conexion, pues advertirla reduce las cantidades involucradas en el proceso de resolucion.
No entendemos que se trate de una dificultad de origen aritmético, porque estas hacen re-
ferencia a la transicion entre la aritmética y el algebra como lenguaje de generalizacion
de casos particulares. Mas bien se trata de una falta de conexion entre bloques de conte-
nido matematico que, a menudo, se estudian como compartimentos estancos, impidiendo
que el alumnado advierta la relacion entre un objeto aritmético y una posible aplicacion
en un método de resolucion algebraico.

6. CONCLUSIONES

El trabajo realiza una descripcioén y una clasificacion de los errores cometidos por un
grupo de 20 estudiantes de segundo curso de Secundaria en Espaiia cuando resuelven
problemas vinculados a sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. El uso
de la clasificacion de Movshovitz-Hadar et al. (1987) permite reducir el peso de los erro-
res debidos a aprendizajes previos insuficientes que resultan de la clasificacion de Radatz
(1979). Los resultados son consistentes con la literatura especifica de ecuaciones lineales
puesto que se describen errores ya advertidos en trabajos previos relacionados con el de-
ficiente paso de unos registros de representacion a otros (concretamente, algebraica, gra-
fica, tabular y verbal), dificultades para el manejo de ecuaciones y un uso incorrecto de
la sintaxis algebraica. Ademas, el trabajo identifica dificultades propias de los sistemas
de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, en concreto, los problemas para identificar
tanto algebraica como graficamente el concepto de solucion del sistema, la falta de cone-
xi6n con el campo aritmético para aplicar el método de reduccion, y una tendencia mar-
cada a mecanizar el procedimiento, intentando ajustar el coeficiente de x.

Estos resultados llevan necesariamente a decisiones sobre la accion de aula. Una
aproximacion predominantemente algebraica dificultara la conexion entre distintos re-
gistros. Por lo tanto, es necesario reforzar los cambios de representacion. Contando con
software de geometria dindmica y hojas de calculo, resulta facil fomentar los cambios
entre la representacion algebraica, la tabular y la grafica. GeoGebra se ha demostrado util
y didacticamente idoneo para mejorar el rendimiento académico del alumnado (Hohen-
warter y Jones, 2007; Lasa, 2016; Pérez y Vargas, 2019; Soots y Shafer, 2018; Zengin y
Tatar, 2017). Situaciones como la modelizacion de problemas de balanza, pueden abor-
darse manipulativamente (fisica y virtualmente), mediante ejemplos con ecuaciones de
primer grado facilmente exportables a sistemas de ecuaciones (Garcia et al., 2016; Ro-
jano, 2010).
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Consideramos fundamental el entrenamiento del alumnado en el paso del lenguaje
algebraico al verbal, especificamente en ese sentido, buscando una situacion verbal que
se acomode a un objeto algebraico dado. Si bien el cambio del lenguaje verbal al alge-
braico suele ser abordado al comienzo de la instruccion en algebra, a menudo se reduce
a la aplicacion de reglas simplificadas de traduccién que automatizan los procesos con
grandes riesgos de error (Proulx et al., 2009), y se olvida que el razonamiento informal
se ha probado eficiente al modelar sistemas de ecuaciones (Van Reeuwijk, 2001). La me-
canizacion de la traduccion algebraica de lo verbal facilita una comprension limitada del
cambio de representacion y provoca que la traduccion en el sentido contrario (del alge-
braico al verbal) se vea limitada. El cambio de representacion de lo algebraico a lo ver-
bal permite dar sentido al algebra (Koedinger et al., 2008; Pecharroman Gomez et al.,
2019) y fomenta la creacion de problemas que tengan significado y se alejen de patrones
muy presentes en libros de texto, que se limitan a representar operaciones, pero sin dar-
les sentido (Canadas et al., 2018).

Algunas limitaciones de este trabajo derivan de la muestra (no aleatoria y con un ta-
mafio limitado). Aunque no haya intencion de generalizar los resultados, esta limitacion
afecto al estudio de validacion del instrumento, que solo pudo realizarse mediante vali-
dacion de contenido por parte del equipo investigador y la profesora titular. La principal
limitacion se deriva del disefo del instrumento que, como se sefial6 en la clasificacion
de errores, impide dar representatividad a los errores que no se han detectado, y aumenta
el peso interpretativo de los investigadores. El trabajo futuro pasa por disefiar, sobre esta
base, un instrumento que permita observar otros tipos de errores dentro de la clasifica-
cion de Movshovitz-Hadar et al. (1987).
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9. ANEXO I. INSTRUMENTO

1. Calcula el peso de un brik de leche (figura azul grande) y de un tarro de salsa de to-

mate (figura roja pequena).

-
:

e Identifica las incognitas:

x=pesoen Kgde.............
y=pesoen Kgde.............

* Fijandote en la primera balanza, construye una ecuacion lineal con las dos incog-
nitas seleccionadas anteriormente. Ten en cuenta que la balanza estd equilibrada,
asi que lo que hay a un lado pesa lo mismo que lo que hay al otro lado.

* Fijandote en la segunda balanza, construye una ecuacion lineal con las dos incog-
nitas seleccionadas anteriormente. Ten en cuenta que la balanza estd equilibrada,
asi que lo que hay a un lado pesa lo mismo que lo que hay al otro lado.

e Construye un sistema con las dos ecuaciones anteriores. Realiza, ademads, las
transformaciones necesarias para dejarlo en la forma

{ax+by=c
ax+by=c

donde a, b, ¢, a’, b’y ¢’ sean numeros.

¢ Sin resolver, selecciona cual de las siguientes opciones es la solucion del sistema.

7 1 7 2
@x=-Kg, y=;Kg (b)x=3Kg, y=3Kg
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2. Resuelve el siguiente sistema utilizando el método de reduccion completando previa-
mente la tabla.

{ 3x—4y=1
6x + 6y = 30
Coef. de la Coef. de la N° por el que vas N° por el que vas
Incégnita | incognita incégnita a multiplicar la a multiplicar la
1* ecuacién 2" ecuacion 1* ecuacion 2" ecuacion
X 3 6

(Como afectaria a la resolucion del sistema que el coeficiente de x en la primera ecua-
cion fuera 8 en vez de 37, ;y si fuera 97, ;y si fuera 12?7 ;Detectas algun patron?

3. Completa la tabla con los siguientes sistemas de ecuaciones SIN RESOLVERLOS.

3r+Ty= -1 2) 4 — 11y = —17
Sr — 13y =29 Tr—9y =5
3) ar +by =5 4) 20+ by =0 5) ar +by =3
r—1y=9 der—4y =9 Y dr + fy =8
Coef.dela | Coefdela | N°por el que vas | N° por el que vas
Sistema | Incégnita | incognita incognita a multiplicar la a multiplicar la
1? ecuacién | 2" ecuacion 1" ecuacion 2% ecuacion
1) X
2) X
3) y
4) X
5) y
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4. A partir de la siguiente grafica, completa las tablas con los puntos de las rectas r1 y r2.

Determina a qué sistema de ecuaciones corresponde la grafica (ninguno de los siste-
mas es equivalente a otro).

r2=-x—y=-3

rl = y = ;r:;]
(b) { r2=y=2xc+3

(@) { rl=dr+y=0

Indica qué has hecho para responder la pregunta anterior..........

5. Resuelve por el método de reduccion el siguiente sistema de ecuaciones y represén-
talo graficamente:

{ x+y=5
—3x—y=-5

6. Disefia un enunciado para el siguiente sistema de ecuaciones:

{x+3y=140
2x + 2y = 160
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