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Cuadrados magicos aditivos y
multiplicativos de orden 4

Luis Barrios Calmaestra
LE.S. José de Mora. Baza. Granada

Resumen: En este articulo se describen procedimientos para la construccion de cua-
drados magicos aditivos de orden cuatro y, a partir de ellos, se explica la forma de cons-
truir cuadrados magicos multiplicativos de orden cuatro con todas las propiedades de
los cuadrados aditivos. También se describe la construccion de cuadrados magicos adi-
tivos y multiplicativos utilizando cuadrados latinos.

Palabras clave: cuadrado magico aditivo, cuadrado magico multiplicativo, cuadrado
latino, divisores de un numero.

Additive and multiplicative
magic squares of order 4

Abstract: This article describes procedures for the construction of additive magic
squares of order four and, from them, it is explained how to construct multiplicative
magic squares of order four with all the properties of additive squares. It is also de-
scribed the construction of additive and multiplicative magic squares using latin squares.
Keywords: additive magic square, multiplicative magic square, latin square, divisors
of a number.

1. INTRODUCCION

En el articulo de Barrios (2021) se ha descrito la forma de construir infinitos cuadrados
magicos multiplicativos de orden 3, 4 y 5 utilizando todos los divisores de numeros de
la forma N=p-q", siendo p y q nimeros primos. Los cuadrados de orden cuatro se cons-
truyeron formando un cuadrado de 4x4 con parejas de nimeros (m,n), tomando ambas
coordenadas los valores 0, 1, 2 y 3, de forma que, en cada fila, en cada columna y, en las
dos diagonales, no se repitiera ni la primera ni la segunda coordenada. Ambas coordena-
das se utilizaron para los exponentes de los nimeros primos p y q.
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En este articulo se describen, en primer lugar, procedimientos para la construccion de
cuadrados magicos aditivos de orden 4, intercambiando los nimeros de filas, columnas
o diagonales, o también sumando cuadrados latinos. Los cuadrados magicos de orden 4
mas conocidos se pueden obtener por algunos de estos métodos.

En segundo lugar, se describen procedimientos para la construccion de cuadrados
magicos multiplicativos de orden 4 utilizando todos los divisores de los nimeros que tie-
nen 16 divisores. Ademas de los niimeros cuya factorizacion es de la forma p3-q?, con
Py q numeros primos, existen mas numeros con 16 divisores. A partir de los cuadrados
magicos aditivos, se pueden obtener cuadrados magicos multiplicativos con las mismas
caracteristicas.

Por ultimo, se explica la obtenciéon de cuadrados magicos multiplicativos de orden 4
utilizando cuadrados latinos.

2. CUADRADOS MAGICOS ADITIVOS

Partiendo del cuadrado con los dieciséis primeros nimeros naturales ordenados por filas,
se pueden construir distintos cuadrados magicos aditivos, de orden 4 y de constante ma-
gica 34, intercambiando las posiciones de algunos niimeros (S. D).

Por ejemplo, invirtiendo los ntimeros de las dos diagonales:

L2 3 4 623 13
5 16 | 7 | 8 EREREES
9 |10 11| 12 EREAEEE
13 14 | 15 | 16 EREEa e

El cuadrado magico de Albert Durero se obtiene, a partir del anterior, intercambiando
las dos columnas centrales (Barrios, 2020a):

632 s
s o s |
N KN AN
RN NN

Ademas de las propiedades que debe tener un cuadrado para considerarse magico,
también suman 34, distintos grupos de cuatro ntimeros, entre ellos:

* Los numeros situados en los cuatro cuadrados centrales.

e Los numeros situados en las cuatro esquinas.

e Los nimeros centrales de las primera y tltima filas.

¢ Los numeros centrales de las primera y tltima columnas.
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e Los numeros de los cuatro cuadrados que resultan al dividir por la mitad horizon-
tal y verticalmente.
e Las esquinas de los cuadrados de 3x3 que se pueden formar.

3. SUMA DE CUADRADOS LATINOS

Un cuadrado latino de orden n es un cuadrado de n filas y n columnas en las que se
colocan n nimeros, de forma cada nimero aparece n veces y que en cada fila y en
cada columna aparecen los n nimeros una sola vez. No se exige esta condicion para las
diagonales.

Otro procedimiento para construir cuadrados magicos aditivos de orden 4, con los
dieciséis primeros nimeros naturales, es el siguiente.

Se expresan los niimeros del 1 al 16 como las siguientes sumas:

1=0+1 2=0+2 3=0+3 4=0+4
5=4+1 6=4+2 7=4+3 8=4+4
9=8+1 10=8+2 I11=8+3 12=8+4
13=12+1 14=12+2 15=12+3 16=12+4

En el primer sumando aparecen los numeros 0, 4, 8 y 12. En el segundo, los niime-
ros 1,2,3y4.

Se construyen ahora dos cuadrados de cuatro filas y cuatro columnas con los dos con-
juntos de nimeros, de forma que, en cada fila, en cada columna y en las dos diagonales
principales no se repita ningiin numero. Sumando los nimeros de las casillas que ocupan
la misma posicién en ambos cuadrados se obtienen un cuadrado magico aditivo. Hay que
evitar la repeticion de numeros en el cuadrado final.

El cuadrado méagico conocido como Chautisa Yantra, se obtiene como suma de los
nameros de los cuadrados (Barrios, 2020b):

48 0 12 30004 1 2 IR
0 | 12| 4 | 8 2 1| 4|3 EEEEEER RS
2o | s |4 4l 2 :\16H3H10H5\
8 | 4 | 12| 0 1l 2] 3] 4 EREREEER

Este cuadrado tiene todas las propiedades del cuadrado de Durero y, ademas:

¢ los niimeros situados en todos los cuadrados de 2x2 de filas y columnas consecu-
tivas también suman 34.

e los tres nimeros situados en las diagonales secundarias junto con el numero si-
tuado en la esquina opuesta también suman 34.

Epsilon, 2022, n° 110, 91-103, ISSN: 2340-714X 93



Cuadrados magicos aditivos y multiplicativos de orden 4
Luis Barrios Calmaestra

Un cuadrado magico con la propiedad anterior se dice que es un cuadrado magico
pandiagonal.

También es posible obtener un cuadrado magico repitiendo nimeros en filas o colum-
nas en los dos cuadrados que se suman. Por ejemplo, el cuadrado magico de Alberto Du-
rero se obtiene de la siguiente forma:

20 0 |12 4 3 2 |1 6 3 2| 13
4 8 | 8 | 4 1l 2] 3 4 EEEREs
s a4 4.8 123 42\9H6H7H12\
0o | 12120 4 3 | 2 |1 a4 s a1

4. CUADRADOS MAGICOS MULTIPLICATIVOS

Un cuadrado magico multiplicativo de orden 4, no se puede construir con los dieciséis
primeros nimeros naturales. En el articulo “Barrios, L., 2021 se ha tratado la construc-
cion de cuadrados magicos multiplicativos con todos los divisores de los niimeros de la
forma N=p3q?, que tienen exactamente 16 divisores.

Pero existen mas niimeros con 16 divisores. Al expresar 16, como producto de niime-
ros naturales, de todas las formas posibles, se tiene:

16=161=82=44=422=2-2-22

Entonces, tienen exactamente 16 divisores los nimeros cuya factorizacion es de la
forma:

e N=p'5, siendo p primo. Numero de divisores: 15+1=16.

* N=p’-q, siendo p y q nimeros primos. Numero de divisores: 8-2=16.

e N=p* g’ siendo p y q nimeros primos. Numero de divisores: 4-4=16.

e N=p’q-r, siendo p, q y r nimeros primos. Nimero de divisores: 4:2-2=16.

e N=p-q-rt,siendo p, g, r y t nimeros primos. Numero de divisores: 2-2-2-2=16.

Los procedimientos que se describen a continuacion para la construccion de cuadra-
dos mégicos multiplicativos son vélidos también para nimeros que puedan expresarse
de estas formas con factores no primos, aunque para estos nimeros los cuadrados cons-
truidos solo contienen parte de sus divisores y no todos, como sucede cuando los facto-
res son primos.

Al realizar giros o simetrias en cada uno de los cuadrados se obtiene otro cuadrado
magico con las mismas caracteristicas.
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5. DIVISORES DE N=p!5, CONSTANTE MAGICA: p*

Si p es un niimero primo, el niimero p® tiene 15+1=16 divisores:
div(pIS) = {1’ p, pZ, p3, p4’ pS’ p6’ p7’ pS’ p‘), pIO, pll, p12, p13, p14, p15}

El producto de todos los divisores es p'?°. La constante magica es la raiz cuarta de
este producto p°.

Si se escoge cualquier cuadrado magico aditivo, por ejemplo, el cuadrado Chautisa
Yantra, y se sustituye el nimero de cada casilla por una potencia de p, con dicho nimero
menos una unidad como exponente, se obtiene un cuadrado magico multiplicativo con
las mismas caracteristicas que el cuadrado magico aditivo y con constante magica: p*.

7 12 1 14 p® p" 1 p"
2 13 8 11 p p*? p’ p'
N
16 3 10 5 p" P’ p’ p*
9 6 15 4 pt P’ p* P’

Ejemplo para p=2. Constante magica: 23°.

26 211 1 213

2 212 27 210

215 22 29 24

28 25 214 23

6. DIVISORES DE N=p’-q. CONSTANTE MAGICA: p'*-¢?

Si p y q son dos nimeros primos, el nimero p’q tiene (7+1)-(1+1)=16 divisores:

div(p’q) = {1, p, p% p*, p*, P°, % P’, 4, P9, P°q, P°q, P*q, P°q, P°q, P’q}

El producto de todos los divisores es p>°-q®. La constante magica es la raiz cuarta de
este producto, p'+-q?.

Se pueden distribuir los 16 divisores en un cuadrado, situando los nimeros de la pri-
mera fila y la primera columna y, en las casillas restantes, el producto del primer ele-
mento de la fila por el primer elemento de la columna.
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1 q P Pq
P> | pPqa | P | plq
p* | pla | P | P9
p° | pqa | P’ | Pq

Si se escoge cualquier cuadrado magico aditivo, por ejemplo, el cuadrado Chautisa
Yantra, y se sustituye el nimero de cada casilla por el nimero que ocupa esa casilla en
el cuadrado con los divisores, se obtiene un cuadrado magico multiplicativo con las mis-
mas caracteristicas que el cuadrado magico aditivo y con constante magica: p'#-g>.

7 12 1 14 P’ P’q 1 p°q
2 13 8 11 q p® P’q P’
N
16 3 10 5 p’q p p*q P’
9 6 15 4 p* | pa | P | pq

Ejemplo para p=2 y q=3. Constante magica: 2'4-32=147456.

8 96 1 192

3 64 24 32

384 2 48 4

16 12 128 6

7. DIVISORES DE N=p*-¢’>. CONSTANTE MAGICA: p*q°
Si p y q son dos nlimeros primos, el nimero p3q? tiene (3+1)-(3+1)=16 divisores:
div(p’q®) = {1, p. 4, pq, P, &% PY* P°q, P°F P> ¢ PG, PG, PP, P, PGS
El producto de todos los divisores es p?*-q**. La constante magica es la raiz cuarta de
este producto, p°-q°.
Se pueden distribuir los 16 divisores en un cuadrado, situando los nimeros de la pri-

mera fila y la primera columna y, en las casillas restantes, el producto del primer ele-
mento de la fila por el primer elemento de la columna.
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1 p q pq
p’ P’ | P4 | pPq

¢ | p? | ¢ | pd
e | p’q’ | p’q’ | P’

Si se escoge cualquier cuadrado magico aditivo, por ejemplo, el cuadrado Chautisa
Yantra, y se sustituye el nimero de cada casilla por el nimero que ocupa esa casilla en el
cuadrado con los divisores, se obtiene un cuadrado multiplicativo con las mismas carac-
teristicas que el cuadrado magico aditivo y con constante magica: p°-q°.

7 12 1 14 pq pq’ 1 p’q?
2 13 8 11 p | P | pq | ¢
—

16 3 10 5 P’ q pq? p?
9 6 15 4 q’ P’ | p’d’ | pq

Ejemplo para p=2 y qg=3. Constante magica: 2°-3=46656.

12 54 1 72

2 36 24 27
216 3 18 4
9 8 108 6

8. DIVISORES DE N=p?-q-r. CONSTANTE MAGICA: p®-q*r?
Sip, qy r son tres numeros primos, el numero p*qr tiene (3+1)-(2+1) -(2+1)=16 divisores:
div(p’q’) = {1, p, g, 1, pq, pr, qr, pqr, p*, p°q, P°r, p*qr, p*, p°q, p°r, pqr}
El producto de todos los divisores es p**-q®-18. La constante magica es la raiz cuarta

de este producto, p®-q>-12.
Se pueden distribuir los 16 divisores en un cuadrado, situando los nimeros de la pri-

mera fila y la primera columna y, en las casillas restantes, el producto del primer ele-
mento de la fila por el primer elemento de la columna.
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1 q r qr

p pq | pr | par
p* | p’q | pr | piar
P’ | p’qa | p’r | plar

Si se escoge cualquier cuadrado magico aditivo, por ejemplo, el cuadrado Chautisa
Yantra, y se sustituye el nimero de cada casilla por el nimero que ocupa esa casilla en
el cuadrado con los divisores, se obtiene un cuadrado magico multiplicativo con las mis-
mas caracteristicas que el cuadrado magico aditivo y con constante magica: p®-q?-12.

7 12 1 14 pr | pXqr 1 P’q

2 13 8 11 q P’ pqr | p*r
—

16 3 10 5 piqr r P’q p

9 6 15 4 p? Pq p’r qr

Ejemplo para p=2, =3 y r=5. Constante magica: 2°-32-5?=14400.

10 60 1 24
3 8 30 20

120 5 12 2

4 6 40 15

9. DIVISORES DE N=p-q'r:t. CONSTANTE MAGICA: p*q* 1>t

Sip, g, ry t son cuatro nimeros primos, el nimero pqrt tiene (1+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1)=16
divisores:

div(pqrt) = {1, p, g, 1, t, pq, pr, pt, qr, qt, rt, pqr, pqt, prt, qrt, pqrt}

El producto de todos los divisores es p®-q®-r¥-t%. La constante magica es la raiz cuarta
de este producto, p?-q*-r>-t2.

Se pueden distribuir los 16 divisores en un cuadrado, situando los nimeros de la pri-
mera fila y columna y, en las casillas restantes, el producto del primer elemento de la fila
por el primer elemento de la columna.
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1 r t t

p pr pt prt

q qr qt qrt

pPqd | pqr | pqt | pqrt

Si se escoge cualquier cuadrado magico aditivo, por ejemplo, el cuadrado Chau-
tisa Yantra (Barrios, 2020b), y se sustituye el numero de cada casilla por el nimero que
ocupa esa casilla en el cuadrado con los divisores, se obtiene un cuadrado magico multi-
plicativo con las mismas caracteristicas que el cuadrado magico aditivo y con constante
magica: p>-q>-r>-t.

7 12 1 14 pt qrt 1 pqr
2 13 8 11 r Pq prt qt
—

16 3 10 5 pqrt t qr p
9 6 15 4 q pr pqt t

Ejemplo para p=2, q=3, r=5, t=7. Constante magica: 22-32-52-72= 44100.

14 105 1 30

5 6 70 21

210 7 15 2
3 10 42 35

10. PRODUCTO DE CUADRADOS LATINOS

Un procedimiento descrito para la construccion de cuadrado magicos aditivos ha sido a
partir de dos cuadrados latinos. También este método se puede utilizar para la construc-
cion de cuadrados magicos multiplicativos.

Se construyen ahora dos cuadrados latinos de cuatro filas y cuatro columnas con dos
conjuntos de numeros, de forma que, en cada fila, en cada columna y en las dos diagona-
les principales no se repita ningin nimero. Multiplicando los niumeros de las casillas que
ocupan la misma posicion en ambos cuadrados se obtienen un cuadrado magico multipli-
cativo. Hay que evitar la repeticion de ntimeros en el cuadrado final.

Ejemplo. Si se construye un cuadrado latino con los niimeros 1, 2, 3 y 4 y otro con los
nameros 1, 5, 6 y 7, se obtiene uno de los cuadrados magicos multiplicativos de menor
constante magica que se puede construir, 5040=7! Se pueden construir varios cuadrados
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magicos multiplicativos con estos cuadrados latinos. Los cuadrados magicos obtenidos
con estos nimeros no son pandiagonales.

1| 2] 3| 4 1| s |6 | 7 BEROERES
3041 2 7 06 | 5 | 1 B2 ERER
s 320 s RETERE S
2 1 4 |3 6 | 7 1| s 27| 4] s |

La constante magica mas pequefia para un cuadrado magico multiplicativo pan-
diagonal es 14400=2°-32-52, Este cuadrado magico multiplicativo fue publicado por
Harry A. Sayles (1913). Se obtiene con los divisores de N=p*-q-r, con p=2, q=3 y 1=5,
(120=23-3-5).

1 8 | 2| 4 13 |5 |15 124 10| 60 |
2 | 4 |1 8 155 | 31 30 [20 ] 3| 8 |
s 2 s 1 T s s s 2] 2 120 5 |
8 | 1 | 4 | 2 s 15|13 a0 s | 4|6 |

Igual que éste, todos los cuadrados magicos multiplicativos obtenidos anteriormente
con los numeros que tienen dieciséis divisores se pueden obtener multiplicando los nu-
meros de dos cuadrados latinos.

Ejemplo. Uno de los cuadrados magicos multiplicativos que se pueden obtener con
los divisores de N=p*-g’, con p=2 y q=3, se puede obtener también con los dos cuadra-
dos latinos siguientes. En este caso se repiten nimeros en las diagonales de los cuadra-
dos latinos.

4 | 21| 8 3 02701 ] 9 2 s 1|
2 4 8 |1 1| 9| 3 |27 2 |36 | 24 27|
s | 1| 2 4| a1 ] 26 3 |18 4|
1|8 | 4| 2 9 | 1 27 3 9 | 8 |08 6 |

11. PROPUESTA DE UTILIZACION EN EL AULA

La utilizacion de actividades de Matematicas Recreativas en nuestras clases nos permite
captar la atencion de nuestro alumnado, utilizar estrategias de resolucion de problemas
y hacer pensar y reflexionar sobre los procedimientos de resolucion utilizados y los re-
sultados obtenidos.

100 Epsilon, 2022, n° 110, 91-103, ISSN: 2340-714X



Cuadrados magicos aditivos y multiplicativos de orden 4
Luis Barrios Calmaestra

Si ademas estas actividades tienen relacion con los contenidos académicos que este-
mos trabajando en ese momento, nos ayudaran a reforzarlos y a que el alumnado vea uti-
lidad y se sienta mas interesado por lo que esta estudiando.

Los cuadrados magicos, tanto aditivos como multiplicativos, despiertan esta curiosi-
dad en el alumnado. Las coincidencias en las sumas o en los productos de filas, columnas
y diagonales que tiene un pequefio conjunto de niimeros dispuestos en filas y columnas
le dan esa imagen de magicos que indica su nombre.

Los cursos apropiados para realizar esta actividad pueden ser segundo y tercero de
E.S.O. Los contenidos del curriculo relacionados son divisibilidad, potencias, raices,
giros, simetrias y valor numérico de una expresion algebraica.

La actividad se puede plantear intentado que, dirigidos por el profesor, sean los alum-
nos quienes vayan realizando los pasos necesarios para la construccion de los cuadra-
dos magicos.

Empezando por los cuadrados magicos aditivos.

1. Construye un cuadrado de cuatro filas y cuatro columnas con los dieciséis prime-
ros nimeros naturales. Intenta construir un cuadrado mégico aditivo intercam-
biando nimeros.

2. Construye dos cuadrados latinos con cuatro niimeros. Suma los niimeros que ocu-
pan el mismo lugar en cada uno para obtener un cuadrado magico, procurando que
sean numeros distintos. Investiga todas las propiedades que puede tener.

Y continuando con los cuadrados magicos multiplicativos.

3. Sabiendo que el numero de divisores de un ntimero se obtiene multiplicando los

exponentes mas una unidad de todos los factores primos que aparecen en su des-

composicion en factores primos, ;cémo debe ser la factorizacion de un nimero
para que tenga exactamente dieciséis divisores?

Calcula en cada uno de los casos encontrados en la actividad anterior, el nimero

mas pequefio posible con esa factorizacion y sus dieciséis divisores.

5. Después de calcular los nimeros y todos sus divisores, para construir el cuadrado
magico se necesita calcular la constante mégica. Se pueden pedir a los alumnos
ideas para su calculo. Una vez descubierta la forma de calcularla, vamos a hacerlo
de forma generalizada. Se multiplican todos los divisores aplicando el producto
de potencias con la misma base. Ahora hay que calcular la raiz cuarta para cono-
cer el producto de los elementos de cada linea, que también se puede deducir apli-
cando propiedades de las potencias.

6. A continuacidn, con las indicaciones del profesor, se construye el cuadrado ma-
gico multiplicativo, siguiendo los procedimientos descritos en el articulo.

7. Vamos a realizar la comprobacion de que los cuadrados numéricos construidos ve-

rifican las propiedades de un cuadrado magico multiplicativo y estudiar también

el resto de las propiedades que encierra el cuadrado obtenido.

Construye dos cuadrados latinos con cuatro numeros. Multiplica los ntimeros que

ocupan el mismo lugar en cada uno para obtener un cuadrado magico multiplica-

tivo, procurando que sean niimeros distintos. Investiga todas las propiedades que
puede tener.

>

*
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9. En cada uno de los cuadrados construidos en este articulo se indica que al realizar
giros o simetrias en el cuadrado se obtiene otro cuadrado mégico con las mismas
caracteristicas. Se puede proponer también al alumnado que realice giros de 90°,
180°y 270° o simetrias respecto de los ejes de simetria de un cuadrado y que ob-
tenga los cuadrados resultantes. Sin hacer calculos, deducir si el nuevo cuadrado
también es un cuadrado magico multiplicativo.

10. Para finalizar, como se pueden construir infinitos cuadrados magicos multiplica-
tivos, vamos a repartir entre nuestro alumnado cuadrados magicos. Les propone-
mos que elijan uno de los procedimientos, los nimeros primos necesarios y que
construyan con ellos un cuadrado de orden 4, sustituyendo en la expresion gene-
ral de los cuadrados los valores de p, q, ry t por los primos elegidos. Pueden hacer
algunas comprobaciones para asegurarse de que han obtenido cuadrados magicos
multiplicativos.

12. CONCLUSION

Algo tan sorprendente como los cuadrados magicos aditivos o multiplicativos, en espe-
cial los de orden cuatro, debido a la cantidad de agrupaciones de cuatro ntimeros cuya
suma o producto coincide con la constante magica, puede hacer pensar al que los co-
noce con poca profundidad, en la existencia de un numero muy reducido de estos obje-
tos matematicos. Sin embargo, en este articulo se estudian distintos procedimientos para
su construccion y, en cada uno de los casos estudiados, existen infinitos cuadrados magi-
cos, con las propiedades exigidas para tener esa denominacién y con otras propiedades
que los hacen mas interesantes todavia.

Los cuadrados magicos aditivos se pueden construir con nimeros naturales consecu-
tivos. Los cuadrados magicos multiplicativos no se pueden construir asi, pero si se pue-
den construir utilizando todos los divisores de los nimeros cuyo numero de divisores es
un niamero cuadrado perfecto. En el caso de los de orden cuatro, con dieciséis divisores.
En este articulo se ha comprobado que, a partir de cualquier cuadrado magico aditivo de
orden cuatro, se pueden construir infinitos cuadrados magicos multiplicativos, con las
mismas propiedades que los cuadrados aditivos.

Y todos los procedimientos descritos para la construccion de cuadrados magicos adi-
tivos y multiplicativos son perfectamente comprensibles para nuestros alumnos, pues
utilizan conocimientos estudiados en los cursos de Educacion Secundaria Obligatoria.
Esto supone que, ademas de darles a conocer estos objetos matematicos, pueden partici-
par en su construccion, haciéndoles aumentar el interés y la admiracion por ellos.
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