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Resumen: En la materia de matemdticas del bachillerato cientifico-tecnologico, se
presta especial hincapié a labores relativas al calculo. En cambio, las demostraciones y
los procesos deductivos estan ligados a un segundo plano.

En este articulo se presenta un andlisis del tratamiento de las demostraciones y los pro-
cesos deductivos en los libros del texto de las dos ultimas décadas. Asi, para completar
este analisis y aportar una nueva vision al respecto, se presentard una propuesta a se-
guir para incluir estos conocimientos en el bachillerato.

Palabras clave Demostracion matematica; proceso deductivo, bachillerato cientifico;
libros de texto, logica,; razonamiento.

Study of the treatment of logical proofs and
deductions in mathematics textbooks and proposal
for improvement in this regard

Abstract: In the subject of mathematics of the scientific-technological baccalaureate,
special emphasis is given to tasks related to calculation. Instead, the proofs and deduc-
tive processes are tied to the background.

This article presents an analysis of the treatment of proofs and deductive processes in
the textbooks of the last two decades. Thus, to complete this analysis and provide a new
vision in this regard, a proposal will be presented to follow to include this knowledge in
high school.

Keywords Mathematical proof; deductive process; scientific baccalaureate; textbooks;
logic; reasoning.
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1. INTRODUCCION

Socialmente se considera que las matematicas consisten en una multitud de herramientas
de calculo. Pocas veces se relacionan las matematicas con otras perspectivas diferentes
que no sean los numeros, las operaciones o los problemas. Entonces, ;son realmente las
matematicas meras herramientas de calculo? La respuesta es negativa y cualquier per-
sona que haya cursado estudios superiores en matematicas es consciente de ello. Sin em-
bargo, durante la educacion secundaria y el bachillerato so6lo se ensefia al alumnado esta
vision meramente numeérica de las matematicas.

Uno de los conceptos poco trabajados en las aulas de matematicas, a pesar de su im-
portancia, son las demostraciones y, junto con ellas, los procesos deductivos. Hay mu-
chas definiciones acerca de lo que se entiende por demostracion, algunas de ellas pueden
ser las siguientes:

“Podemos considerar la demostracion de una proposiciéon p como una cadena finita de
transformaciones que se realizan mediante reglas logicas y que se forman a partir de proposi-
ciones verdaderas' o supuestamente verdaderas? y las cuales nos conducen a la proposicion p.”
(Lodono, 2006)

“Por demostracion se entiende el procedimiento en que partiendo de unas ciertas hipotesis
y mediante razonamientos logicos se consigue la conclusion deseada. (...) El propio Euclides?
demostré que el nimero de primos es infinito partiendo de que solamente habia una cantidad
finita de ellos.” (Saenz, 2002, pag. 48)

Tras la lectura de estas definiciones, podemos entender por demostraciéon como un
proceso tras el cual se verifica la veracidad de una hipétesis. Este hecho, que a la socie-
dad coloquial le puede parecer desligado de las matematicas, es la base de esta ciencia
que se basa en teoremas, verdades que son eternas por el hecho de haber sido demostra-
das. En este sentido, cualquier lector de este articulo se puede hacer las siguientes pre-
guntas: ;he estudiado alguna demostracion en la educacion secundaria? jalguna vez en
clase de matematicas se habl6 acerca de este concepto? ;me comentaron mis profesores
del instituto la importancia de las demostraciones en las matematicas?

Aunque en algunos casos pueda haber alguna respuesta afirmativa, la realidad es que,
probablemente, la mayoria de respuestas a estas preguntas sean negativas. Este hecho se vis-
lumbra muy bien en el nivel que tienen los alumnos de nuevo ingreso en las carreras cienti-
fico tecnologicas, para los cuales existen los conocidos “Curso 0 al inicio de estas carreras
universitarias para que sus nuevos alumnos adquieran el nivel necesario en este sentido.

Con esta perspectiva, se hace esencial la introduccion de las demostraciones y de los
procesos deductivos como un pilar fundamental de la ensefianza de las matematicas. En
algunos articulos como (Vazquez Mourazos, 2020) se aporta una estrategia de introduc-
cion de conceptos relacionados con las demostraciones y el pensamiento logico desde
la perspectiva de la secundaria. Sin embargo, en este articulo se pretendera ir mas alla y

1. Las proposiciones verdaderas son las que se conocen como tautologias.
2. Las proposiciones supuestamente verdaderas son las que se conocen con el nombre de hipotesis.
3. Lo que hizo Euclides fue llegar a una contradiccion suponiendo que el nimero de primos era finito.

56 Epsilon, 2022, n° 112, 55-72, ISSN: 2340-714X



Estudio del tratamiento de las demostraciones y deducciones logicas en los libros de texto...
Manuel Vazquez Mourazos

hacer un analisis del tratamiento de las demostraciones en los libros de texto en las tlti-
mas dos décadas. Todo ello, para proponer una serie de ejemplos que ayuden a la intro-
duccidn de estos conceptos en los estudios del bachillerato, etapa previa a la universidad.

2. ESTUDIO DEL TRATAMIENTO DE LAS DEMOSTRACIONES Y LOS
PROCESOS DEDUCTIVOS EN LOS LIBROS DE TEXTO

Para dar comienzo a este apartado, se empezara haciendo referencia a algunos trabajos
que ya han estudiado este tema. Asi, en el articulo (Ruiz de Gauna Gorostiza, Davila ,
Etxeberria, & Sarasua, 2013) se hace un analisis de los libros de texto durante los pri-
meros aflos de la democracia hasta la LOGSE. A este respecto, el articulo concluye ex-
poniendo: “Los libros de la primera etapa de la LGE se llenaron de escritura simbolica
vy de métodos deductivos, eran libros del profesor, no del alumno y algunos de ellos muy
formalistas” (pag. 276). Sin embargo, se hace notar, al mismo tiempo, que segliin avan-
zaba la sociedad y se abria Espaiia tras la dictadura, los libros de texto también lo hacian
hacia una perspectiva mas pedagogica. En la publicacion se refleja diciendo: “Ya en la
segunda etapa de la LGE, habia textos en los que se proponian caminos, se hacian su-
gerencias, se utilizaban las grdficas para indagar en las demostraciones y se abrian li-
neas innovadoras.” (pag. 276).

Entonces, viendo esta primera reflexion sobre lo que acontecia hace en torno a 50-60
afios, se pueden obtener algunas conclusiones. Pues bien, se indica que el nivel de rigurosi-
dad que se planteaba en la primera etapa de la LGE se enfocaba hacia el profesorado, pero
no hacia el alumnado debido a su complejidad. Sin embargo, el modelo del que se habla en
la segunda etapa se aproxima mas a lo que deberia ser la educacion matematica. Es decir,
se trata de un modelo que guia progresivamente a los alumnos hacia el conocimiento ha-
ciendo que éstos descubran por ellos mismos las propiedades, las formulas y sean capaces
de vislumbrar lo que se pretende mostrarles a través de ejemplos graficos u otras técnicas.
Asi, lo ideal seria un modelo en el que no se agobie al alumnado con conceptos nuevos pi-
diéndoles un nivel de rigor que ain no dominan, pero que si se les haga una introduccion
progresiva y adecuada hacia el nivel que tendran que dominar en un futuro.

Como se ha visto con esa muestra del articulo citado, los libros de texto dependen del
momento histdrico y de la sociedad, pero, al mismo tiempo, también lo hacen de las leyes
educativa o de las editoriales entre otros diversos factores. Para mostrar un analisis mas cer-
cano a nuestro tiempo, se hara un repaso por algunos manuales de las dos Gltimas décadas.

En la Figura 1 se observa un extracto del libro de primer curso del bachillerato de
(Colera, Oliveira, Garcia, & Santaella, 2012). En dicha imagen, se puede observar un tra-
tamiento muy pobre de las demostraciones. Unicamente se limita a enumerar una serie
de resultados que los alumnos deberan creer con fe ciega y sin haberlos analizado pre-
viamente. No se aporta una demostracion, ni una interpretacion de la demostracion, ni
siquiera unas pautas del motivo por el cual dichos resultados son ciertos. Bien es verdad
que se tratan de teoremas muy obvios e incluso intuitivos. Sin embargo, si el tinico ali-
ciente que tienen los alumnos para creer en dichos resultados es el simple hecho de que
éstos aparecen reflejados en el libro de texto, se estard a contribuir a un crecimiento muy
pobre e inexistente del espiritu critico de los estudiantes.
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TEOREMAS

T.1 P[A]=1-PlA]

T.2 P[d]=0

T.3 SiACB, entonces P[B] =P[A] + P[B-—A]

T.4 SiACB, entonces P[A] < P[B]

T.5 SiA,, A, .., A, son incompatibles dos a dos, entohces;
PlAUA,U..UA,)=P[A ]+ P[A])+..+Pl4,]

T.6 P[AUB]=P[A]l + P[B] - P[ANB]

T.7 Siel espacio muestral E es finito y un suceso es

S = {x, X,, ..., X}, entonces:

P[S] = Plx,] + Plx,] + ... + Plx]

Figura 1.Teoremas de estadistica en matematicas I de Anaya (2012), pag. 353.

se consideren, entre otros factores.

58

Esto hace cuestionar si a lo largo de los ultimos afios esta situacion haya sido analoga.
Por consiguiente, es interesante analizar los antiguos libros de texto y ver su evolucion.
En este sentido, las diferencias son notorias dependiendo también de las editoriales que

Teorema do valor medio de Lagrange

Sexat unha funcidn continua en [a, bj e derivable en (a, b). Existe
« Polo menos un puntoc € (a, b) que verifica:

()= 1016

Demostracion

Sexa a ecuacion da recta que pasa polos puntos (a, f(a)) e (b, f(b)):

(x — a) + f(a)

por g f{b) - ;(a)

b -
e consideremos a funcién h definida como:

o) -t

hix) = {x) = g(x) = f(x) = &

) — fa)

Observemos que a funcién h verifica as condicions do teorema de Rolle, xa
que é continua en [a, b), derivable en (a, &) e h{a) = h{b) = 0. Polo tanto,
existe algin ¢ € (a, b) para o que h'(c) = 0. Mais:

e = 1(0) f(b; _lta)

BUCET R

Joseph Louis de Lagrange

Matematico francés (1736-1813).

Entre toda a sta obra dedicada 6
campo da andlise, a mecdnica e
a mecanica celeste, cabe salien-
tar a Théorie des fonctions
analytiques, publicada en 1797.

MNesta obra encontrou A. L.
Cauchy os puntos de partida para
resalver as deficiencias existen-
tes ata daquela nos fundamentos
da andlise.

Figura 2. Teorema del valor medio en matematicas II de Rodeira (2001), pag. 265.
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En la Figura 2 se puede ver un extracto del manual (Goémez Gejo & Garcia Sanmar-
tin (Eds.), 2001) de la editorial Rodeira. En ella, se muestra como a lo largo del libro
se observan ciertos recuadros (como el que se muestra) donde se indican teoremas re-
levantes del temario con una demostracion del mismo donde se utilizan conocimientos
aprendidos en temas anteriores. De este modo, se fomenta esa asociacion de ideas y la
integracion del conocimiento.

Esto podria hacer pensar que entre finales de los 90’s y principios del nuevo milenio,
los libros de texto tenian otro enfoque diferente del que vienen teniendo en los Gltimos
afios en lo que se refiere a los procedimientos deductivos. Sin embargo, esto no tiene por
qué ser asi, el hecho de encontrar una referencia como la que se ha mostrado no es mues-
tra de que realmente en cursos pasados fuese mejor el tratamiento de estos aspectos. De
hecho, dependiendo de la editorial que se considere, el tratamiento es muy diverso.

Se puede tomar como ejemplo (Alvarez & Ruiz, 1999) de la editorial Vicens Vives.
Este libro de texto, del segundo curso del bachillerato, data del afio 1999 pero su trata-
miento de las demostraciones dista mucho de presentarlas como algo relevante e impor-
tante. En las paginas 185, 188 0 212 se muestran diferentes teoremas que carecen de una
demostracion o de una interpretacion geométrica que las explique. Unicamente se pre-
sentan los resultados de la forma en que se muestra en la Figura 3 y se acompaian de
una serie de ejercicios resueltos con los que tener un modelo que seguir en la realizacion
de los ejercicios que se proponen para los alumnos.

Teorema de Weierstrass

Este teorema se refiere a las condiciones en que una funcién alcanza sus
valores méximo y minimo sobre un intervalo.

Se dice que f alcanza, o tiene, valores mdximo y minimo sobre el inter-
valo I, contenido en su dominio, cuando existen dos nimeros x, ¥ X, en |
I tales que para todo x€l,

fx,) = f(x) = f(x,).

En ese caso, se dice que falcanza sobre I el valor mdximo en x, y el minimo
en X, y que sus valores maximo y minimo son, respectivamente, f(x,) y f(x,).

El méximo y el minimo reciben el nombre de valores extremos. A veces se
les llama también extremos absolutos para diferenciarlos de los extremos
relativos.

Figura 3. Teorema de Weierstrass matematicas Il en Vicens Vives (1999), pag. 188.

Sin embargo, aunque tiene este tipo de carencias en lo que se refiere al proceso de ra-
zonamiento matematico, tiene ciertos aspectos muy interesantes desde el punto de vista del
lenguaje matematico. Pues bien, para que resulte mas comprensible el estudio de la esta-
distica, este manual incluye entre sus contenidos las Leyes de Morgan y los aspectos basi-
cos de la teoria de conjuntos que son esenciales en el lenguaje matematico y para la buena
comprension de aspectos relacionados con probabilidad. Este hecho se puede comprobar
en las paginas 24-29 de dicha referencia donde incluso se expone lo que es un diagrama de
Venn y los utiliza para ejemplificar y mostrar de forma visual los resultados introducidos.
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Para entender la filosofia que siguen estos manuales en el bachillerato, también es ne-
cesario ver la forma en que estos mismos libros de texto tratan estos temas en los tltimos
cursos de la E.S.O. Por ello, teniendo en cuenta esta misma época (finales de la década de
los 90°s principios del 2000) se analizard algiin manual de estos ultimos cursos de la edu-
cacion secundaria obligatoria. Concretamente, se tomaron los ejemplares de (Gill Mar-
tos, 1999) relativo a 3° de 1a E.S.O y (Colera R. , 1999) correspondiente al ultimo curso
de la misma etapa educativa.

En el ejemplar de (Gill Martos, 1999) es especialmente interesante algunas muestras de
integracion del conocimiento con el fin ultimo de deducir propiedades nuevas a partir de
las que ya son conocidas. Un ejemplo de esta practica se encuentra en la pagina 163 cuando
se deduce la formula de la superficie de la esfera utilizando la expresion del volumen de
una piramide y del volumen de la esfera (vistos con anterioridad en el temario del libro).
Ademas, con esta técnica, que se puede ver en la Figura 4, se esta introduciendo al alum-
nado, sin que éste lo sepa, en los fundamentos basicos del célculo integral al mostrar un
procedimiento idéntico al método exhaustivo* que ya utiliz6 Arquimedes en su tiempo para
obtener el area de una circunferencia. Ademas, son ideas que se utilizan con frecuencia en
campos avanzados como el concepto de discretizacion dentro de la matematica aplicada.

El volumen de la esfera se puede aproximar sumando los volimenes de
muchas pirdmides triangulares iguales, cuyas bases (tridngulos) estdn ins-
critos o circunscritos en la superficie esférica y cuyos vértices estdn en el
centro de la esfera,

Silamamos By, B; ..., B, al drea de las bases de las pirdmides y h es 1a al-
tura de cada pirdmide, resulta que el volumen de la esfera se aproxima a:

1 1 1 1
—Bh+—Bh+..+—Bh=— ‘
5 B 3 B.h + 3 B,k 3 (Bi+Bs+ ..+ B)h

A medida que el mimero de tridngulos sobre la esfera aumenta, ocu-
TTE que:

* La suma de las dreas de las bases de las pirdmides B, + B, + ... + B,
tiende a ser el drea S de la superficie esférica.

* Las alturas (/) de las pirdmides tienden a ser el radio (R) de la super-
ficie esférica.

1
Por lo tanto, el volumen de la esfera es V= 3 S h, y teniendo en
cuenta el valor del volumen de la esfera visto en la pigina anterior, resulta:
V= £ mR? = ES S-h
3 3
de donde
§=4nR*

Figura 4. Demostracion de la superficie de una esfera en 3° ESO en Santillana, pag. 163.

4. Arquimedes (287 B.C. — 212 B.C) utiliz6 un calculo integral limitado pero riguroso, que precedié en
casi 200 afos a la invencion del Calculo Integral de Newton, y que us6 para calcular areas y volumenes de fi-
guras curvilineas.
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Por otra parte, en (Colera R. , 1999) se introducen algunos métodos de deduccion y
demostracion como puede ser el método de induccion, tal y como se puede apreciar en
la Figura 5. Con esta perspectiva, se procura introducir algunos procedimientos basi-
cos que son utilizados de forma asidua en el pensamiento matematico. Ademas, con la
ayuda de este tipo de razonamiento abstracto, se esta trabajando conjuntamente aspec-
tos del lenguaje matematico y del proceso del simbolismo para representar situaciones
reales mediante la simbologia matematica. De este modo, se estaria trabajando conjun-
tamente ambos aspectos, los procesos de razonamiento y el lenguaje simbdlico, dentro
de una misma actividad.

P{1) verdadeira Método de induceidn

I Desexamos demostrar que unha propiedade, P(n), é vélida para calquera

I PI2) vercadeira namero natural, n. Paraiso procedemos asi:
1. Probamos que se verifica para n = 1: P(1) é certa.

2. Probamos que se fose verdadeira para un certo valor de n, enton ta-

Pin) verdadeia [ {
)

. ; P13} verdadeira mén serfa verdadeira para o seguinte, n + 1. E dicir, probamos que:
Pin + 1) verdadeira [y 3 P(n) écerta = P(n+ 1) écerta.
I P{4) verdadeira (Obsérvese que non se dique P(n) sexa certa, sendn que se o fose, tamén

1 oseria P(n+1).)
Figura 5. Método de Induccion en 4° ESO en Anaya (1999), pag. 264.

Asi, se pueden sacar, a priori, algunas conclusiones sobre lo visto hasta al momento.
Se puede apreciar que a finales de la década de los 90’s y principios de los 2000, habia
un interés mayor sobre la introduccion de los procesos deductivos y el entendimiento del
alumnado del simbolismo matematico para expresar la realidad. De hecho, la introduc-
cion de estos conceptos en los ultimos cursos de la E.S.O propicia que esta labor, a lo
largo del bachillerato, fuese mucho mas fructifera.

Sin embargo, a pesar de la perspectiva que aportan en los extractos sacados de estos
libros de texto, lo cierto es que los ejercicios y actividades que plantean, de forma gené-
rica, son del tipo calcular o resolver. Asi mismo, el hecho de que aparezcan reflejados en
los libros de texto demostraciones o razonamientos como los vistos en la Figura 2, la Fi-
gura 4 o la Figura 5 son utiles siempre y cuando los docentes hagan hincapié en dichos
enfoques. Pero, si, por el contrario, los docentes se limitan a que los alumnos realicen los
ejercicios de calculo de dichos ejemplares, unicamente aquellos alumnos con un poco de
curiosidad aprovecharan los recursos mostrados. Asi mismo, si es cierto que a principios
del presente milenio los libros de texto si tenian presente esta perspectiva en sus ejempla-
res, pero no lo reflejan en sus actividades o ejercicios de una forma clara y concisa pro-
vocando que los alumnos practiquen y manipulen las demostraciones, los razonamientos
y la escritura matematica para manejar con soltura estos aspectos del conocimiento.

En esta misma linea, se sitlan manuales mas actuales. En el ejemplar de (Nieto,
2011), un manual de 1° de Bachillerato del afio 2011, se sigue una estructura genérica en
todos los temas. Se presentan lecciones muy cargadas de contenido resaltando en cua-
dros como en los que se muestra en la Figura 6 los resultados a los que se va llegando.
Posteriormente, se presentan ejercicios resueltos y explicados para que, luego, en la 1l-
tima de las paginas de cada leccion los pupilos reproduzcan estas resoluciones en otros
ejercicios del mismo estilo, pero con numeros diferentes.

Epsilon, 2022, n° 112, 55-72, ISSN: 2340-714X 61



Estudio del tratamiento de las demostraciones y deducciones logicas en los libros de texto...
Manuel Vazquez Mourazos

« El teorema de los senos afirma que, en un tridngulo cualquiera, los
lados son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos.

a D fes i o
senA senB senC

Figura 6. Teorema del seno en Editex (2011), pag. 96.

Asi, aumenta una mala praxis que se incrementa segln el paso del tiempo. Al igual
que sucedia en la Figura 1 donde se muestra un extracto del manual (Colera, Oliveira,
Garcia, & Santaella, 2012), la filosofia seguida es la similar a este caso. Se enmarcan los
resultados en recuadros llamativos para que los alumnos tengan a mano las herramientas
a usar en las resoluciones mecanicas de los ejercicios.

Si f{x) =x" entonces f(x) =ax""!, n e N.
Demostracion:
Para demostrarlo usamos la definicidn de derivada y la regla de Ruffini para calcular el limite:
B —x"=(b—x)- (b +x b2 +x2b 3+ L+ xlp )
fB-fx . b"-x" (B-x)- ™' +x-b"2+x’ b+ +x"?.b+x"D)
x

I =iy =
bﬂ’i b—x bl—’)’:' b—x

&) =iim
b

—*X -

Iim (b"_l +xb" 2+ f'_l)= m" . cqd.
b—=x

Figura 7. Demostracion de la formula de la derivada de la n-ésima potencia en Marea Verde
(plataforma web), pag. 353.

Para terminar con este analisis de los libros de texto, en la Figura 7 se observa un
extracto de los apuntes actuales que se pueden obtener en la plataforma “Marea Verde”
(Muiioz & Moya, s.f.). En dicho extracto, se vuelve a ver una tematica recurrente, se ob-
serva el resultado resaltado en un recuadro y la demostracion aparece como a modo de
curiosidad. Luego, en los ejercicios no se observa ninguna reflexion acerca de las demos-
traciones o de los resultados mostrados y tampoco se pide que los alumnos intenten de-
ducir y escribir matematicamente algun resultado sencillo.

Asi pues, se comprueba que el uso de los libros de texto no es suficiente para trabajar
las dimensiones del razonamiento matematico y del lenguaje simbolico. Sin embargo,
si pueden resultar de apoyo aquellos manuales que incluyan alguna demostracioén para
que el docente, mediante su explicacion, apoye visualmente el contenido de los manua-
les con el fin de que los alumnos comprendan las dimensiones de los diferentes razona-
mientos. De hecho, si la Gnica relacion que tienen con las demostraciones es que éstas
aparecen a continuacion de los resultados a modo de curiosidad, los alumnos toman la
concepcion de que éstas son irrelevantes. En este sentido, en (Wheeler, 1990, pag. 3)
se expresa esta idea diciendo: “son simplemente un juego, porque saben cudl es resul-
tado”. De esta forma, se pueden extraer varias ideas basicas de las reflexiones obteni-
das de este analisis:
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¢ El enfoque de los libros de texto no ha variado en gran medida en las dos tltimas
décadas. Aun asi, se aprecian diferencias en la forma en la que éstos presentan
sus ejercicios y actividades y su evolucion al respecto se enfoca hacia los cono-
cidos “ejercicios tipo” que consisten en la resolucion metodica y reproductiva de
un método de célculo.

* En general, carecen de ejercicios y actividades que impliquen razonar y aplicar
métodos logicos para llegar a un resultado. En otras palabras, no se muestran ac-
tividades de una taxonomia de Bloom avanzada o de un pensamiento matematico
avanzado que permita trabajar los procesos de deduccion y demostracion junto
con el lenguaje matematico.

¢ De forma frecuente, aparecen recuadros enmarcando los resultados que deben de
utilizar los alumnos en esos ejercicios metddicos que se presentan al final de las
unidades. Sin embargo, en algunos de ellos se presentan, a continuacion de dichos
recuadros, las demostraciones de los resultados mostrados, por lo que los docen-
tes deberian de explicar y razonar junto con sus alumnos estos procedimientos
para que éstos se acostumbren al escepticismo y razonamiento cientifico.

3. PROPUESTA DE MEJORA

En este apartado se procedera a aportar una propuesta de mejora a modo de ejemplifica-
cidn para mejorar la perspectiva vista en la seccion anterior. Con ello no se pretende dar
una receta infalible al respecto, pues el tema a tratar no tiene una solucion unica e imba-
tible, sino que se intentara formular una serie de pautas a seguir en base a lo visto hasta
el momento.

Con este afan, se tomara una serie de ejemplos del curriculum de bachillerato en los
que se puede dar un enfoque diferente para introducir las novedades aqui planteadas.
Asi, se planteara una serie de ejercicios y actividades redactas de un modo diferente para
involucrar en ellas el empleo de técnicas de demostracion y conocimientos del lenguaje
matematico.

3.1. Demostracion de la suma de » los primeros niimeros impares

Uno de los contenidos en el bloque de algebra en el bachillerato son las sucesiones de
numeros. De hecho, en el decreto 86/2015 (Decreto 86/2015, 2015) uno de los conteni-
dos en dicha etapa es el B2.3 que dice: “Sucesiones numéricas: término general, mono-
tonia y anotacion”. En este sentido, uno de los contenidos fundamentales en esta unidad
es la suma de los términos de una sucesion. Para ello, se dota de una serie de formulas a
los alumnos, pero, en muchas ocasiones, sin demostrarlas.

Por eso, una buena iniciativa seria que los alumnos tentasen demostrar el sentido de
las formulas que utilizan en lugar de creerlas ciegamente. Con este afan, se pueden intro-
ducir los diferentes métodos de demostracion que los alumnos deberian de manejar. Por
ejemplo, uno de los contenidos del bachillerato establecidos en el decreto 86/2015 (De-
creto 86/2015, 2015) dice: “Métodos de demostracion: resolucion al absurdo, método de
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induccion, contraejemplos, razonamientos encadenados, etc.”. Por ello, se plantea la si-
guiente actividad:

Actividad: Deduce una formula para la suma de los n primeros numeros naturales impa-

res. Para ello, ten en cuenta que el n-ésimo numero natural impar se puede escribir como
2n—1; V n € Ny ten presente la siguiente imagen que servird de ayuda:

Figura 8: Suma de los n primeros nimeros impares

Una vez obtenida la férmula tienes una suposicion de que estas en lo correcto. Sin
embargo, no la has comprobado para todos los numeros y, por tanto, no la has demos-
trado. Para asegurar que es correcta demuéstrala por induccion siguiendo los siguientes
pasos:

1. Comprueba si realmente es cierta la formula (pues podria no serlo), para ello, ob-

serva si se verifica para los primeros nimeros mas sencillos.

2. Si has encontrado algin niimero para el que no se verifique entonces la formula
es incorrecta. En caso contrario, debes tratar de buscar una forma de comprobar la
formula para cualquier nimero, es decir, para un niimero arbitrario n.

3. Ya que has comprobado que la formula es cierta para los primeros niimeros natu-
rales impares, puedes suponer que se cumple para n-1.

4. Ante la anterior suposicion, conoces la suma de los n-1 primeros niimeros impa-
res. Entonces, sumandole a dicha suma el valor del n-ésimo nimero impar, debe-
rias de obtener la formula que calculaste.

En esta actividad, empleando un recurso grafico, se intenta despertar el sentido de-
ductivo de los alumnos. Se plantea que deduzcan una formula para la suma de los » pri-
meros numeros impares. Sin embargo, se les indica que la férmula obtenida debe ser
demostrada, pues, en caso contrario, no tienen ninguna certeza de que sea valida para el
caso general (se fomenta el escepticismo cientifico). Asi, se les indica en primer lugar
que la comprueben con algunos nlimeros sencillos para que, luego, si creen que es valida,
procedan mediante induccion. De este modo, se darian cuenta que n puede ser cualquier
nimero natural (el verdadero significado de V n € N) y, por tanto, no estarian compro-
bando que la férmula se cumple para un numero concreto, sino para cualquier n arbitra-
rio. Con esta propuesta se estaria poniendo en practica el contenido de la Figura 5.
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3.2. Deduccion del Teorema de Darboux y analisis del mismo

El analisis matematico es una de las ramas mas estudiadas en el bachillerato. En esta
etapa, resultados como el Teorema de Bolzano, Weierstrass, del valor medio o de Dar-
boux. Por ello, seria interesante, al igual que en los anteriores apartados, guiar el co-
nocimiento de los alumnos haciendo que éstos construyan sus propias conclusiones y
resultados. Algunos de estos Teoremas, como puede ser el Teorema de Darboux, se pue-
den deducir de otros anteriores. Para ello, unicamente es necesario utilizar alguna fun-
cién matematica o idea principal de la que partir.

Teorema de Darboux: Sea f'(x) una funcion continua definida en un intervalo [a, b] y k

un niamero comprendido entre los valores f(a) y f(b), es decir, f(a) < k < f(b), enton-
ces, existe algin valor ¢ € [a, b] tal que f(c) = k

f(b)

f(a)

Figura 9: Teorema de Darboux

Actividad: Toma la funcién g (x) que se define como,

g =/f(x) -k

y aplicandole el Teorema de Bolzano en el intervalo [a, b], intenta demostrar el Teorema
de Darboux.

Como se puede observar en la actividad anterior, se presenta una actividad con las
indicaciones necesarias para poder demostrar el Teorema de Darboux. De este modo, se
estd ayudando a asociar conocimientos al implicar el Teorema de Bolzano y mostrar que,
en matematicas, al igual que en la vida misma, el conocimiento esta integrado. Asi, es
mucho mas interesante que los alumnos puedan llegar a construir su conocimiento que
sencillamente tomarlo como cierto. Ademas, el resultado que se pretende demostrar en
este ejercicio es muy intuitivo y resulta casi obvio, por lo que la construccion de su de-
mostracion inducira implicitamente a la consecucion del aumento del escepticismo cien-
tifico por parte del alumnado al ver que nada se toma por veridico hasta su demostracion.

Obviamente, este procedimiento no se puede seguir con todos los Teoremas. Pues bien,
no todos ellos tienen la misma complejidad y es notoria la dificultad de que los alumnos
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puedan llegar a deducir la demostracion de ciertos resultados. En estos casos, 1o mas con-
veniente seria mostrar la demostracion acompanada de una interpretacion geométrica que
aporte un apoyo visual a la abstraccion que se esta a producir en el sentido matematico.
Sin embargo, una de las mayores problemadticas en este sentido es que los alumnos suelen
dispersarse y tomar como ciertas las conclusiones de los teoremas que se presenten. Por
ello, en estos casos es conveniente poner ejemplos que contradigan las hipotesis para que
se den cuenta de su necesidad. Ademas, esto contribuird a una mejor comprension de las
dimensiones del enunciado de los teoremas (hipotesis & tesis) al mismo tiempo que acla-
rara la interpretacion de la demostracion que se dé en cada uno de ellos.

Teorema de Weierstrass: Una funcion f'(x) continua definida en un intervalo cerrado y
acotado [a, b], alcanza sus valores maximo y minimo en el intervalo [a, b].

Actividad: Contesta a las siguientes cuestiones:

1. Considera la funcion f(x) = e~y el intervalo [0, 1]. ;Cual es su maximo en dicho
intervalo? ;Y el minimo? ;Qué relaciéon guarda lo obtenido con el Teorema de
Weierstrass?

2. Si ahora consideras el intervalo [0, +0). ;Cudl es su minimo en dicho intervalo?
.Y el maximo? ;Qué relacion guarda lo obtenido con el Teorema de Weierstrass?

3. Pasa a considerar ahora el intervalo (0, 1). ;Cudl es su maximo en este nuevo
intervalo? ;Y el minimo? ;Qué relacion guarda lo obtenido con el Teorema de
Weierstrass?

En la actividad anterior se muestra un ejemplo de como se podria abordar la inte-
riorizacién por parte de los alumnos de la importancia de las hipdtesis en un teorema.
Normalmente, los ejercicios de los libros de texto son idilicos y apenas presentan pro-
blematicas con los teoremas que se introducen a lo largo de los temas. De este modo, no
se suelen contradecir las hipotesis y los alumnos conciben que los resultados se pueden
aplicar sin tener ninguna condicion en cuenta. Por ello, mostrar una serie de preguntas,
como las que se pueden observar, en las que se contradigan las hipdtesis de los teoremas
ayuda a que se tenga en cuenta esta consideracion pocas veces tratada. De este modo, se
estaran tratando contenidos de los manuales como el de la Figura 3.

3.3. La probabilidad y su relacion con la teoria de conjuntos

En la rama de la estadistica y la probabilidad es fundamental la teoria de conjuntos. Esta
teoria involucra conocimientos basicos del lenguaje matematico y que, al mismo tiempo,
son muy intuitivos. Ademas, también se pueden crear los teoremas basicos de la proba-
bilidad a partir de una serie de axiomas. La construccion por axiomas esta muy presente
en las matematicas y, de hecho, fue asi como Euclides cre6 su geometria en su obra Los
elementos (escrito entorno al 300 a.C).

Actividad: Se partira de los siguientes AXIOMAS:
e Axioma 1: Para cualquier suceso S, P(S) > 0
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e Axioma 2: Dados dos sucesos incompatibles, la probabilidad de que su union se
produzca es igual a la suma de sus probabilidades. Esto es:

SiANB = @ = P(AUB) = P(4)U P(B)
* Axioma 3: La probabilidad total es P(E) = 1:

Entonces, utilizando los axiomas anteriores se pretendera demostrar los siguientes
resultados:

Teorema 1: Dado un suceso 4 y A', su suceso contrario, entonces P(4") = 1-P(A).
Teorema 2: La probabilidad del suceso vacio, es decir, del @, es nula. Esto es P(@) = 0.

En la actividad anterior se muestra un ejemplo de una actividad que podria ser desa-
rrollada por alumnos de bachillerato. Al realizarla estarian practicando la creacion de re-
sultados por axiomas y, conjuntamente, la concatenacion de razonamientos al enlazar un
hecho con su consecuencia y asi sucesivamente hasta llegar al resultado final. Ademas,
con esta actividad se esta a introducir el concepto de “axioma” 'y, con él, una introduc-
cién a la creacion del pensamiento y razonamiento matematico a partir de ellos.

Por otro lado, la estadistica es una rama muy dindmica de las matematicas que per-
mite crear una gran variedad de propuestas muy variadas. Por ello, se puede utilizar su
dinamismo como una oportunidad para introducir y reforzar los procesos del pensa-
miento deductivo. Con este afan, se presenta otra posible actividad que permitiria a los
alumnos deducir una formula observando su comportamiento para que, luego, procura-
sen demostrarla a partir del propio experimento haciendo una generalizacion del mismo.

Por otro lado, la estadistica es una rama muy dindmica de las matematicas que per-
mite crear una gran variedad de propuestas muy variadas. Por ello, se puede utilizar su
dinamismo como una oportunidad para introducir y reforzar los procesos del pensa-
miento deductivo. Con este afan, se presenta otra posible actividad que permitiria a los
alumnos deducir una formula observando su comportamiento para que, luego, procura-
sen demostrarla a partir del propio experimento haciendo una generalizacion del mismo.

Como realizar un experimento manual es muy tedioso en estadistica (pues se deben
hacer muchas repeticiones para obtener resultados fiables) se utilizara el software esta-
distico de libre uso R. En la Figura 10 se muestra un codigo que representa el experi-
mento de lanzar un dado n veces (en el caso del cddigo se toma 100000 como tamafio de
muestra). Con la ayuda de este codigo los alumnos pueden realizar la siguiente actividad
donde obtendran conclusiones del experimento realizado previamente.
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n=100000; #tamafio de 1a muestra
muestra=sample(l:6,size=n,replace=TRUE} #creacion de la muestra
A=0; B=0; C=0; AUB=0; AYB=0; AnoC=0; #contadores a cero
for (i in 1:n){ #conteo de las repeticiones
if (muestral[i] == 1) {A=A+1l; B=B+l; AUB=AUB+1; AYB=AYB+1l; AnoC=AnoC+1;}
else if(muestrali] 3 {A=A+1; C=C+1; AUB=AUB+1;}
else if(muestrali] 3 {A=A+1; B=B+1l; AUB=AUB+1l; AYB=AYB+1l; AnoC=AnoC+1;}
]
]

]

else if(muestrali ) {A=A+1; C=C+1; AUB=AUB+1}
else if(muestrali ) {B=B+1; AUB=AUB+1;]}

[r T I T I T N

2
3
4
5
10 }

11  Pa=A/n; #frecuencia de &

12 PB=B/n; #frecuencia de B

13 pPC=C/n; #frecuencia de C

14 PAUB=AUB/N; #frecuencia de 1a union de A y B

15 PAYB=AYB/n; #frecuencia de 1a interseccion de a4 y B
16 PanoC=AnoC/n; #frecuencia de que suceda & pero no C

Figura 10: Cddigo R para un experimento deductivo

Actividad: En el codigo se representa el experimento de lanzar un dado n veces. Consi-
derando los siguientes conjuntos, que representan el suceso de que al lanzar un dado se
obtenga alguno de los valores que contienen dichos conjuntos,

4 = {1,234} B = {1,3,5} C= {24}

los valores en el codigo de PA, PB, PC, PAUB, PAYB y PAnoC representan las fre-
cuencias de que suceda 4, B, C, AU B, AN By A\C respectivamente. Como el valor de
la muestra es muy elevado, dichas frecuencias se aproximan a la probabilidad de que su-
ceda cada uno de dichos sucesos. Por tanto, se pueden conjeturar ciertas relaciones entre
las probabilidades de los conjuntos.
1. Escribe la probabilidad de P(4 U B) como relacion de otras probabilidades. Por
ejemplo, ;es cierto que P(AUB) = P(4) + P(B)?
2. (Qué relacion hay entre los conjuntos 4 y C? ;Y entre sus probabilidades? ;Qué
relacion podrias conjeturar entonces? Y si consideras los conjuntos 4, C, y A\C,
y , (qué relacion hay entre ellos? Entonces, ;qué suposicion podrias concluir?

Asi, se presenta una actividad que con sus preguntas es una especie de guia sobre
la reflexion que se deberia de hacer sobre el experimento. De esta forma, se ensefa a
los alumnos el tipo de preguntas que deberian de hacerse ante una experimentacion. Se
muestra asi una fase del pensamiento matematico que, cominmente, se asocia a las cien-
cias experimentales menos a las matematicas y que se trata de la fase de experimenta-
cién y conjeturas.

Actividad: En base a la observacion del experimento realizado con el cddigo de R, in-
tenta generalizarlo para un caso cualquiera (usando las reflexiones obtenidas sobre las
relaciones de los conjuntos y sus probabilidades en la actividad anterior) para demostrar
los siguientes resultados:

Teorema 1: Sidos hechos Ay Bverificanque4 < B,entonces P(B) = P(4) + P(B\A)

Teorema 2: Si dos hechos 4 y B verifican que A € B, entonces P(4) < P(B)
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Teorema 3: Dados dos sucesos 4 y B, se cumple que:
P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)

De este modo, se presenta la finalizacion de la actividad experimental con R. Este
paso consiste en demostrar lo que se ha deducido con el experimento a un caso gené-
rico cualquiera. Para ello, los alumnos cuentan con la reflexion propuesta anteriormente
y que serd la informacidn que necesiten para la demostracion de dichos teoremas. Ade-
mas. comprobaran que lo que estan haciendo es generalizar la situacion expuesta en el
experimento realizado con el cddigo de R al mismo tiempo que se utilizan los axiomas y
resultados de la primera actividad propuesta. De esta manera, se estard a fomentar la vi-
sion del alumnado de integrar y tener en cuenta todo el conocimiento matematico previo
en lugar de encerrarse en los conceptos tratados en una tinica actividad.

4. CONCLUSIONES

Una vez finalizada la exposicion de la ejemplificacion de la propuesta de mejora, se con-
cluira haciendo una sintesis de las ideas expuestas en el articulo. Por una parte, tanto en
la introduccion como en el apartado de analisis de los libros de textos se aprecia una ne-
cesidad visible en la ensefianza de las matematicas. Estas ideas se podrian resumir en los
siguientes puntos:

e La importancia que suscita en las matematicas el buen entendimiento de un razo-
namiento, de una férmula o de un planteamiento, justifica la necesidad de mostrar
un aprendizaje que tenga en cuenta actividades que guien a los alumnos hacia el
conocimiento de los procesos de razonamiento y de la adquisicion de un lenguaje
matematico basico.

e Los libros de texto, de forma genérica, ofrecen un apoyo acerca de estas cuestio-
nes. Sin embargo, no resultan suficientes debido a que los ejercicios y activida-
des que proponen resultan ser de una taxonomia de Bloom baja y no involucran a
los alumnos en actividades que les hagan pensar y reflexionar. Por ello, estos li-
bros y manuales deberan ser apoyados por actividades disefiadas por los docen-
tes para que aborden los puntos estudiados en este trabajo y que involucren a los
alumnos en estas cuestiones.

e La implementacion de las cuestiones estudiadas en este trabajo no es incompati-
ble con la realizacion de ejercicios mecanicos que doten de destreza y practica a
los alumnos con las cuestiones de calculo. De hecho, estas actividades también
son necesarias como un primer acercamiento para que los estudiantes adquieran
manejo con las operaciones, sin embargo, resulta cadtico realizar ejercicios de
este tipo de forma reiterada. En ese sentido, una vez adquirida dicha destreza es
necesario profundizar en los conocimientos y, en este punto, es donde se enmarca
el encuadre del estudio realizado en este trabajo.

e Para obtener los objetivos planteados, es necesario mantener este tipo de meto-
dologia en el aula de una forma constante a lo largo del bachillerato. No se trata
de demostrar continuamente todo aquello que se plantee, sino de trabajar aquellos
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conceptos tedricos que permitan implementar de una forma, mas o menos asidua,
este tipo de metodologias. Ademas, es necesario evaluar este tipo de actividades
para que los alumnos las vean como una cuestion necesaria y no algo pasajero. En
este sentido, se podrian evaluar mediante rubricas haciendo, por ejemplo, trabajos
en grupo (ya sean escritos o que consistan en una exposicion oral) lo que permi-
tir trabajar mediante aprendizaje cooperativo y colaborativo entre otras técnicas
de trabajo.

Sin embargo, también es cierto que esta metodologia tiene una serie de desventajas.
Pues bien, su implementacion no resulta del todo sencilla y depende de otros factores.
Principalmente depende de dos: el nivel con el que los alumnos llegan al bachillerato de
la E.S.O, respecto de estas cuestiones, y la prueba de acceso a la universidad que hace del
bachillerato un curso muy denso en el que el tiempo es un bien muy preciado.

Tratando la primera problematica, el nivel con el que llegan los alumnos a la E.S.O,
seria idilica una implicacion al respecto de todo el profesorado docente. Si los alumnos
no tienen ningiin conocimiento (o conocimientos muy superfluos acerca de estas cues-
tiones) el profesorado de bachillerato debera dedicarle una serie de sesiones a revertir
esta situacion inicial. Esto hace que se tenga que reprogramar la programacion inicial de
dicho curso que esta cargado de contenidos. De este modo, en la E.S.O se deberian de
tratar los conocimientos basicos de la logica y el simbolismo matematico. Como se ha
sefalado anteriormente, esto no solo es necesario para los alumnos que sigan cursando
estudios en estas ramas, sino que servira de ayuda a todos ellos como futuros ciudadanos
y, en esta linea, todos se beneficiarian de dichos conocimientos. En consecuencia, la im-
plicacion de los docentes en todos los cursos de la educacion secundaria resulta crucial
para una mejor adquisicion de estos contenidos.

Por otra parte, la prueba del acceso a la universidad marca de una forma rotunda todo
el periodo del bachillerato. Tanto es asi que los ejercicios y actividades realizadas se en-
focan continuamente con el unico objetivo de superar esta prueba. Sin embargo, dotar
a los alumnos de las capacidades y conocimientos que se han expuesto en este trabajo,
permitira que éstos puedan resolver cualquier actividad que se les plantee de una forma
mucho mas objetiva y entendiendo mejor el procedimiento seguido. Por ejemplo, si un
alumno estd acostumbrado a realizar un ejercicio de forma rutinaria, pero sin compren-
der el procedimiento seguido y el lenguaje utilizado, cuando a éste le varien el plantea-
miento del enunciado probablemente no sepa resolverlo. Sin embargo, otro alumno que
sepa razonar e interpretar ese otro enunciado, si tiene mejores cualidades para plantear la
actividad y llegar a una solucion. Asi, mas alld de las interpretaciones geométricas que
se piden en las pruebas de acceso a la universidad, el estudio de las demostraciones y del
lenguaje matematico se justifica por si mismo al mejorar las cualidades de cualquier es-
tudiante de ciencias ante pruebas de este tipo.

En este sentido, seria interesante rescatar la cita de (Ibafies & Ortega, 2003, pag. 57)
que decia: “El reconocimiento de los procesos matematicos, por parte de los alumnos,
puede mejorar sensiblemente con las instrucciones adecuadas sin que aquello precise de
una docencia dilatada en el tiempo”. Pues bien, esta cita refleja ese sentir de que cual-
quier docente, si realmente estd comprometido, podria llevar a cabo, en mayor o menor
medida, las conclusiones obtenidas del estudio realizado en este trabajo.
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Por otra parte, me gustaria recalcar que este trabajo no pretende plantear un cam-
bio radical en el sentir del bachillerato, sino provocar una reflexién en la comunidad
docente con el fin de aportar una perspectiva que mejore las capacidades de los alum-
nos. No se trata de reformular completamente la metodologia del bachillerato ni mucho
menos hacer de esta etapa educativa una metodologia cercana o igual a la de la universi-
dad o estudios superiores. Lo que se trata de plantear, es el bachillerato como una tran-
sicion entre la educacion secundaria obligatoria y esos estudios superiores que cursaran
gran parte del alumnado.

Asi, se considera que esta vision seria especialmente fructifera debido a la estructura
del bachillerato en aulas similares a las de la E.S.O. Pues bien, a pesar de ser una etapa
agobiante y cargada de contenidos, el equipo docente tiene los conocimientos pedagogi-
cos para transmitir y profundizar en esa transicion de un aprendizaje mas rudimentario
hacia un nivel de rigurosidad mas amplio.

Por el contrario, en la universidad y los estudios superiores, de forma general, la si-
tuacion es completamente diferente. Las aulas estan masificadas, los contenidos se dan
de forma abrupta muchas veces y los alumnos necesitan ser autonomos ante esos profe-
sores que dejan de tener ese caracter pedagogico de los profesionales de la educacion se-
cundaria. Por ello, resulta muy interesante aprovechar esa etapa educativa de dos afios
con el fin de que los estudiantes sientan esa progresion de la E.S.O hacia una mayor auto-
nomia en su razonamiento, en su logica y en la vision que tendran que tener en un futuro.

Finalmente, y, para concluir, seria resaltable marcar algunas lineas de investiga-
cion futuras que completen o ayuden a cumplir los objetivos marcados con el estudio y
las reflexiones realizadas en el presente trabajo. A este respecto, se resaltan dos lineas
principales:

e La propuesta de mejora aqui planteada no se ha podido llevar a cabo debido a
su envergadura. Como se ha dicho, el trabajo se trata de un estudio teérico y la
propuesta de mejora es una ejemplificacion de algunas medidas planteadas. Sin
embargo, se necesitaria mantener la metodologia propuesta durante todo el ba-
chillerato para evaluar los resultados y, en este sentido, cualquier estudio practico
que se realice al respecto completaria el estudio teorico aqui realizado.

e Hacer una reflexion profunda acerca de la prueba de acceso a la universidad y
hacer un mayor enfoque en dicha prueba sobre aspectos relacionados con el ra-
zonamiento, la 16gica y el lenguaje simbolico ayudaria a los objetivos plantea-
dos. Por ello, la realizacion de investigaciones enfocadas hacia la reflexion de esta
prueba en el campo cientifico-tecnologico también ayudaria al cumplimiento de
los objetivos estudiados.
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