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Resumen: El presente trabajo desarroll6 e implement6 una propuesta de innovacién docente cuyo fin es
la ensefianza de las progresiones aritméticas en el tercer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria.
Se propuso llevar a cabo una ensefianza focalizada en la notacién. En particular, se buscé el consenso
del alumnado en la eleccidn de la notacion utilizada como un elemento potenciador de la comprension de
los contenidos y facilitador para la resolucion de problemas. Para implementar esta propuesta se
utilizaron metodologias activas y participativas mediante las cuales se pretendié desarrollar un
aprendizaje cooperativo basado en la resolucién de problemas.

Palabras clave: Innovacidon educativa, notacién, progresiones aritméticas, unidad didactica,
metodologias activas.

Learning of sequences through consensus notation

Abstract: The present work developed and implemented a teaching innovation proposal aimed at
teaching arithmetic progressions in the third year of Compulsory Secondary Education. It was proposed
to carry out a teaching focused on notation. In particular, student consensus was sought in the choice of
the notation used as an element to enhance the understanding of the contents and to facilitate problem
solving. To implement this proposal, active and participatory methodologies were used to develop
cooperative learning based on problem solving.

Key words: Educational innovation, notation, arithmetic progressions, teaching unit, active
methodologies.

1. INTRODUCCION

Actualmente, el desarrollo curricular de las matematicas en la etapa de la Educacion Secundaria
se articula en torno al concepto de sentido matematico. El desarrollo en el alumnado de las
destrezas o capacidades que conforman los diferentes sentidos mateméticos a través de los
saberes basicos les ofrecera las herramientas que les permitan desenvolverse satisfactoriamente
en contextos personales, académicos, cientificos, sociales y laborales (BOE, 2022).

El Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la ordenacion y las
ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria Obligatoria (BOE, 2022) incluye por primera
vez en el curriculo de la Educacion Secundaria el sentido algebraico como componente del
sentido matemaético. Este sentido se relaciona con el reconocimiento de patrones y de relaciones
de dependencia entre variables. Ademas, esta intimamente ligado al lenguaje matematico, al uso
variado de representaciones, a la modelizacion y al uso de expresiones simbdlicas. La alusion
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concreta a capacidades o destrezas relacionadas con el lenguaje matematico, con la
representacion, la modelizacion y el uso de expresiones simbdlicas por parte de la legislacion
educativa vigente justifica la importancia del estudio de este tipo de aprendizajes.

El trabajo que aqui se expone desarroll6 e implementd una experiencia de aula centrada en
los procesos de simbolizacion y de notacion matematica del contenido concreto de progresiones
aritméticas. Las progresiones aritméticas es un contenido cuyo dominio requiere principalmente
destrezas asociadas al sentido algebraico y gran parte de las dificultades asociadas a la
complejidad matemaética del contenido se deben a la notacion especifica que se utiliza para
denotar los diferentes conceptos que lo componen.

El contexto curricular de la propuesta es la Ley Orgéanica 8/2013, de 9 de diciembre, para la
Mejora de la Calidad Educativa (BOE, 2013). En base al Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y
del Bachillerato (BOE, 2015), el alumnado de la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO)
iniciaba su estudio sobre el contenido de “progresiones aritméticas” en el tercer curso de la
etapa. Previamente no se preveia la ensefianza de conceptos relacionados con sucesiones y por
tanto tampoco se introducia notacion especifica de tales contenidos. Es por esta razén por la que
se selecciond el tercer curso de la ESO y el contenido general de sucesiones como el contexto
mas idéneo para desarrollar la propuesta didactica centrada en la notacion. A su vez, al ser la
notacion el centro de interés del estudio, se seleccion6 el contenido concreto de progresiones
aritméticas para llevar a cabo la intervencion pues presentan menor dificultad que las
progresiones geométricas y se evita asi que la dificultad de los contenidos pudiera obstaculizar
el logro de los objetivos de la propuesta didactica.

En resumen, las progresiones aritméticas son un contexto matematico de contenido
algebraico estrechamente ligado a una notacion muy especifica que hasta el tercer curso de la
Educacién Secundaria Obligatoria no se introduce al alumnado de esta etapa y por estas razones
se seleccion6 como un entorno conveniente para desarrollar la propuesta de innovacion docente
centrada en la notacion que se pretendia.

Ademas de un proceso de ensefianza-aprendizaje focalizado en la introduccion de la
notacién, otro aspecto innovador se llevo a la practica: el uso de metodologias activas y
participativas. Este trabajo sugiere un cambio de actitud con respecto a la idea que se tiene del
rol del profesorado en las clases de matematicas. Se buscé elaborar una nueva forma de trabajo
en el aula de modo que la construccién del aprendizaje se llevase a cabo por el propio grupo de
alumnos y alumnas aprovechando las individualidades del alumnado y la diversidad presente en
el grupo como oportunidades para el aprendizaje (Davis, 2013; Mason, 2018).

El presente trabajo partié de los resultados obtenidos por Sanchez (2018), en los que se
observo que el alumnado de tercero de la ESO tiene madurez suficiente como para abordar retos
antes de estudiar el contenido curricular de “progresiones aritméticas”, sin embargo, se
evidencio que, tras introducir el contenido, el alumnado presenté mas dificultades y errores a la
hora de enfrentarse a tareas concretas. Muchos de los nuevos errores y dificultades que
aparecieron provienen de la notacion puesto que el alumnado pierde la intuicion matematica al
intentar aplicar las formulas aprendidas. Al resolver tareas antes de aprender la notacion
asociada a las progresiones aritméticas, muchos alumnos y alumnas que después erraban, eran
capaces de resolver las tareas e incluso eran capaces de obtener una “férmula matematica”
expresada con sus propios términos y notaciones que basicamente representaba el término
general de una progresion. Este hecho justifico la siguiente pregunta que motivé la propuesta
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didactica expuesta en este articulo: ¢ Es posible que una notacidn de consenso entre el alumnado
favorezca el aprendizaje de las progresiones aritméticas?

Se propuso pues una secuencia didactica que abarcaba cuatro sesiones en las que se partiria
en todo momento del conocimiento previo del alumnado y cualquier aprendizaje surgiria del
didlogo y del consenso grupal. Con esta metodologia se pretendio ensefiar las progresiones
aritméticas partiendo de las ideas propias del alumnado, de su terminologia y su notacién
personal. Se buscd que el proceso de abstraccidn que se necesita para generalizar al trabajar con
progresiones se produjese progresivamente evitando introducir bruscamente una notacion
abstracta que dificultase la comprension del contenido.

1.1. Notacion asociada al contexto y notacidén de consenso.

Para abordar el disefio de la propuesta didactica, previamente se debid definir el concepto de
notacion, ejemplificarlo y hacer referencia a dos nuevos tipos de notacion que fueron los
utilizados en la intervencion llevada al aula: la notacion asociada al contexto y la notacién de
consenso. Entenderemos por notacion los conjuntos organizados de simbolos con caracteristicas
sintacticas, semanticas y funcionales concretas (Hernandez, 2002). Puesto que hay diversas
formas de dotar de significado un simbolo, se pueden tener diferentes notaciones de un mismo
concepto. En el caso concreto del contenido “progresiones aritméticas” los conceptos que
conforman este contenido pueden notarse usualmente de tres formas diferentes en funcion del
significado o el caracter de la progresién aritmética.

Una progresion aritmética puede definirse como una aplicacién del conjunto de los nimeros
naturales en el conjunto de los nimeros reales tal que la diferencia entre cualquier par de
imagenes sucesivas de la aplicacion es una constante. A su vez, una progresion aritmética puede
definirse como una lista ordenada e infinita de nimeros tal que la diferencia entre cualquier par
de valores sucesivos es una constante (Alcaide et al., 2015). Ambas definiciones podrian
considerarse “equivalentes”, sin embargo, la primera tiene un caracter funcional y la segunda, la
maés utilizada en libros de textos escolares, tiene un caracter mas numérico o de descripcion por
lista. En la tabla 1 se muestran estos significados y sus notaciones asociadas mas habituales.

Tabla 1
Notaciones usuales de las progresiones
Conceptos Notacién 1 Notacién 2 Notacion 3
NUmero natural n n n
NUmero real a a a
Término n-ésimo o(n) an an
Diferencia d D d
Progresion aritmética {x} {(1,a1); (2,a3); ...; (n,a,)} (ay)

Caracter de la definicion

., . Funcional Funcional/Lista Lista
de progresion aritmética

Tras definir el concepto de notacién y en base al estudio de Sanchez (2018), se entiende por
notacién asociada al contexto como aquella notacion que estd estrechamente ligada a la tarea,
actividad, problema o ejercicio en la que se utiliza. Un ejemplo de notacion asociada al contexto
es la propuesta por el alumnado para la siguiente tarea:
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Esta mafiana, antes de ir a clase, se te ha ocurrido subir una fotografia a tu red social
favorita. Para ver el impacto que tiene, puedes observar el numero de “me gusta” que va
obteniendo cada hora. A las 08:00 tenia 5 “me gusta”. A las 09:00y a las 10:00, vuelves a
mirar la foto y observas que los “me gusta” son 25 y 45 respectivamente. A las 12:00 la
foto tiene 85 “me gusta”, pero sera la ultima vez que puedas mirarlo.

a) ¢Podrias saber cudntos “me gusta” tendrd la foto a las 17:00? ;Y a las 22:00?

b) ;Cudntos “me gusta” tendrd la foto pasadas 96 horas desde las 08:00?

¢) ;Cuantas horas deben pasar para que los “me gusta” lleguen a 945?

d) ¢Podrias calcular cudntos “me gusta” tiene la foto si conoces el mimero de horas que

han pasado desde las 08:00?
En la Figura 1, se observan diferentes representaciones simbdlicas propuestas por el
alumnado del grupo en que se llevo a cabo la intervencion.

Figura 1

Notaciones asociadas al contexto para la tarea descrita

a) ¢ Podrias averiguar cudntos *me gusta” tendrd la foto a las 17:00? oY alas 22:00? Explica
de forma razonada tu respuesta. )

©) Da una formula matemitica que permita caloular los “me gusta”, conocidas las horas que
han pasado desde las 08:00
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En la tabla 2 se muestran tres notaciones asociadas al contexto usadas por el alumnado para
esta tarea concreta.

Tabla 2
Ejemplos de notaciones asociadas al contexto
Notacion 1 Notacion 2 Notacion 3
Conceptos (asociada al (asociada al (asociada al
contexto) contexto contexto)
Numero natural (horas) h X X
Numero real (“me gusta”) “me gusta” MG y
Término inicial 5 “me gusta” 5 MG 5 “me gusta”
Diferencia 20 20 20
Progresion aritmética h-20+5 = “me gusta”  MG(x) = 20x+5 20x+5=y

Tras definir el concepto de notacidon asociada al contexto, se define el Gltimo tipo de
notacion que se utilizo a lo largo del trabajo: notacién de consenso.

Llamaremos notacion de consenso a aquella notacion que resulta de una convencién o

acuerdo por parte del alumnado de un grupo clase, partiendo de sus propias

representaciones simbdlicas.

En base a las notaciones asociadas al contexto mostradas en la tabla 2, una posible eleccién
convencional de notacion podria ser aquella que denote por h a las horas, por MG a los “me
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gusta” y al término general de la progresion con 20h + 5 = MG. Esta eleccion muestra el
caracter funcional de una progresion alejada de expresiones del tipo {x,,} o0 {a,}.

Esta propuesta de innovacion se apoyaré en la basqueda de una notacién de consenso para
las progresiones aritméticas. Para saber si es posible que una notacion de consenso entre el
alumnado favorece el aprendizaje de las progresiones aritméticas se propusieron los objetivos
de disefiar una Unidad Didactica (UD) que incluyese la discusion sobre la importancia de la
notacion y de valorar la propuesta de UD a partir de su implementacién y las observaciones y
resultados obtenidos en el aula. Estos objetivos se desarrollan a lo largo del articulo siguiendo la
siguiente estructura: la seccion que continta describe la propuesta de UD, las tareas que se
llevaron al aula y las sesiones de trabajo. Por Gltimo, en una tercera seccion se recogen las
observaciones del profesorado, los principales resultados obtenidos tras analizar la
implementacidn, las conclusiones a las que se llegaron y las sugerencias de mejora.

2. PROPUESTA DIDACTICA

Con respecto a la elaboracion de la UD, se comenz6 haciendo un andlisis didéctico (Rico, 2016)
del contenido matematico “progresiones aritméticas”, que puede consultarse en Moreno (2019),
y que justificé los siguientes elementos curriculares necesarios para la propuesta:

Los contenidos especificos que se derivaron del analisis de contenido son:

C1. Resolucién de problemas.

C2. Identificacién de progresiones aritméticas.

C3. Identificacién de elementos caracteristicos de las progresiones aritméticas.

C4. Representacién de los elementos caracteristicos de las progresiones aritméticas.

C5. Célculo de términos concretos de una progresion aritmética.

C6. Calculo del término general de una progresion aritmética.

C7. Eleccion de notaciones asociadas al contexto.

C8. Eleccion de una notacion de consenso.

Los objetivos especificos que se derivaron del analisis cognitivo son:

O1. Identificar los elementos caracteristicos de las progresiones aritméticas en secuencias

numericas.

02. Representar simbdélicamente los elementos caracteristicos de una progresion aritmética.

0O3. Modelar problemas utilizando progresiones aritméticas.

O4. Calcular términos concretos de una progresion aritmética.

O5. Obtener el término general de una progresion aritmética conocidos varios términos de la

misma.

O6. Apreciar la necesidad de la notacion en matematicas.

O7. Elegir una notacién de consenso para tareas concretas.

08. Elegir una notacion de consenso para las progresiones aritméticas.

Los errores asociados a la notacién y relacionados con el contenido a trabajar que se
seleccionaron para el estudio a partir de Socas (2007) son sintomas de dos tipos de dificultades.
Por un lado, destacamos la dificultad que conlleva identificar los elementos de las progresiones
aritméticas que se manifiesta con errores como confundir los simbolos del término a,,, con el
indice n de una progresion aritmética; errores al reemplazar el término inicial, la diferencia o el
indice en la férmula general de la progresion aritmética y errores al multiplicar el primer
término con la posicion en la expresion general.
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Por otro lado, el segundo tipo de dificultad que se considero relevante tener en cuenta fue la
dificultad a la hora de formular generalizaciones y justificaciones de los procedimientos. Esta
dificultad se manifiesta con errores como interpretar la expresion obtenida sin relacionarla con
la situacidn problema; usar expresiones matematicas que no corresponden a los términos de una
progresion aritmética; confundir los elementos de la progresion aritmética al realizar
operaciones y desconocer una representacion para la progresién aritmética. En la tabla 3 se
esquematiza la informacion mas pertinente relativa al analisis didactico y su temporalizacién a
lo largo de las cuatro sesiones que conforman la UD.

Tabla 3
Distribucion de elementos del analisis didactico por sesiones
L Sesion 2: Sesion 3: Sesion 4:
Sesion 1: Toma de . . L iy
Terminologia Notacion de  Evaluacion del
contacto
de consenso consenso proceso
Introducir el Elegir método
. contenido y plantear de resolucion ) . Evaluacion del
Obijetivos de . . Elegir notacion
., varias resoluciones consensuado y progreso del
la sesion . . de consenso
dadas por alumnosy  terminologia de alumnado
alumnas COoNsenso
Obijetivos 01, 02, 03,
didacticos 01,02,03,04,05 01,03,04, 05 Todos 04, 05
Contenidos  C1,C2,C3,C4,C5, C1,C2,C3,C4, Todos Todos
didacticos Ce, C7,C8 C5,C6,C7yC8
Tareas Inicial ly?2 3,4y5 Final
Errores Todos Todos Todos Todos

2.1. Desarrollo de las sesiones

La unidad didactica se compuso de siete tareas diferentes, secuenciadas en cuatro sesiones.
Todas las tareas tuvieron una dificultad similar y permitieron trabajar todos los contenidos que
establecia el curriculo vigente. La finalidad del desarrollo del conjunto de tareas fue conseguir
elegir de forma progresiva una notacion de consenso para el contenido de progresiones
aritméticas que facilitase su aprendizaje. Se procuré en todo momento que el aprendizaje de los
conceptos partiese de los conocimientos previos del alumnado. La metodologia de trabajo se
bas6 de forma general en la resolucién individual o en pequefios grupos de las tareas y
posteriormente, en un debate en gran grupo en el que se habl6 de las diferentes resoluciones, de
los términos usados y sobre todo de la notacion que propuso el alumnado.

2.1.1. Primera sesién: Toma de contacto

En la primera sesién se introdujo el tema con una tarea inicial que se muestra en la Figura 2.
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Figura 2
Tarea inicial

Tarea | Alumno: Fecha: Alumno: Fecha:
inicial

Ayer, en el colegio, tu profesora dijo que hoy se realizaria una actividad con el mévil, de ¢) (Cudntas horas deben pasar para que los “me gusta lleguen a 945? Explica
modo que estaria permitido llevarlo a clase, aunque solo podria usarse para dicha razonadamente c6mo lo haces.

actividad. Esta maiiana, antes de ir a clase, se te ha ocurrido subir una fotografia a tu red
social favorita. Para ver el impacto que tiene, puedes observar el nimero de “me gusta”
que va obteniendo la fotografia cada hora. A las 08:00 tenas § “me gusta”. A las 09:00 y
a las 10:00, vuelves a mirar la foto y observas que los “me gusta” van por 25 y 45
respectivamente. A las 12:00 la foto tiene 85 “me gusta”, pero seré la wltima vez que
puedas mirar los que tienes, puesto que la profesora te ha quitado ¢l movil por usarlo
cuando no estaba permitido.

a) ;Podrias averiguar cuintos “me gusta” tendré la foto a las 17:007 ;Y a las
22:00? Explica de forma razonada tu respuesta.

RESPUESTA:

d) ¢Podrias calcular cuintos “me gusta” tiene la foto si conoces ¢l nimero de horas
que han pasado desde las 08:00? Explica por qué y como lo haces.

I' .El I l!l

RESPUESTA:

¢) Da una formula matemdtica que permita caleular los “me gusta”, conocidas las
horas que han pasado desde las 08:00.

b) ;Cuéntos “me gusta” tendra la foto pasadas 96 horas desde las 08:00? Explica
razonadamente como lo has averiguado.

RESPUESTA: ‘ 2

Al comenzar la clase, la profesora explicé brevemente las normas para hacer el ejercicio
que se les entreg6 a continuacion. Se trata de una tarea que se debe resolver de forma individual,
teniendo en cuenta el espacio para contestar y sin olvidar poner el nombre. Se especifico al
alumnado que tenian un tiempo aproximado de 40-45 minutos para resolverla y que no se
responderia a ninguna duda que les surgiese por lo que tendrian que escribir y responder lo que
considerasen adecuado.

Tras explicar las normas, se repartio la tarea, se trabajé de forma individual durante el
tiempo marcado y se recogid. En los quince minutos aproximados restantes de clase se llevé a
cabo un debate, se pregunt6 al alumnado por la resolucion llevada a cabo y se pusieron en
comun varios métodos de resolucion de la tarea. A la hora de la puesta en comun, se
distinguieron en la pizarra los elementos més relevantes de las progresiones aritméticas, pero sin
nombrarlos (indices, términos, orden, etc.). Es importante tener en cuenta la importancia de no
influenciar al alumnado con ningun tipo de terminologia o de notacion respetando sus
propuestas personales y usando en la medida de lo posible términos estdndares como “nombre”,
“numero” o “lugar”.

2.1.2. Segunda sesion: Terminologia de consenso

Durante el desarrollo de esta sesion, se pretendié consensuar un método de resolucion de
problemas del mismo tipo de la tarea inicial. (O una serie de “convenios” con los que toda la
clase estuviese de acuerdo y que sirviese para trabajar con progresiones aritméticas). Para ello,
se propusieron las dos tareas que se muestran en la Figura 3, para que se buscase un consenso
en la resolucion de cada una de ellas. Finalmente se generd la necesidad de consensuar una
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terminologia identificando en todas las resoluciones consensuadas los elementos caracteristicos
de las progresiones aritméticas.

Figura 3
Tareas 1y 2

Alumno: Fecha:

Tarea 1:

Tienes un saco de semillas antiguo que quieres plantar. En la etiqueta del saco pone que
ese tipo de planta tarda unos cuatro meses en brotar y que es muy importante la época en
la que se siembre la semilla, pero no viene indicada la fecha mas adecuada para hacerlo.
Decides plantar cada quince dias un puiiado de semillas y asi te aseguras que algunas van
a germinar.

La primera quincena que empiezas a ver germinar alguna semilla observas 17 brotes. La
segunda quincena ves que hay 32 brotes. Te preocupa que cada vez germinen mas
semillas y sigues observando la tierra en la que las has plantado. La tercera quincena ves
47 brotes y en la cuarta observas |62 brotes!

a) ¢Podrias averiguar cuantas quincenas han pasado desde que empezaste a ver los
primeros brotes si un dia cuentas 107 brotes?

b) (Cuantas semillas germinaran cuatro quincenas después de empezar a ver los
primeros brotes?

¢) Da una formula matematica que permita calcular los brotes, conocidas las
quincenas que han pasado desde que empezaste a ver los primeros brotes.

Tarea 2:

Empiezas a sospechar que tu mévil no funciona bien porque crees que te dura poco la
bateria y decides comprobarlo. Cada noche pones el mévil a cargar y a la mafiana
siguiente, antes de salir de casa para ir al instituto lo desconectas del cargador y lo dejas
en tu habitacion con la bateria completa.

El lunes pasado, cuando llegaste a tu casa del instituto miraste el movil a la misma hora
y tenia un 96% de bateria. El martes, volviste a comprobarlo y tenia un 92% de bateria.
El miércoles, al repetir este “experimento” viste que tenia un 88% de bateria y, por tltimo,
para corroborar tu teoria, volviste a comprobar la bateria el jueves y tenia un 84%.

a) (Podrias averiguar qué dia de la semana es si tras volver del instituto miras el
moévil y le queda un 64% de bateria?

b) (Cuanto tiempo debe pasar para que al llegar a casa te encuentres el teléfono
apagado?

¢) Da una formula matematica que permita calcular la bateria del mévil, conocidos
los dias que han pasado desde el lunes.

Se comenz6 la sesion recordando la tarea resuelta en la sesion anterior y las diferentes
propuestas de resolucién que se expusieron. Posteriormente, se explicd que la clase en su
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conjunto tiene que elegir un Gnico método de resolucion de la tarea y que puede ser uno de los
expuestos en la sesidn anterior o bien puede ser una mezcla, pero el grupo entero debia estar de
acuerdo con el resultado final. Para desarrollar el debate de unos 20 minutos se les pregunto:
¢ Tienen todos esos métodos algo en comdn? ;Cuél os parece mas ordenado? ¢(Qué “nombres”
0s parecen mas logicos? ¢Preferis el orden de la primera propuesta y los nombres de la
segunda?...

De esta forma se consigui6 que el alumnado reconociese los procedimientos que se suelen
utilizar para trabajar con progresiones aritméticas (identificar los elementos caracteristicos,
organizar los datos, reconocer el patron, etc.). Tras elegir esa resolucién de consenso, se
realizaron las dos tareas propuestas para esta sesion con el fin de familiarizarse con el método.
La interaccion y la gestion del aula para las dos tareas fue la misma, se les entregd la tarea por
escrito y se les pidi6 que la resolviesen de forma individual o por parejas. Tras resolver cada
tarea, se pidio a varios alumnos o alumnas que la resolviesen en la pizarra y de nuevo se abri6
debate para consensuar la resolucién comuln aceptada por el grupo. Tuvieron un tiempo
aproximado de 16 minutos por tarea para resolverla y ponerla en comuin en la pizarra. Una vez
llegados a este punto, se considerd que el alumnado reconocia los elementos distinguidos de las
progresiones aritméticas y se generd entonces la necesidad de consensuar una terminologia
identificando en todas las resoluciones consensuadas los elementos caracteristicos de las
progresiones aritméticas.

Para generar la necesidad de elegir una notacién de consenso se abri6 un debate final de una
duracién aproximada de unos 8 minutos en el que la profesora destaco las similitudes entre las
resoluciones de las tareas. Por ejemplo, se sefiald que en las resoluciones hay dos tipos de datos
relevantes y una dependencia entre ellos ademas de un orden y un “patréon” que se sigue en cada
caso. Se generd asi una situacion en la que existia la posibilidad de unificar terminologias de tal
forma que sirviesen para todas las tareas propuestas. Para elegir esa terminologia de consenso se
les pregunto: {Como podemos llamar a los “niimeros” que nos dicen la posicion de los “datos™?
(Como podemos llamar a los “datos”? ;Coémo llamariais a la “formula matematica”?... Al final
se consiguieron una serie de términos para designar los distintos tipos de elementos distinguidos
de las progresiones aritméticas (indice, término, diferencia, término general...).

2.1.3. Tercera sesion: Notacion de consenso

Durante el desarrollo de esta sesion se pretendié consensuar una notacién general con la que
todo el alumnado estuviese de acuerdo y que sirviese para trabajar con progresiones aritméticas.
Esta sesion se dedic6 también a la resolucion de tres tareas que se muestran en la Figura 4 para
lo que se utilizaron los elementos caracteristicos de las progresiones aritméticas, su terminologia
y su notacién ya consensuada. Se busc6 asentar los conocimientos y mecanizar la utilizacion de
la notacion de consenso.

La tercera sesion comenzo recordando lo trabajado en la sesién anterior, la propuesta de
resolucion de consenso y la terminologia de consenso. Posteriormente se generd la necesidad de
“denotar” los términos con la justificacion de que puede ser muy tedioso escribir el nombre
completo de cada elemento cada vez que se quiera hacer referencia a cada uno de ellos. Se
explico al grupo que tendrian que elegir una notacion general teniendo en cuenta los términos
seleccionados anteriormente. Se dedicé un tiempo aproximado de 20 minutos a este debate y
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Figura 4
Tareas 3,4y5

Alumno: Fecha:

Tarea 3:

La luz de la cocina de tu casa esta empezando a fallar, cada vez que le das al interruptor
para encender la luz empieza a “parpadear”, es decir, se enciende y se apaga durante un
tiempo hasta que se mantiene encendida por fin. La primera vez que le das al interruptor
para encenderla, la luz “parpadea” 7 veces. La segunda vez que vas a la cocina y le das al
interruptor, la luz “parpadea” 12 veces. La tercera y cuarta vez “parpadea” 17 y 22 veces.

a) ¢Cuantas veces parpadeard la luz si pulsas el interruptor 20 veces?

b) Da una formula matematica que permita calcular los “parpadeos”, conocidas las
pulsaciones del interruptor.

c) (Podrias averiguar cuantas veces han pulsado el interruptor si “parpadea” 42
veces?

Tarea 4:

En casa soléis actualizar el ordenador de sobremesa de forma habitual. Cada vez que se
actualiza el ordenador de tu casa, necesita completar mas pasos para terminar la
actualizacién. Cuando aceptaste la primera actualizacion del ordenador, necesitd
completar 7 pasos y en las dos siguientes actualizaciones, el ordenador completé 13 y 19
pasos respectivamente.

a) (Podrias averiguar cuantas actualizaciones lleva el ordenador si un dia necesita
completar 43 pasos?

b) Da una formula matematica que permita calcular los pasos a completar,
conocidas las actualizaciones.

Tarea 5:

Cada sabado pones la alarma del despertador en el movil a las 09:00 para ir a hacer
deporte, pero odias levantarse tan temprano asi que cada sabado cuando suena la alarma
le das varias veces a la opcion de “posponer”.

El sabado pasado, te desperto la alarma a las 09:00, le diste a “posponer” y te dormiste.
Volviste a oirla a las 09:08 pero le diste de nuevo a “posponer” y otra vez te dormiste. A
las 09:16 suena la alarma por tercera vez, pero sigues con mucho suefio y decides
“posponer” una vez mas hasta que a las 09:24 te levantas al fin.

a) ¢Cuantas veces has pospuesto la alarma si ha sonado pasado 2 horas y 40
minutos desde las 09:00?

b) (Podrias calcular cuantas veces has pospuesto la alarma si conoces el nimero de
minutos que han pasado desde las 09:00?

¢) Da una férmula matematica que permita calcular los “posponer”, conocidos los
minutos que han pasado desde las 09:00.

posteriormente se resolvieron en gran grupo las tres tareas planeadas con el fin de afianzar la
notacion elegida (Figura 5), dedicandose aproximadamente 15 minutos a cada tarea.
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Figura s
Respuestas del alumnado a la tarea 3
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Los tres grupos en los que se llevd a la practica eligieron una notacion funcional para las
progresiones aritméticas, consiguiéndose el consenso rapidamente, sin discrepancias y de forma
natural. Los tres grupos decidieron notar con “x” el indice de la progresion, con “y” el término
general y el resto de elementos no han sido denotados pues los representaban con una tabla para
cada tarea concreta.

2.1.4. Cuarta sesion: Evaluacion del proceso

Durante el desarrollo de esta ultima sesion se quiso conocer si la eleccion de la notacion de
consenso ayud6 al alumnado a comprender el contenido de “progresiones aritméticas”. La
sesion se dedico a la realizacion de una tarea final (Figura 6) de una dificultad similar a la
inicial que permitié comprobar la evolucién del alumnado. Al comenzar la sesion, la profesora
explico las normas para realizar la tarea que se debia entregar. La tarea debia hacerse de forma
individual, teniendo en cuenta el espacio para contestar y sin olvidar poner el nombre. Tuvieron
un tiempo aproximado de 45 minutos y no se respondieron dudas. Tras explicar estas normas se
les repartio la tarea y se recogio al pasar el tiempo estipulado. Para finalizar la clase, se abri6 un
debate final de unos 10 minutos en el que se comento la resolucién en gran grupo y se le pidio
al alumnado sus opiniones y consideraciones respecto a las tareas y la metodologia usada a lo
largo de las sesiones.

2.2.Evaluacion del alumnado
Para llevar a cabo la evaluacion del alumnado, se hizo una propuesta evaluativa acorde a la

metodologia utilizada. Puesto que el aprendizaje desarrollado ha sido un aprendizaje
cooperativo basado en la resolucion de problemas utilizando una metodologia activa y
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Figura 6
Tarea final

Tarea final: | *"™" Hecha: Alumno: Fecha:

Te han regalado la saga de libros de Harry Potter y vas a empezar a leértelos. El primer ¢) ¢Cuanto tiempo llevarias leyendo si un dia te lees 272 paginas? Explica
dia te lees 20 paginas y el segundo dia 34 péginas. Te esta gustando mucho la saga y el razonadamente cémo lo haces.
tercer dia te lees 48 paginas. Te enganchas completamente a la saga y el cuarto dia te lees
62 paginas y sigues aumentando el ritmo de lectura de la misma forma.
1) ¢Podrias averiguar cudnto tiempo llevas leyendo si un dia te lees 104 paginas?
LY si te lees 160 paginas? Explica de forma razonada tu respuesta.

RESPUESTA: ’

d) ¢ Podrias calcular cuantas paginas te lees cierto dia, si sabes la cantidad de dias
que llevas leyendo? Explica por qué y como lo haces.

b) ¢Cuintas paginas te leerds 31 dias después de empezar a Ieerte la saga? Explica

razonadamente como lo has averiguado.
RESPUESTA:

) Dauna formula matematica que permita calcular las paginas que lees al dia,
conocidos los dias que han pasado desde que empezaste a leer.

1 RESPUESTA:

participativa, la evaluacion y calificacion se hizo de forma grupal y por sesiones. Las tablas 4, 5
y 6 recogen las rubricas propuestas para la evaluacién y calificacion de cada sesion.

Tabla 4
Rabrica de evaluacién de la primera sesién
Identificadores 10 5 0

Mas del 40% del Entreel 40% y el 20% Menos del 20% del
Introduccién del  alumnado del grupo del alumnado del alumnado del grupo
tema resuelve la tarea inicial grupo resuelve la tarea resuelve la tarea inicial

sin errores. inicial sin errores. sin errores.

El alumnado se
muestra participativo a
la hora de explicar sus

El alumnado no se
muestra muy
participativo a la hora

. resoluciones. La .
Resoluciones del . de explicar sus ElI alumnado no se
mayoria resuelve de . L
alumnado resoluciones. Hay muestra participativo
forma correcta la tarea.
errores en las
Los errores que surgen .
. resoluciones que se
son corregidos por el
proponen

propio grupo.
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Tabla 5

Rubrica de evaluacidn de la segunda y tercera sesion

Identificadores

10

5

0

Tareas

Mas del 80% del
alumnado del grupo
resuelve las tareas.

Entre el 50% y el 80%
del alumnado del
grupo resuelve las
tareas.

Menos del 50% del
alumnado del grupo
resuelve las tareas.

Consensos

El alumnado se
muestra participativo a
la hora de debatir para
Ilegar a consenso. Son
criticos, argumentan vy
justifican sus opiniones
escuchandose entre
ellos.

El alumnado no se
muestra muy
participativo a la hora
de participar en el
debate, pero se
respetan entre ellos.

El alumnado no se
muestra participativo y
no se respetan entre
ellos.

Tabla 6

Rubrica de la evaluacién de la cuarta sesion

Identificadores

20

10

0

Progresion del
alumnado

Mas del 60% del
alumnado del grupo
resuelve la tarea final
sin errores.

Entre el 60% Yy el 40%
del alumnado del
grupo resuelve la tarea
final sin errores.

Menos del 40% del
alumnado del grupo
resuelve la tarea final
sin errores.

Notacién de
CONSENso

Méas del 80% del
alumnado utiliza la
notacion de consenso
al resolver la tarea
final.

Entre el 50% vy el 80%
del alumnado  del
grupo utiliza la
notacion de consenso
al resolver la tarea
final.

Menos del 50% del
alumnado del grupo
utiliza la notacion de
consenso al resolver la
tarea final.

En base a la rdbrica de evaluacion y a las valoraciones de la profesora que llevé a la practica
la UD se asignaron las puntuaciones a cada grupo que se muestran en la figura 7. La
participacion del alumnado fue muy alta, més del 80% del alumnado completaba las tareas en
menos tiempo del establecido para ello. La mayoria de los miembros de los grupos quisieron
salir a la pizarra a resolver los problemas y se lleg6 a consenso de notacion desde practicamente
la primera sesion. Por tanto, las puntuaciones obtenidas asociadas a los indicadores
“Resoluciones”, “Consensos” y “Tareas” son las maximas.

Figura 7
Calificacion final de los grupos

Sesion 1 Sesion 2 Sesién 3 Sesion 4

Indicad d !l Tareas Consensos Tareas Consensos Progreso Notacién Nota final
Grupo A: 5 10 10 10 10 10 10 20 85
Grupo B: 10 10 10 10 10 10 10 20 9
Grupo C: 5 10 10 10 10 10 10 20 8,5
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3. RESULTADOS OBTENIDOS Y CONCLUSIONES

La propuesta de unidad didactica fue llevada a la préactica en el Colegio Legamar, un colegio
privado del municipio de Leganés, al sur de Madrid. Es un colegio aconfesional, con un
alumnado que procedia de Leganés, Fuenlabrada y Getafe, de familias de nivel socioeconémico
medio-alto. La muestra seleccionada para la evaluacion de la propuesta estuvo compuesta por
72 estudiantes de 3° de la ESO, divididos en tres grupos: 3°A, 3°B y 3°C compuestos por 24, 23
y 25 alumnas y alumnos, respectivamente. Todos los grupos compartieron la misma profesora
para la asignatura de matematicas, quien llevé a la practica la unidad didactica siguiendo las
pautas explicadas en la seccion anterior.

Para evaluar la propuesta se hizo uso de las respuestas a las tareas inicial y final del
alumnado que conformaba los tres grupos en los que se llevé a la practica y de las apreciaciones
aportadas por su profesora sobre la dinamica de las clases. En la tabla 7 se muestra la
correspondencia entre las variables de estudio propuestas para analizar las tareas y las preguntas
gue conformaron las tareas inicial y final.

Tabla7
Correspondencia variables-preguntas
Preguntas
Variables ’ ) b) 2 d) €)
Identificacion del patron X X
Caélculo de Términos Concretos X X
Problema Inverso X
Generalizacién X X

Una vez detalladas las variables de estudio se asignaron puntuaciones a los diferentes logros
gue se podian dar con cada variable y se obtuvieron las puntuaciones del alumnado. En la figura
8 se recoge esta informacion: el nimero de alumnos y alumnas que alcanzaron cada logro de las
variables de estudio, tanto en la tarea inicial (IPO, CTO, P10, GNO), como en la tarea final (IP1,
CT1, PI1, GN1). Ademas, la ultima columna nos indica el nimero de estudiantes que utilizaron
la notacion de consenso (Not. Cons.) en la tarea final. La cifra que se encuentra en la fila del 0
muestra el alumnado que no us6 la notacion de consenso y la que se sitla en la fila del 1 el que
si la utilizo.

Figura 8
Puntuaciones globales
Datos globales: 1PO CT0 PIO GNO 1P1 CT1 PI1 GN1 Not Cons
0 4 9 6 9 8 5 4 4 7
0,33333333 1 20 5 12 S T 4 8
A+B+C Totales:  0,66666667 11 6 28 4 7 5 5 2
1 56 37 33 47 59 55 59 58 65
Suma: 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Media 0,884259 0,662037 0,740741 0,745370 0,898148 0,842593 0,884259 0,861111
Varianza| 0,066227613 0,14551817 0,09146235 0,14238828| 0,06146757 0,09693966 0,07561728 0,08998435
Mediana 1,000000 1,000000 0,666667 1,000000] 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000

Si se observan los datos globales, el nimero de alumnas y alumnos que en la tarea inicial
obtuvieron puntuaciones de 0, 1/3 y 2/3 disminuye en todas las variables con respecto a la tarea
final. Se trata de un dato llamativo que conlleva ademés que el nimero de estudiantes que
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obtuvieron 1 punto en las diferentes variables aumentd considerablemente. Las medias de las
cuatro variables aumentaron y la que lo hace de forma menos acusada es la Identificacion del
Patréon (IP). También, la varianza de cada variable disminuyo, lo que indico que los datos
obtenidos de la tarea final estdn mas proximos a la media que los obtenidos de la tarea inicial.

Con el fin de analizar la tipologia de errores que se presentaron en la tarea inicial y final, se
diferenciaron cinco tipos de errores: “despistes”, no considerar el término inicial de la
progresion al hacer calculos o al generalizar, no considerar resoluble la tarea por no ser realista,
interpretar la tarea como un problema de proporcionalidad y error al generalizar o al hallar el
término general de la progresion. En la figura 9 quedan recogidos los datos obtenidos al corregir
las tareas.

Figura 9
Errores globales
Grupo Ndmero PO CcT0 PIO GNO Suma 1P1 CT1 PI1 GN1 Suma
Tipo 1: 10 9 B 0 24 8 5 6 4 23
Tipo 2: (] 13 20 6 39 o 8 3 2 13
Tipo 3: 3 2 3 3 9 0 0 0 0 0
MB1C  (Errores Tipo 4: 2 3 3 2 10 0 0 0 0 0
Tipo 5: 4 7 8 14 33 s 4 4 7 20
Suma: 17 34 39 25 115 13 17 13 13 56

Como se puede observar en la figura 9, el nimero de errores disminuyd en todas las
variables y, ademas, en su totalidad pasé de ser 115 a 56. En la tarea inicial hubo mas variedad
de errores mientras que en la tarea final los errores del tipo 3 y 4 desaparecieron. Se pudo
afirmar que, tras introducir el tema de progresiones, el alumnado no utilizé proporcionalidad
para dar respuesta a las tareas ni se mostrd critico con la situacion planteada. También se
observo que se mantenian errores de tipo 1, 2 y 5. Los de tipo 1, ocasionados por despistes, son
inevitables y los del tipo 2 se podrian explicar por la confusion que provoco la variable “paginas
leidas al dia” explicada en la siguiente seccion. Por ultimo, el tipo de error ntimero 5, el que mas
nos concierne, pasa de presentarse en 18 estudiantes a presentarse en 9. EI nimero de veces que
aparece este error sigue siendo considerable, pero se concentra en un menor nimero de
individuos.

3.1. Conclusiones y posibles mejoras

Tras evaluar la propuesta y a la vista de los resultados, se pudo afirmar que, al utilizar la
notacion de consenso, ninguna variable de estudio sufre disminucion en su puntuacion y en
particular el proceso de generalizacion. Se pudo concluir finalmente que la introduccion de las
progresiones aritméticas mediante el uso de la propuesta de innovacién ha ayudado al
aprendizaje de los grupos en que se ha llevado a la practica ya que evidencian mejoras en sus
resultados.

Por otro lado, haciendo hincapié en los errores asociados a las progresiones aritméticas
seleccionados, se concluy6 que la propuesta de UD contribuy6 a reducir a menos de la mitad el
namero de errores totales. Es mas, también se redujo més de un 50% la presencia del tipo de
errores ligados a la notacion, los de tipo 2 y 5, que pasan de ser 72 a 33.

Con respecto a las observaciones hechas durante las experiencias del aula, se destacé la
presencia de uno de los errores que mas se ha presentado en la tarea final: la falta de
justificaciones. Al tener una notacion que permite modelizar las tareas, el alumnado dejé de
utilizar el lenguaje natural para justificar sus ideas. Ademas, el hecho de haber utilizado tareas
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gue seguian el mismo esquema genero cierto desinterés o aburrimiento a la hora de enfrentarse a
ellas. La idea original para la propuesta de la UD fue seleccionar tareas de dificultad y
estructura similar para que estos factores no dificultasen el proceso de eleccion de una notacion
de consenso. Sin embargo, a la vista de la poca problemaética que supuso esta eleccion, se cree
conveniente introducir tareas que supongan un mayor grado de dificultad e incluso la
introduccion de nuevos contenidos como “la suma de los n primeros términos de una progresion
aritmética”.

Otro error concurrente en las resoluciones de la tarea final fue el utilizar en una misma tarea
dos expresiones del término general diferentes, cada una considerando un término inicial
distinto. Es decir, la pregunta ““;cuantas paginas te leeras 31 dias después de haber empezado?”
fue interpretada de dos formas diferentes. La variable “paginas leidas al dia” llevo a confusion
ya que parte del alumnado entendié que “después de haber empezado” no incluia el primer dia
pues seria el dia en que se comienza la lectura. La otra interpretacion si consider6 que pasaba un
dia desde que comienzas a leer hasta que llega el segundo dia. Para evitar este tipo de errores
seria conveniente especificar este hecho en los enunciados de las tareas. Otra posible propuesta
para continuar con la iniciativa presentada es realizar un tercer test mas espaciado
temporalmente con el fin de constatar si se mantiene el uso de la notacién de consenso con el
tiempo. También se considera relevante introducir al alumnado la notacion estandar de las
progresiones aritméticas tras llevar a la practica esta propuesta para investigar si el uso de la
notacion de consenso facilita el aprendizaje de la notacion estandar.
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