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Resumen: La presencia de las Matematicas en nuestro entorno es una ocasion adicional para aproximar
la disciplina al alumnado, desde puntos de vista proximos, y a la misma vez ensalzar el rico valor
patrimonial que nos rodea. Este articulo se centra en la obtencidn del nimero de plata mediante diversas
técnicas geométricas, tomando como punto de partida uno de los bastiones o torres de la catedral de
Almeria.
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Mathematics and patrimony: a study of the silver number

Abstract: The presence of Maths in our environment is an additional opportunity to familiarize students
with the discipline, from points of view that are familiar to them, and at the same time to highlight the
importance of the rich assets surrounding us. This article focuses on obtaining the silver number by
means of different geometrical techniques, taking as a starting point one of the bastions or towers of the
cathedral of Almeria.
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1. JUSTIFICACION

Las dltimas leyes educativas (desde LOE 2/2006, de 3 de mayo, hasta la actual LOMLOE
3/2020, de 29 de diciembre) han puesto el foco de atencidn en la necesidad de formar alumnos y
alumnas que alcancen unas destrezas, expresadas en términos de competencias, permitiéndoles
desarrollarse de manera integral en la vida adulta. Para ello, conscientes de que los ritmos de
aprendizaje son tan distintos como los individuos, se han promovido estrategias metodoldgicas
que en la actualidad parten de las situaciones de aprendizaje, entendidas como centros de interés
del alumnado, tratando de captar su atencion y motivar su formacion. Y el patrimonio histérico
reflejado en monumentos, constituye una ocasién para visibilizar las Matematicas y acercarlas
al alumnado, tanto para generar nuevo conocimiento como para contextualizarlas.

Una de las mayores dificultades a la que nos enfrentamos los docentes, es conseguir que el
proceso de ensefianza y aprendizaje se lleve a cabo de manera satisfactoria. Pero con frecuencia
observamos que el alumnado, y especialmente en la resolucién de problemas, no ha conseguido
entender el argumento que exponemos para encontrar la solucién, por lo que disponer de
estrategias diversas, con una dificultad graduada de complejidad, supone un verdadero aliciente
para el profesorado.

De forma reciproca, tener en nuestras manos un mismo problema que pueda ser abordado
con técnicas distintas, y por lo tanto resuelto desde los primeros cursos de la Secundaria hasta
con herramientas mas sofisticadas en Bachillerato, permite testar como la capacidad madurativa
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varia, poniendo de relieve la potencia de los distintos instrumentos matematicos, toda vez que se
puede ir simplificando la resolucion del problema.

2. CONTEXTUALIZACION

La catedral de Almeria es un monumento con pocos parecidos exteriores a la mayoria de las
seos que salpican la Peninsula Ibérica, pues atesora la doble funcion de ser catedral y fortaleza.
La unificacién territorial llevada a cabo por los Reyes Catdlicos, suponia por afiadidura la
hegemonia de la religion catdlica como el Unico culto tolerado. Aunque las diversas
capitulaciones firmadas al anexionarse los territorios del Reino nazari de Granada permitian a
sus habitantes proseguir con sus costumbres y respetaban su religion, en la practica, esta idilica
situacion se defenestro a los pocos afios.

La Almeria de finales del s. XV vy principios del XVI, sufri6 diferentes terremotos que
asolaron la ciudad y, en particular, la mezquita mayor que se habia convertido en una incipiente
catedral. La necesidad de erigir templos en los que se pudiera llevar a cabo el oficio religioso
era acuciante. Ser ademas una provincia con una amplia extensién de costa, permitia que los
piratas berberiscos realizaran incursiones, avidos de botin y espoleados por los habitantes del
Reino de Granada que se habian exiliado al norte de Africa, con funestas consecuencias para la
poblacion y sus haciendas (Rodriguez et al., 1975, p.3-5).

Asi, el 4 de octubre de 1524 tenia lugar el solemne acto de colocacién de la primera piedra
de la catedral fortaleza, auspiciada por el obispo fray Diego Fernandez de Villalan, que se
erigiria en un estilo gético tardio, y dara paso en las portadas al renacentista (Navacués y
Sarthou, 1998, p. 19). Como posicion avanzada respecto de la Alcazaba, la rudeza militar
impregna los flancos este, oeste y sur, desde donde con mayor probabilidad podrian tener lugar
los ataques a la ciudad provenientes del mar.

Al este, como suele ser comun en los templos y siguiendo las recomendaciones del
arquitecto e ingeniero romano Vitrubio, se ubicara el altar mayor precedido de tres capillas con
girola (Vitruvio, 1997, p. 107). La central, dedicada al Cristo de la Escucha, sirve también como
alojamiento eterno de los restos del impulsor de la obra, Villalan, en un marmoéreo sepulcro.
Desde el exterior, la torre tiene planta cuadrangular, pero al alzarse, sus lados se duplican
tendiendo a ochavarse. Con un patrdn idéntico, los baluartes que ocupan los vértices del lienzo
sur de la muralla, tienen la misma distribucion, como puede observarse en la Figura 1.

Figura 1
Torre que ocupa el vértice sureste del conjunto.
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El objeto del presente articulo, serd poner de manifiesto la relacion existente entre el lado
del cuadrado (L) y del octégono regular (1) inscrito en el mismo, que viene dado por el nimero
de plata 8 = 1 + /2. Esto es:

L=4§"-1

3. OBJETIVOS

El interés para una mejora del proceso de ensefianza y aprendizaje viene marcado por la
consecucion de unos logros, entre los que podemos destacar:

e Contextualizar en el patrimonio histérico aspectos matematicos.

e Visualizar los nimeros irracionales y la aritmética de los radicales.

e Fomentar la semejanza y el calculo de areas como herramientas basicas de célculo.

e Potenciar el uso del teorema de Pitagoras.

o Establecer sinergias entre la Geometria y el Algebra.

e Dar valor a la trigonometria como herramienta versatil al resolver problemas

geomeétricos.

e Emplear medios tecnolégicos, como GeoGebra, para ilustrar las situaciones

problematicas y hacer comprobaciones.

Para ello, se presentaran ocho demostraciones diferentes de la relacion L =6 - [,
recurriendo a técnicas geométricas que involucran elementales resultados como el teorema de
Pitagoras y el calculo de areas, la construccion del octoégono por corte sagrado, pasando por la
semejanza de triangulos, herramientas de trigonometria o una combinacion de estas y el teorema
de la bisectriz, que es a su vez consecuencia directa del teorema de los senos.

Aliados de la potencia del lenguaje algebraico y la resolucion de ecuaciones de segundo
grado, junto con el trabajo con radicales, podemos llevar a término las demostraciones
siguientes.

4. RESULTADOS

Para aligerar la notacion, si Py, P,,..., B, son los vértices consecutivos de un poligono de n
lados, denotaremos por Sp, p, p, al valor de su area. De manera adicional, y con el mismo
leitmotiv que permita simplificar la escritura, sea ABCD un cuadrado donde hemos inscrito un
octogono regular EFGHIJKL.

Es conocido que la medida de cada uno de los &ngulos interiores del poligono regular de n

. y 180(n—2 ; . .
lados viene dada por la expresion a, :¥, de donde los angulos interiores de un

octogono regular medirdn ag = 135°y por lo tanto sus suplementarios 45°.

Al observar la Figura 2, acabamos de demostrar que el tridngulo rectdngulo AEL es ademés
isosceles, donde por afadidura hemos empleado la notacion AE = AL =x, LE=EF =1y
AB =BC = L.
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Figura 2
Notacion.
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4.1. Construccién del octégono por corte sagrado.

Considerando la mitad de la diagonal del cuadrado de lado L, del teorema de Pitagoras se

desprende que su valor es g L. Usando esta medida como radio, podemos trazar desde Ay B

sendos cuadrantes de circunferencia que cortan al lado AB en los puntos F y E,

respectivamente, de donde AF = EB = ?L como muestra la Figura 3.

Figura 3
Corte sagrado.

Luegoﬁ=ﬁ=L—‘§L=@L.
PeroL =AE+EF +FB=1=221 411 C0) ) 0 v2)L=1>
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4.2. Comparando &reas (primera descomposicion).

Consideremos el cuadrado ABCD que refleja la Figura 4 y obtengamos los puntos medios de sus
lados, que notamos por las letras D',C’, B’ y A’. Evidentemente el poligono A’B’C’D’ es un
cuadrado, ya que los triangulos AD'A’,D'BC',C'CB' y A'B'D son rectangulos isosceles iguales,

. L l
pues comparten sus catetos cuya medida es =X+

Figura 4
Segunda demostracion.
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Al aplicar sucesivamente el teorema de Pitagoras en los triangulos AEL y AD'A’, podremos
obtener el cateto del primero y la hipotenusa del segundo. En efecto:

I V2
22 =P=>x=—=—1
V2 o2
2

(@D = (L)2 + (L) - AD =~
2 2 V2
Comparando las areas de las figuras en las que hemos descompuesto el cuadrado,

claramente se observa la igualdad:

Sapcp = 4S4p'a’ +Sap'c'p!

De donde:
. x+4) L\2 N 1212 N
L :4(T)+(ﬁ) = Lf = (x+§) +7=>7=[\/§<7l+5):|
:(%):(ng) :%=<1+g>l:L=\/§<1+g>l:

>L=(1+V2)l > L=6"1
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4.3. Comparando &reas (segunda descomposicion).

Figura 5
Tercera demostracion.

Trazando cuatro de las diagonales del octégono, paralelas dos a dos, observamos que el
cuadrado ABCD se descompone en cuatro cuadrados iguales al AEOL, el cuadrado OPQR
ocupando la posicién central, y otros cuatro rectangulos también iguales al EFPO (véase la
Figura 5). Esto es:

Sapcp = 4SapoL T Sopor + 4SgFpo

. 2 . .
Teniendo en cuenta que x = gl, la igualdad anterior se traduce en:

V2
LZ=4x2+12+41x=>L2=212+12+4l-7l=>L2=(3+2x/§)12=>

S12=(14V2) ' P>L=(1+V2)l = L=5"1

4.4. Comparando areas (tercera descomposicion).

Figura 6
Cuarta demostracion.
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Teniendo en cuenta la Figura 6, sea O el centro de la circunferencia circunscrita al
octogono. El tridangulo EFO es isosceles, ya que los segmentos EO = FO son radios de la

circunferencia, de donde la altura trazada desde O y de medida % divide al lado EF en dos
partes iguales cuya longitud es % la mitad del lado del octdgono.
Claramente AE = AL = LT_ly CoMO Supcp = 4845 + 8Sgro:
L-1)\2 L
12 =4(2_T)+8l.75=>L2 =ﬂ+2Ll=>2L2 =(L-D%*+4Ll >
>[2-21L-12=0
Dividiendo por 2 la ecuacién anterior y realizando el cambio de variable %= t, esta se

transforma en:
t2-2t—1=0
cuya solucién positiva es

L
t:7:1+\/§ = L=6"1
4.5. Empleando triangulos semejantes (primera descomposicion).

Figura 7
Quinta demostracion.

Con la notacion habitual que aparece en la Figura 7, y la condicion L = 2x + [, al cuadrado de

partida le hemos trazado una de sus diagonales. Claramente del teorema de Pitagoras se deduce
que tanto x = \/LE como que BD = v2L.
Los triangulos ABD y AEL son rectangulos e isésceles. En particular tienen los mismos

angulos, lo que permite afirmar que son semejantes, por lo que sus lados son proporcionales.

Esto es:

- N l
BD AB 2L 2x+1 2L 2-m+l 2L V2l+1
EL AE 1 X l L l !

V2=

S

>L=(1+V2)l=>L=5"1
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4.6. Usando tridngulos semejantes (segunda descomposicion).

Figura 8
Sexta demostracion.

o ¢ C

Al considerar nuevamente la circunferencia circunscrita al octégono, denotemos por r a su
radio y al igual que antes por O a su centro. El triingulo EOF es is6sceles luego la altura trazada
desde O es también la bisectriz del &ngulo EOF y por ser este un angulo central, su medida sera
A 360°

EOF = — = 45°,
8

Considerando ahora el triangulo OEK resulta ser rectangulo (pues EOK es un angulo central
y su medida viene dada por EOK = 2EOF = 90°) e isosceles, por lo que se tiene la igualdad
OKE = OEK = 45°.

Por otra parte, el segmento LO es perpendicular al lado KE, de donde PO es la altura
trazada desde O en el tridngulo EOK. Esto fuerza a que el triangulo KOP sea rectangulo
isosceles, de donde se desprende que PO = PK. Del teorema de Pitagoras se infiere que la
medida de estos lados iguales sera PO = PK = —. Este hecho nos permite obtener la medida

7

IP=I0—P0 = — L = Y21

del segmento LP = LO — PO =r N AR AL
Al prestar atencion sobre los tridngulos OO'F y EPL, resultan ser rectangulos y LEP un

angulo inscrito a la circunferencia, luego su medida es la mitad del angulo central

correspondiente, es decir:
-1 1_
LEP = KEL = ELOK = EEOF = 0'0OF.

Asi los tridangulos OO'F y EPL tienen dos angulos iguales, por lo que tenemos asegurada la
semejanza de los mismos y la proporcionalidad entre sus lados. De aqui que:

- L r
00 P ; 5 L 1 L
2 g T
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4.7. Recurriendo a herramientas de trigonometria.

Figura 9
Construccion geométrica de la séptima demostracion.
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Centrando la atencidn sobre el triangulo EOF de la Figura 9, podemos obtener la medida de
O'OF = 4750 = 22.5° y calcular el valor de su tangente sirviéndonos de la férmula del angulo

mitad. Asi:
Lo 2950 = ¢ 45°_ 1—cos45°_
g e =149 2 |14 cos45°

l
tg225°=%=
2

4.8. Mediante el teorema de la bisectriz.

Figura 10
Construccidn auxiliar de la octava demostracion.
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Consideremos el tridngulo rectangulo isésceles ABC de la Figura 10, en el que hemos
trazado la bisectriz AD del angulo BAC. Si denotamos por AB = BC = t, del teorema de

Pitagoras se sigue que AC = /2 t. De la misma forma al nombrar BD = s, se deduce que DC =
t—s.

Al aplicar el teorema de la bisectriz en el tridngulo ABC, se obtiene:

AB AC t 2t 1 2 t

_ === = > —-—=—> =t—s > =t>=>-=

570 s f—s s fs V2s=t—-s=>(1+V2)s=t . 1++2

Ahora bien, el triangulo ABD tiene los mismos angulos que el triangulo OO'F de la Figura
9, por lo que sus lados son proporcionales, esto es:

00" 4B t L

O'F D s 1

o]

N~ |

5. CONCLUSIONES

El extenso patrimonio histérico que nos rodea suele ser objeto de estudio por ambitos alejados
de las Matemaéticas, cuando estas aportan un nuevo punto de vista sobre los monumentos y nos
ofrecen la posibilidad de visualizar la disciplina en nuestro entorno.

El tratamiento realizado en el articulo, permite resolver el mismo problema con herramientas
sencillas en los primeros cursos de la Secundaria y abordar otras cuestiones propias de los
altimos cursos, como son el trabajo con radicales o las igualdades notables, asistidas de la
resolucion de ecuaciones.

Una vez estudiada la trigonometria, encontramos una nueva oportunidad para resolver de
manera elegante y breve el mismo problema, pero esta vez con procedimientos estandarizados
gue no requieren de razonamientos tan deductivos, haciendo que el alumnado pueda valorar la
potencia de las herramientas que emplea.
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