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Resumen

El aprendizaje del concepto de derivada ha sido ampliamente estudiado en Diddctica de las Matemdticas, debido
a que es fundamental en la construccion del aprendizaje del Andlisis Matemdtico. Asi mismo, son muchos los estu-
dios que investigan el aprendizaje de este concepto aplicado a otras ramas de conocimiento. Nuestra investigacion
se centra, en particular, en la aplicacion del concepto de derivada a la Cinemadtica. Nuestro objetivo es analizar el
uso que hace los estudiantes de Bachillerato del concepto de derivada cuando resuelve tareas en el contexto de la
Cinematica, para ello hemos adoptado la Teoria APOS como marco tedrico. Presentamos en esta comunicacion, un
estudio de caso, en el que los datos proceden de las respuestas de un estudiante de 2° de Bachillerato a un cuestio-
nario de cuatro tareas. Con él se muestra una evidencia de cémo el desarrollo del esquema de la derivada permite
que se establezca la transferencia de conocimiento entre ambas materias.
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Abstract

How the concept of the derivative is learnt has been widely studied in Didactics of Mathematics. It is essential in
the process of learning Calculus. Likewise, there are many studies that investigate how this concept is learnt applied
to other branches of knowledge. Our research focuses, in particular, on the application of the derivative concept
to Kinematics (the branch of Physics that studies motion). Our aim is to analyze the use that high school students
make of the concept of derivative when they solve tasks in the context of Kinematics. For this, we have adopted the
APOE theory as a theoretical framework. We present in this communication a case study. The data comes from the
answers of a last year high school student to a four-task questionnaire. Evidence is shown of how the development
of the derivative schema allows the transfer of knowledge between both subjects.

Keywords: APOS theory, derivative, kinematics, schema, study case, knowledge transfer.

INTRODUCCION

Si analizamos detenidamente el curriculo espafiol para las materias de Matematicas y Fisica, observa-
mos que la relacion evidente que se establece de manera histdrica entre ambas disciplinas aparece de
forma poco explicita o incluso confusa. Un ejemplo claro lo encontramos en el estudio de la Cinema-
tica (rama de la Fisica que estudia el movimiento sin atender a los motivos que lo provocan); donde
pese a que el estudio del concepto de la velocidad media aparece en 2° de la ESO no es hasta 4° de la
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ESO, donde se estudia en Matematicas el concepto subyacente al mismo de tasa de variacién media
(Real Decreto 1105/2014).

Dentro de las Didacticas de las Matematicas hay conceptos matematicos cuyo aprendizaje han sido
muy estudiados, es el caso del concepto de derivada puesto que su aprendizaje es uno de los pilares
que sustenta toda la construccion del Analisis Matematico (Fuentealba et al., 2019). Asi mismo, son
muchos los estudios que investigan el aprendizaje de este concepto aplicado a otras ramas de conoci-
miento como pudieran ser, la Economia (Ariza y Llinares, 2009) o la Fisica (Carli et al., 2020; Chris-
tensen y Thomson, 2012; Susac et al,, 2018).

En su estudio Christensen y Thomson (2012) investigan el uso que hacen los estudiantes de la inter-
pretacion geométrica de la derivada como pendiente de la recta tangente cuando responden tareas en
ambos contextos, matematico y fisico; concluyendo que los estudiantes tienen dificultades en tareas
matematicas que son similares a las que se preguntan en el contexto de fisica, indicando que algu-
nas de las dificultades para que se establezca la transferencia de conocimiento tienen su origen en la
comprension de los conceptos matematicos. Asimismo, Susac et al. (2018) en su investigacion conclu-
yen que aquellos estudiantes que han estudiado Fisica tienen menos dificultades en la interpretacion
geométrica de la derivada que aquellos que no han estudiado Fisica. Por otra parte, Carli et al. (2020)
en su estudio sobre el uso que hacen los estudiantes a los conceptos de derivada, integral y vector en
ambos contextos, fisico y matematico, concluyen que dominar el contexto de la matematica no es ga-
rantia de éxito en la resolucion de estas tareas en el contexto fisico.

El objetivo de nuestra investigacion es estudiar el uso que hacen los estudiantes de 2° de Bachillerato
(17-18 afios) del esquema de derivada en la resolucién de problemas de Cinematica. En particular,
presentamos un estudio de caso en el que se muestra como el desarrollo del esquema de derivada nos
da informacién de la transferencia de conocimiento entre ambas materias (Matematicas y Fisica).

MARCO TEORICO
Teoria APOE

Para comprender cdmo se desarrolla un concepto en la mente de un estudiante y como lo dota de
sentido, en nuestra investigacion consideramos la Teoria APOE (Acciéon-Proceso-Objeto-Esquema)
(Arnon et al., 2014). Acciones, procesos, objetos y esquemas, son las estructuras mentales que un estu-
diante construye a la hora de aprender un determinado concepto matematico, el paso por estas etapas
no es necesariamente secuencial. El mecanismo para pasar de un estado de construccién de conoci-
miento matematico a otro es denominado como abstraccion reflexiva. Los cinco tipos de mecanismos
que propone este marco son: interiorizacion, coordinacion, inversion, encapsulacion y generalizacion;
conllevan la construccion de las estructuras mentales de: acciones, procesos, objetos y esquemas.

Cuando una accién (transformacion directa y externa) se repite y se interioriza da lugar a un proceso
(estos se diferencian de las acciones de que pueden omitirse e imaginarse). El proceso se encapsula
en un objeto (nuevas acciones se pueden aplicar sobre el mismo) sobre el que se puede observar de
forma estatica todas las caracteristicas. Los objetos y procesos pueden coordinarse para formar nuevos
objetos y procesos. Finalmente, el conjunto de acciones, procesos y objetos pueden agruparse en un
esquema. Asi mismo, todos estos mecanismos pueden darse de forma inversa.

Dentro de la teoria APOE, otro concepto fundamental es el de la descomposicion genética, ésta es un
modelo hipotético que describe las estructuras mentales que un estudiante debe construir en el apren-
dizaje de un concepto. En el caso del concepto de derivada hemos adaptado para esta investigacion la
descomposicion genética del esquema de la derivada presentada por Font et al. (2016) al contexto de
la Cinematica.
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El esquema propuesto por el marco teérico APOE no es una estructura estatica, se desarrolla de forma
dindmica y progresiva en un orden denominado “la triada”: Intra-, Inter- y Trans-. En particular, en
el nivel Intra el estudiante se concentra en la repeticién de una accién y reconoce algunas relaciones
o transformaciones entre acciones sobre diferentes elementos del esquema. En el nivel Inter, el estu-
diante es capaz de construir relaciones y transformaciones entre los procesos y objetos que componen
el esquema. Finalmente, cuando el estudiante toma consciencia de las relaciones y transformaciones
posibles en el esquema y les da coherencia, se considera que el esquema construido esta en el nivel
Trans (Clark et al., 1997; Sanchez-Matamoros et al., 2006).

Transferencia de conocimiento

En 1999, Evans define la transferencia de conocimiento en Educacion Matematica como la aplicacion
de la materia académica de Matematicas fuera de su dominio, en este caso en el dominio de la Cine-
matica. Tomando como referencia el marco tedrico propuesto por Rebello et al. (2017), la transferen-
cia de conocimiento puede dividirse en dos tipos de asociaciones distintas: horizontales y verticales.
Esta primera, la transferencia de conocimiento horizontal, consiste en la activacion de una estructura
interna de conocimiento previo con la lectura de informacién explicita de un problema. Es este tipo de
transferencia la que se puede poner de manifiesto en un estudiante que haya desarrollado el esquema
de derivada. Por ejemplo, si un problema indica que un moévil se esta moviendo a 10 metros/segundo,
la transferencia horizontal se produce si el estudiante reconoce que dicha magnitud como la velocidad
y lo puede conectar a la derivada de una funcién posicion (Rebello et al. 2005)

METODOLOGIA

Este trabajo asume un enfoque cualitativo de caracter descriptivo. Se disefiaron dos instrumentos
para la seleccion de datos: un cuestionario (figura 1) y una entrevista clinica semiestructurada. El
cuestionario fue respondido por Miguel, estudiante de 2° de Bachillerato (17 afios) de la modalidad
de Tecnologia (optativas de Fisica y Dibujo Técnico), este estudiante en el momento de contestar el
cuestionario habia estudiado el concepto de derivada en Matematicas I (en el curso anterior) y habia
cursado la asignatura de 1° de Bachillerato Fisica y Quimica.

Cuestionario

El cuestionario se disefid a partir de la descomposicion genética del esquema de derivada de Font et al.
(2016) adaptada para esta investigacion al contexto de la Cinematica. Es un cuestionario de respuesta
abierta y consta de cuatro tareas que estudian el concepto de derivada aplicado a la Cinematica en sus
dos registros de representacion (algebraico-numérico y grafico) con el caracter global (en un inter-
valo) y local (en un punto) de la misma (véase figura 1). En dicho cuestionario se pedia al estudiante
las respuestas a las tareas y la justificacion de las mismas. La transferencia de conocimiento horizontal
entre las Matematicas y la Fisica puede observarse en la resolucion de cada tarea cuando el estudiante
interpreta el significado fisico de lo que le piden, asociandose la velocidad a la derivada de la funcién
de posicidn o la aceleracion a la segunda derivada de dicha funcién. Ademas, también puede eviden-
ciarse que reconoce dichas magnitudes cuando el estudiante usa las unidades correctas a las magnitu-
des pedidas (de la posicion, velocidad o aceleracion).

Las tareas han sido adaptadas de investigaciones previas y de libros de texto propios de la etapa edu-
cativa (Ariza y Llinares, 2009; Azcarate, 1990; Fuentealba, 2017; Sanchez-Matamoros, 2004; Vizmanos
etal, 2011).
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Entrevista semiestructurada

Tras la realizacion de este primer cuestionario, se realizé una entrevista semiestructurada sobre las
respuestas del estudiante al cuestionario. La entrevista se respondié en dias posteriores a la realizacion
del cuestionario, pues las preguntas que se hicieron tenian un caracter confirmatorio y se centraban en
pedir una mayor justificacion de la respuesta o en profundizar en la misma para poder clarificar cual
habia sido el proceso de resolucion de la tarea por parte del estudiante en el cuestionario. Para ello,
previamente a la realizacion de la entrevista, se examinaron las respuestas dadas por el estudiante a las
diferentes tareas del cuestionario.

Ademas, en la entrevista se afladieron nuevas tareas en contexto de las matematicas vinculadas a las
tareas del cuestionario inicial en el contexto de la cinematica con el objetivo de confirmar si se estaba
produciendo transferencia de conocimiento entre ambas materias, Matematicas y Fisica (Planinic et
al., 2012).

El procedimiento de analisis se ha realizado en dos fases considerando conjuntamente los datos proce-
dentes de cuestionario y entrevista. En la primera fase, se analizé cada una de las tareas, considerando
conjuntamente las respuestas dadas a cada una de las tareas del cuestionario y la entrevista. En la se-
gunda fase del analisis, se analizd la resolucion de todas las tareas.

TAREA 1:
Indica la velocidad media de un mévil que se mueve en una tinica dimension en los intervalos temporales [0,10],
[10,20], [20,30] y [0,40] a partir de su posicion en los distintos momentos:

Tiempo [s] 0 10 20 30 40

Posicion [m] 0 33 41 56 100
TAREA 2:
A) Indica la velocidad media de un mévil que se mueve en una unica dimension en los siguientes intervalos
temporales:

De 0 a 17 segundos.

De 0 a 11 segundos.

De 0 a 5 segundos.

De 0 a 2 segundos.

B)

a) (Hay algun intervalo donde la velocidad media es nula? Si lo hubiera dibujalo sobre la grafica. Justifica tu respuesta.
b) (Sabrias calcular la velocidad justo al comienzo del movimiento ? Justifica tu respuesta. ;Podrias dibujarla?

Pkl i

Supoher (jue larecta L es taﬁgenté a la gréfica de la posicion de un movil respecto del tiempo en el punto (2,3). ;Cual
seria su posicion a los dos segundos? ;Y su velocidad en dicho instante?
TAREA 4:

La distancia recorrida por un autobus en los cinco primeros segundos desde que sale de una parada viene dada por la
funcién f(t)=t2+2 . ;Qué velocidad llevara en el instante t=3 segundos?;Y en el t=4 segundos?
(Cual sera su velocidad instantanea para cualquier t? Justifica tu respuesta.

Figura 1. Cuestionario inicial para la recogida de datos.
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RESULTADOS

Los resultados obtenidos muestran que el desarrollo del esquema de la derivada, en el caso de Miguel,
le permite establecer transferencia de conocimiento entre Matemadticas y Fisica.

El desarrollo del esquema de derivada de Miguel se evidencia a lo largo de la resolucion de las dife-
rentes tareas del cuestionario en las que el estudiante utiliza de forma correcta elementos matematicos
en el contexto de Cinematica (elementos de Cinematica) en diferentes registros de representacion, y
establece relaciones y coordinaciones logicas entre ellos, poniéndose de manifiesto la sintesis entre los
diferentes registros.

Asi, tanto en la tarea 1 como en la tarea 2 (figura 1) aplica el elemento de la velocidad media como
cociente incremental de la posicion respecto al tiempo de forma correcta (figura 2).

Asi mismo, en el apartado B de la tarea 2, cuando responde a la pregunta (apartado a, figura 1) de
si hay algun intervalo donde la velocidad media sea nula afirma que “la velocidad media serd nula X
Ax=0, luego tendremos que buscar estos intervalos. Y son aquellos que tienen la misma posicion ini-
cial y final” (véase la figura 2). Muestra que domina el elemento de la Cinemitica de la velocidad me-
dia, este elemento lo tiene encapsulado en un objeto del que hace uso para responder a dicho apartado.
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Figura 2. Respuesta del estudiante al apartado B de a la tarea 2.

Con respecto a la segunda pregunta del apartado B de la tarea 2, aunque el estudiante identifica la ve-
locidad inicial como la pendiente de la recta tangente en el punto t=0 segundos, cuando se le pregunta
sobre el valor que tiene dicha velocidad no responde a la pregunta.

En ambas tareas lee correctamente los datos de las magnitudes espacio y tiempo, y las relaciona para
calcular la velocidad media. De igual forma, expresa todos los resultados con sus correspondientes
unidades de medida, evidenciando la transferencia de conocimiento asociando la velocidad media a
la tasa de variacion media de la funcién de posicion respecto al tiempo.

En la tarea 3, responde correctamente a la tarea preguntada (véase la figura 3). Utiliza el elemento
de Cinemadtica en registro algebraico-numeérico relativo a la velocidad instantanea; esto se evidencia
cuando el estudiante escribe “la velocidad instantdnea es dx/dt”, también en el registro grafico identi-
ficandola con la “pendiente de la recta tangente” en un instante determinado. En esta tarea se pone de
manifiesto que el estudiante considera la velocidad en un instante dado tanto como la derivada de la
posicion con respecto al tiempo y como la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho instante
en la grafica Posicion-Tiempo, manifestando la sintesis entre ambos registros algebraico-numérico y
grafico.

De igual forma, cuando se le pregunta en la entrevista por puntos de la grafica con velocidades instan-
taneas negativas responde correctamente con el valor de un punto y lo justifica:

Entrevistador (E): ;Puedes decirme algun punto de la gréfica con velocidad instantanea negativa?

Miguel (M): Cualquiera el que dx/dt sea menor que cero. A simple vista, supongo que estaria en este
intervalo (2,75, 8).
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Al igual que en las dos primeras tareas, Miguel contesta indicando las unidades de las medidas de las
magnitudes correspondientes. Ademads, Miguel en su resolucion, asocia la velocidad instantdnea a la
derivada de la funcion de posicion respecto al tiempo, evidenciandose de nuevo la transferencia de
conocimiento horizontal.

Pese a que en el cuestionario inicial deja la tarea 4 sin responder, justificandolo por “falta la velocidad,
no tengo tiempo” en la entrevista responde correctamente a la tarea y escribe la solucién a la misma.
Utiliza los elementos de Cinematica algebraico-numéricos globales relativos a la velocidad instanta-
nea en un cualquier instante de tiempo como la derivada de la posicion para cualquier instante y las
reglas de derivacion, véase la figura 4, “v=dx/dt=d(t*+2)/dt=2¢t"

PROCESO DE RESOLUCION (especifica todos los
pasos que llevan a la resolucion de la tarea)
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Figura 3. Respuesta del estudiante a la tarea 3.

Asi mismo, coordina estos elementos de Cinematica mediante la relacion “y légica” para resolver
correctamente la tarea, sustituyendo en la funcion velocidad hallada el tiempo por 3s y por 4s, para
encontrar la velocidad del mdvil en los instantes que le pide la tarea. Aunque calcule también la posi-
cidn, posteriormente es preguntado en la entrevista:

E: sEs necesario calcular la posicion?

M:  No, la calculo para que esté mas completo
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Figura 4. Respuesta del estudiante a la tarea 4 en la entrevista.

La resolucion correcta de la tarea 3 y 4 muestra que tiene los procesos de dichas tareas encapsulados
en el objeto velocidad instantdnea y que es capaz de aplicarlo en ambos registros tanto grafico como
algebraico-numérico.
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En la entrevista, se le pregunté también:

E: sQué relacion existe entre la posicion y la velocidad?

M:  v=dx/dtla velocidad es la derivada de la posicién respecto del tiempo.

Esto muestra que efectivamente tiene coordinado todos los elementos de la Cinematica necesarios
para resolver estas tareas.

Asi mismo, durante la entrevista se le facilito al estudiante el enunciado de las tareas 1, 3 y 4 sin el con-
texto de la Cinematica. El estudiante identifica las tareas como similares a las originales exceptuando
el cambio de contexto.

M:  Es exactamente la misma grafica, pero en el primer cuestionario era una actividad con las
derivadas aplicadas a un mévil y aqui te habla de una funcién cualquiera.

Miguel hace uso de diferentes elementos de la Cinemdtica, independientemente de su caracter local
o global y su registro de representacion grafico o algebraico-numeérico; por tanto, podemos catego-
rizarlo en el nivel Trans de desarrollo del esquema. Ademas, este nivel también se caracteriza, por el
establecimiento de relaciones en o entre los elementos que conforman el esquema, hecho que también
se evidencia en la resolucién de diferentes tareas del cuestionario en Miguel.

La transferencia de conocimiento entre las Matematicas y la Fisica puede observarse en la resolucion
de cada tarea en la medida en la que Miguel interpreta el significado fisico de lo que le piden, eviden-
ciandose en el uso de las unidades correctas a las magnitudes pedidas (de la posicién, velocidad o
aceleracion) y solo utiliza los movimientos estudiados en la instruccién previa, movimiento rectilineo
uniforme y movimiento rectilineo uniformemente acelerado, cuando corresponde (tarea 4). Por tanto,
Miguel transfiere horizontalmente el conocimiento entre la Fisica y la Matematica puesto que es capaz
de leer las tareas propuestas de forma idéntica en ambos contextos, aplicar el concepto matematico
subyacente al elemento de Cinematica y adecuar la respuesta segtin el contexto de la tarea.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El analisis de las respuestas al cuestionario de Miguel nos ha permitido inferir que se encuentra en
el nivel Trans de desarrollo del esquema puesto que utiliza los elementos de Cinematica de velocidad
media e instantdnea en ambos registros de representacion y establece relaciones entre ellos. Ademas,
el desarrollo del esquema en este nivel le ha permitido transferir el conocimiento entre las dos areas.

Tras el estudio de las respuestas de este estudiante, queda abierto al andlisis de la tematizacion del es-
quema de derivada (Fuentealba et al., 2017) aplicado a la resolucion de tareas de Cinematica por este
estudiante.

Los resultados de este estudio estan en coherencia con los concluidos por Christensen y Thompson
(2012) y Susac et al. (2018), en sus investigaciones. Segun Christensen y Thompson (2012) algunas de
las dificultades para que se establezca la transferencia de conocimiento tienen su origen en la compren-
sién de los conceptos matematicos; pero como se concluye en la investigacion de Rebello et al. (2017)
para que esta transferencia de conocimiento ocurra, es necesario que el estudiante tenga un esquema
robusto en el contexto inicial pero ademas, debe saber como aplicar estos conceptos matematicos a las
tareas de fisica. Asimismo, respecto a la investigacion de Susac et al. (2018), aquellos estudiantes que
mostraban una mayor comprension de los conceptos matematicos, controlaban el contexto de la fisica
y eran capaces de transferirlo a un contexto totalmente nuevo como el de las finanzas. Sin embargo,
en otras investigaciones como la de Planinic et al. (2012) o la de Carli et al. (2020) consideran que te-
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ner un esquema robusto en el contexto inicial es insuficiente y que la dificultad de la transferencia de
conocimiento entre ambas dreas radica en la separacion de la Fisica y la Matematica en su ensefianza,
haciendo que un mismo objeto sea identificado como distinto por los estudiantes dependiendo del
contexto en el que se estudie. Para estos investigadores, reconocer las matematicas en otro contexto
requiere también entender bien el otro contexto (que a veces, falla), junto con conocimiento matema-
tico (Planinic et al., 2012 p.1411). El estudio de esta cuestion sera analizado con mayor profundidad
en nuestra investigacion.
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