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Resumen

Este es un estudio de perspectiva discursiva e instrumental, en el que se analizan las oportunidades de aprendizaje
generadas en una discusion en gran grupo con el uso de GeoGebra. Se aplican métodos cualitativos e interpreta-
tivos para el estudio de datos de clase en el Grado de Magisterio de Educacion Primaria. Los alumnos resuelven
un problema de contenido geométrico relacionado con isometrias. Los datos se analizan a partir de un documento
entregado por parejas y de videograbaciones. La discusion se divide en episodios que se clasifican segiin el tipo de
orquestacion y seguin la naturaleza de sus acciones. El Software de Geometria Dindmica crea un entorno formal
para abordar las isometrias y el didlogo resulta esencial para la generalizacion de resultados.

Palabras clave: discusion en gran grupo, investigacion de disefio, isometrias, magisterio, oportunidad de apren-
dizaje.

Abstract

This paper, which is a discursive and instrumental perspective study, analyzes the opportunities to learn that are
generated in a whole group discussion with the use of GeoGebra. The method has been qualitative and interpreta-
tive. Future primary teachers who are studying at university solve a problem related with isometries and the data
is analyzed from a document delivered in pairs and from video recordings. The discussion is divided into episodes
that are classified according to the type of orchestration and to the nature of their actions. Dynamic Geometry Sof-
tware generates a formal environment to deal with isometries and the dialogue is essential for the generalization
of results.

Keywords: big group discussion, design research, isometries, primary teachers, opportunities to learn.

INTRODUCCION

El estudio de las oportunidades de aprendizaje matematico es una herramienta crucial para planificar
y gestionar secuencias didacticas efectivas. Por ello, la investigacién en didactica de las matematicas
experimenta una fuerte preocupacion en este sentido (Planas y Boukafri, 2019).

Este trabajo surge dentro de un proyecto de tesis doctoral en el que utilizamos métodos cualitativos e
interpretativos aplicados al analisis de datos de clase, en el grado de Magisterio de Educacién Prima-
ria. Se trata de una contribucion al estudio de la ensefianza y el aprendizaje de los movimientos rigidos
en el plano a partir de discusiones en gran grupo con el uso de la tecnologia. Para este estudio, se ha di-
seflado una secuencia didactica formada por cuatro problemas, tres de ellos de contenido matematico
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y el ultimo de corte didactico. En este articulo exponemos la clasificacion en episodios de la discusion
en gran grupo sobre el primer problema.

La comunidad de investigadores en Didactica de las Matematicas esta interesada en el desarrollo del
conocimiento profesional en los estudios de Magisterio en el area de geometria, en la que se vienen
detectando ciertas carencias (Ruiz-Lopez y Saenz de Castro, 2013). La mayoria de los estudios abar-
can distintas problematicas en torno a la adquisicién de conocimientos geométricos (Bustos Rubilar y
Zubierta Badillo, 2019), asi como la influencia que pueden desempeiiar las creencias y concepciones
de los profesores sobre el aprendizaje de los alumnos (Giacomone et al., 2018). Podemos encontrar
numerosas investigaciones dentro del grupo de trabajo Aprendizaje de la Geometria de la Sociedad
Espafola de Investigacion en Educaciéon Matematica (SEIEM). El analisis de las oportunidades de
aprendizaje, desde las perspectivas discursiva e instrumental, en un contexto de formacién de maes-
tros de Educacion Primaria es clave por el elevado interés que suscita en el momento actual.

El proposito general del disefio formativo es responder a la pregunta “sCémo se pueden potenciar
las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje de las isometrias en futuros maestros de primaria,
mediante la orquestacion de discusiones en gran grupo con el uso de la tecnologia?”. Para aproximar
respuestas a la pregunta de investigacion se plantean los siguientes objetivos fundamentales:

+ Estudiar la anticipacion, puesta en practica y evaluacion de una secuencia didactica con
discusiones en gran grupo utilizando la herramienta GeoGebra.

* Detectar oportunidades de aprendizaje de contenidos relacionados con movimientos rigi-
dos en el plano en el contexto de la secuencia didactica.

MARCO TEORICO

El aprendizaje matematico generalmente se produce cuando hay evidencias explicitas del aprovecha-
miento de alguna oportunidad de aprendizaje matematico (Morera, 2013). Luego, pocos temas de la
practica educativa dentro del aula de matematicas afectan tan directamente en el proceso de ensefan-
za-aprendizaje como la generacion de oportunidades de aprendizaje matematico.

Segun Cobb y Whitenack (1996) el aprendizaje matematico es un proceso de auto organizacién con-
ceptual y de enculturaciéon. Morera (2013) afiade la modificacién de estructuras procedimentales, de
gestion del conocimiento y de participacion en el entorno de enseflanza-aprendizaje. Asi, considera-
mos oportunidades de aprendizaje todas las situaciones que se dan durante un proceso de resoluciéon
de un problema en las que se presenta la posibilidad de que los alumnos puedan construir nuevas
conexiones o relacionarlas con el aprendizaje de nuevas formas de proceder. Se trata de situacio-
nes donde el contraste entre diferentes interpretaciones de la resolucion o de las normas de clase es
aprovechado como hilo conductor en la discusién. La relacién entre obstaculos y oportunidades de
aprendizaje esta presente en la base de experimentos de ensefianza que hacen aflorar interpretaciones
diversas de normas socio matematicas (Planas y Boukafri, 2019).

Morera et al. (2013) caracterizan las oportunidades de aprendizaje en tres tipos, segiin la orientacion
de sus acciones. El primer tipo son las orientadas a conocer un contenido matematico concreto, por
ejemplo, identificar un vector de traslacion. Otro tipo son las oportunidades orientadas al aprendizaje
de una estrategia, por ejemplo, aprender a recurrir a casos particulares. Por tltimo tenemos oportu-
nidades orientadas a actividades de autorregulacion, por ejemplo, aprender la necesidad de justificar
mediante argumentos.

Seguin Bustos Rubilar y Zubierta Badillo (2019), el hecho de que los estudiantes tengan la oportuni-
dad de intercambiar ideas o puntos de vista ayuda, no solo a mejorar sus validaciones, sino también
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a conocer el significado de justificar en el contexto de las matematicas. El analisis de interacciones en
clase puede utilizarse para detectar oportunidades de aprendizaje y continuidades en la participacion
(Planas y Boukafri, 2019). La matematica escolar se construye en la actividad diaria en el aula y debe
respetar la manera en la que el alumno se expresa. Esto abre la posibilidad de generar oportunidades
de aprender interpretaciones significativas.

Entendemos por orquestacién la manera que tiene un profesor de gestionar cada uno de los elementos
de una discusién (Morera, 2013). En nuestro caso estos elementos son los alumnos, el Software de
Geometria Dinamica (SGD) y la propia profesora. Todos deben interactuar para conseguir una pro-
duccién comun. Segun Drijvers et al. (2010) los tipos de orquestacion presentes en estas discusiones
son:

+ Demostracion técnica: Exposicion por parte del profesor de elementos técnicos de la he-
rramienta.

+ Explicacion de la pantalla: Esclarecimiento de lo que sucede en la pantalla por parte del
profesor.

+ Conexion pantalla-pizarra: El profesor establece la relacion entre lo que ocurre en el en-
torno dindmico y su representacion en un entorno estatico.

+ Discusion de la pantalla: Didlogo en gran grupo sobre lo que ocurre en la pantalla.

* Descubrir y mostrar: Utilizacion deliberada del trabajo realizado por un estudiante, iden-
tificado durante la preparacion de la discusion.

+ Trabajo del sherpa: La tecnologia es utilizada por uno o varios alumnos para presentar su
trabajo delante del resto o para responder preguntas planteadas por el profesor.

En el analisis de los datos del estudio utilizaremos los siguientes estadios propuestos por Morera
(2013), que aprecia modelos de actuacion potencialmente interesantes para la discusion en gran gru-
po: situacion del problema, presentacion de una solucion (argumentada), estudio de las diferentes
estrategias, estudio de casos particulares o extremos, contraste entre diferentes soluciones, conexion
con otras situaciones, generalizacion y contextualizacion, reflexion sobre el progreso matematico.

En relacion al esquema que adoptan algunas de las discusiones en gran grupo, Morera (2013) detecta
que cuando la orquestacion se centra en el profesor los estadios suceden de manera mas ordenada que
cuando se centra en los alumnos. Ademas, si un problema trata un gran niimero de estadios es proba-
ble que sea fecundo en oportunidades de aprendizaje. Para que se traten todos los estadios, una buena
anticipacion del problema es fundamental; aunque pueden influir otros factores como la dinamica de
participacion de los alumnos. Igualmente, la tecnologia puede ocasionar que un ejercicio se transfor-
me en problema, asi puede influir en su riqueza (Hershkowitz y Schwarz, 1999).

METODOLOGIA

La metodologia de la investigacion es cualitativa. A grandes rasgos, nuestra investigacion se encuentra
dentro del paradigma denominado “investigacion de disefio” (“design research”) con métodos inter-
pretativos aplicados al analisis de datos de clase (Molina, 2021). Asi, hemos planificado secuencias
formativas que implican el disefio de tareas, su implementacion efectiva y el analisis retrospectivo de
la experiencia. Tras cada implementacion, hemos realizado un proceso de reflexion iterativa que ha
permitido re-adaptar el disefio inicial. (Cobb, Jackson y Dumlap, 2016).

Los participantes son los 21 estudiantes de 4° curso de Grado de Magisterio de Educaciéon Primaria
(modalidad bilingiie) del Centro de Estudios CES Don Bosco (Adscrito a la Universidad Complutense
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de Madrid), dentro de la asignatura Matematicas y su Didactica III. La profesora que dirige el taller es
a su vez la investigadora. Ademas, tiene relacién con los participantes en el estudio, ya que es la pro-
fesora de la asignatura. La informacion se obtiene a partir del andlisis de las actividades de GeoGebra
entregadas por cada pareja a través del campus virtual y de videograbaciones de las discusiones en
grupo realizadas en las sesiones de clase.

La secuencia diddactica esta formada por cuatro problemas, los tres primeros sobre contenidos relacio-
nados con movimientos rigidos en el plano y el tltimo de corte didactico, ya que un problema impor-
tante en educacion matematica consiste en dilucidar qué tipo de conocimiento didactico-matematico
deberia tener un profesor de matematicas (Giacomone et al., 2018). En esta comunicacién exponemos
la caracterizacion de los episodios que se suceden durante la discusion en gran grupo del problema 1:

Una empresa ha disefiado un juego para niflos que permite armar figuras como el dibujo siguiente
(figura 1).

O
]
It

Figura 1. Problema 1.

Construye la figura anterior, aplicando un giro, una traslacion, una simetria y una simetria deslizante
a las piezas siguientes, segun corresponda (figura 2).

Sefala en cada pieza, mediante un cuadro de texto, el nombre del movimiento que has aplicado y su(s)
elemento(s).

[R]+ 73] ole)€ )=« Se Q=
@

o
7
"

Jol

Figura 2. Imagen del SGD.

La aplicacion de esta actividad se llevé a cabo en dos sesiones. En la primera, los estudiantes traba-
jaron en parejas, que formaron por afinidades personales, en el aula de informatica con el uso del
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SGD GeoGebra. En la segunda, tuvo lugar la discusion en gran grupo en el aula-clase que dispone de
Pizarra digital interactiva (PDI), donde se proyecta la solucién de una pareja que realiza el trabajo del
sherpa (Drijvers et al., 2010).

Para el analisis de los resultados nos centramos en los elementos que pueden influir en el aprendizaje
de los estudiantes y dividimos la discusion en gran grupo en episodios, fijindonos en la interaccion
entre los participantes y en la influencia de la tecnologia. Todas las acciones perteneceran a un episo-
dio y seran analizadas. La naturaleza de los episodios esta caracterizada por dos elementos: tipos de
orquestacion (Drijvers et al., 2010) y estadios de la discusion (Morera, 2013). Estudiamos los segmen-
tos mirando solo una dimension, luego repetimos el procedimiento mirando la otra dimension. Asi,
los episodios estaran caracterizados por elementos de cada componente.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

El problema 1 tiene dos apartados con cierto paralelismo. El objetivo del primer apartado es trabajar la
eleccion y la construccion de movimientos rigidos con la excusa de formar una figura geométrica. En
el segundo apartado se pide identificar con su nombre a cada uno de los elementos construidos. Para
el analisis, ponemos atencién a los didlogos que tuvieron lugar durante la discusion en gran grupo.

Dividimos las acciones en diez episodios como se muestra en la tabla 1. Los episodios van acompana-
dos de un subindice, que conserva el orden cronoldgico en el que se sucedieron.

Tabla 1. Clasificaciéon de los episodios del Problema 1.
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Los estadios en los que la accidn se centra en la orquestacion de la profesora se sittian en las tres pri-
meras lineas de la tabla 1. Es ella quién, explicando en pantalla, situa los alumnos para empezar la
discusion conjunta después del trabajo en parejas en el aula de informdtica en la sesion anterior (e ).
A continuacion, invita a Cristina y Radhika a exponer su solucién. Para colocar una de las piezas han
aplicado un giro con un angulo determinado, pero tenian total libertad para elegir el centro de giro.
En el segundo episodio surge una discusion sobre la amplitud del dngulo de giro. La profesora y Cris-
tina concluyen que es importante indicar el sentido de giro cuando se hace referencia a la amplitud
del 4ngulo (e,). En la tabla 1, este episodio se ha considerado discusién en pantalla ya que tiene lugar
una discusion conjunta sobre lo que ocurre en el SGD. Cristina comienza presentando una solucién y
después se estudian distintas estrategias para argumentar.

En el siguiente episodio (e,) Radhika contintia contando cémo han construido la figura que se pedia.
Han aplicado a otra pieza una simetria axial. La clase se hace consciente de que no existe libertad
para colocar el eje de simetria, pues depende de donde se haya colocado el centro de giro de la pieza
anterior. Se revisa la nocion de simetria, el elemento fundamental es el eje e invierte la orientacion.
Este episodio se ha clasificado en la tipologia descubrir y mostrar, pues Radhika expone una soluciéon
que se utiliza deliberadamente para discutir sobre la libertad de eleccion del eje. Se conecta con otras
situaciones en las que la pieza podria haber sido la primera en moverse, por lo que existiria libertad
total de colocacion del eje. También se podrian haber realizado previamente otros movimientos que
condicionaran a colocar el eje en otra posicion.

Cristina explica que han aplicado una simetria deslizante a otra pieza (e,). Esto da la oportunidad de
revisar la definicién de este movimiento. Poniendo en comun otras soluciones, los alumnos tienen la
oportunidad de aprender qué puede surgir de la composicidon de simetria y traslacion o traslacion y si-
metria. La profesora dice que los movimientos no son conmutativos (volvera sobre ello en el episodio
10). En este episodio, se concluye que no existe una tnica solucién y se hace necesario expresarse con
el lenguaje matematico adecuado. Lo clasificamos como trabajo del sherpa porque Cristina utiliza la
tecnologia para presentar su trabajo al resto de los participantes y responder las dudas de la profesora.
Ademas, se estudian diferentes estrategias para resolver o argumentar.

En el episodio 5 (e,) se recuerda el nombre del “centro de giro” y se recalca la importancia de diferen-
ciar entre recta y segmento. Es fundamental saber cudles son las caracteristicas del vector: médulo,
direccién y sentido. Utilizando el caracter dinamico del software, Cristina y Radhika son conscientes
de que han representado dos veces el mismo vector cuando no habian tenido intencion de que fuera
asi durante la elaboracion de la actividad en el aula de informatica. De nuevo, se hace esencial ex-
presarse con el leguaje matematico adecuado. Este episodio es una discusion conjunta sobre lo que
esta ocurriendo en la pantalla que genera un ambiente idéneo para la generalizacién de un resultado
encontrado.

Cristina y Radhika vuelven a sentarse en sus sitios en clase. En el episodio 6 (e,) tiene lugar conexion
pantalla-pizarra ya que la profesora utiliza una pizarra tradicional para anotar los resultados obteni-
dos en el entorno dinamico. Entre todos, recuerdan que los inicos movimientos rigidos posibles en el
plano son traslacion, giro, simetria o simetria deslizante. Debido a esto, la composicién de movimien-
tos cualesquiera en el plano originara uno de los cuatro. Varias alumnas plantean dudas y se pone de
manifiesto la necesidad de justificar las propiedades que se enuncian. En este episodio se conecta con
conocimientos matematicos que aun se tienen que introducir.

La profesora, en el episodio 7 (e,) vuelve a recordar la nocion de simetria deslizante que ya habia apa-
recido en el episodio 4. Es una demostracion técnica que sirve como balance de la puesta en comuin
para que los alumnos reflexionen sobre aspectos matematicos trabajados.
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Se estudia un caso particular de composicion de simetria y traslacion en el episodio 8 (e,): Cuando
el eje de simetria y el vector de traslacion son perpendiculares. En ese caso, la composicién origina
una nueva simetria. La discusion que la profesora provoca permite recordar las caracteristicas de una
simetria. Los alumnos afirman que les resulta visualmente mas sencillo si se sitda el eje de simetria en
posicion vertical y una alumna es capaz de auto-corregir un argumento equivocado. Este episodio se
considera una discusion en pantalla que permite la generalizacién y conceptualizacion.

El episodio 9 (e,) vuelve a ser una discusion en pantalla. En este caso se produce la conexién con otros
conceptos matematicos. Cuando la composicion de una simetria y una traslacion es una nueva sime-
tria, el nuevo eje de simetria es paralelo al inicial. La profesora argumenta este hecho empiricamente,
utilizando el arrastre. Cristina no se conforma con esta evidencia, pregunta dudas y asi, ejemplifica,
haciendo patente la importancia de preguntar dudas.

En el altimo episodio (e, ) se comprueba algo que ya se habia enunciado en el episodio 4: la compo-
sicion de una simetria y una traslaciéon no es conmutativa, aunque genere un movimiento rigido con
el mismo nombre. Para ello, la profesora vuelve a utilizar el arrastre. Es una demostracion técnica en la
que se conecta con conocimientos matematicos previos.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Segtin Morera (2013) la buena anticipacion del problema esta relacionada con el numero de estadios
que se tratan y esto influye en que podamos considerar que el problema sea rico. Se puede comprobar,
observando la tabla 1, que en este caso estan presentes todos los estadios.

Asumiendo la complejidad de analizar todos los factores que influyen en la riqueza de un problema,
consideramos que las dos caracteristicas fundamentales del disefio experimental de esta investigacion
son claves: el entorno tecnoldgico y el entorno colaborativo. Por un lado, el SGD crea un contexto
formal para abordar las isometrias. En diferentes episodios, la tecnologia ha permitido justificar em-
piricamente, mediante la modificacion de los elementos que intervenian en el problema. Por ejemplo,
si imaginamos el mismo problema en un entorno tradicional de lapiz y papel, el sentido de comparar
vectores (e,) se pierde si no se tienen conocimientos de geometria analitica, ya que se compararian
usando sus expresiones en coordenadas. Por tanto, es dificil un tratamiento de vectores de forma in-
tuitiva en un entorno no dinamico, lo cual si se ha llevado a cabo en la secuencia utilizando la tecnolo-
gia. Por otro lado, el entorno colaborativo ha sido esencial para la gestién del problema. Los alumnos
han llegado a formalizar con un detalle que no hubiera sido posible sin la discusion conjunta. Conclui-
mos, como Bustos Rubilar y Zubierta Badillo (2019), que el hecho de intercambiar ideas o puntos de
vista los ayuda a mejorar sus validaciones y a comprender el significado de justificar en matematicas.
En la mayoria de las ocasiones ha sido la profesora quien ha guiado al grupo a tratar el problema de
una determinada forma y es quién ha conectado con otras situaciones, pasando a ejemplos distintos a
los del problema. Podriamos pensar que es una discusion centrada en la profesora. No obstante, como
sefiala la distribucion de la tabla 1, muchos estadios han sido agrupados en las tres lineas inferiores,
lo cual demuestra que los alumnos han tenido un gran protagonismo. La profesora ha llevado a cabo
la orquestacion de la situacion, aunque si nos fijamos en la sucesion de los episodios, observamos que
hay saltos en el orden en lugar de seguir uno tras otro los estadios planteados.

Alo largo de este estudio se han abordado varios aspectos de los que extraemos recomendaciones di-
dacticas para profesores de matematicas. Consideramos fundamental que el profesor haga una planifi-
cacion adecuada de la clase de forma minuciosa, teniendo en cuenta las diferentes estrategias que pue-
den seguir los alumnos y que el uso del SGD puede modificar las caracteristicas del problema. Durante
el trabajo en parejas, el profesor debe permanecer atento a las diferentes actuaciones de los alumnos,
teniendo presente la anticipacion y los contenidos que se quieren conectar en la discusién. Después,
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se deben seleccionar procesos de resolucién que ayuden a encaminar el didlogo hacia los objetivos
que se habian propuesto. Se recomienda orquestar la discusion en gran grupo desde el andamiaje de
la solucion seleccionada para ser expuesta y de las intervenciones de los participantes. Asimismo, de-
ben introducirse preguntas que guien hacia los diferentes contenidos a tratar, pero permitiendo a los
alumnos actuar e intervenir por propia iniciativa.
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