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Resumen: En este articulo se describe el proceso para realizar animaciones en tercera dimension con el software
GeoGebra. Dichos modelos consisten en la visualizacion de las figuras, proporciones y cortes consecuentes de
la interseccién de un sélido con un plano transversal. Para realizar las construcciones, se utilizaran las
herramientas que brinda GeoGebra, como también conceptos basicos relacionados con la parametrizacion de
superficies. Ademas, se hace hincapié en la importancia de la creacién de recursos didacticos con el uso de la
tecnologia para la comprensidn de la visualizacion espacial para los estudiantes en el aprendizaje de conceptos
geométricos y como GeoGebra permite facilitar la transicidon de una visualizacién en segunda dimension a
tercera dimension.
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1. Introduccion

El uso de la geometria siempre ha sido indispensable para el desarrollo cientifico del ser humano, con
solo volver al pasado, se puede apreciar las sin fin de piramides y diferentes esculturas creadas gracias a
los diversos conceptos basicos geométricos que manejaban nuestros antepasados. Por esa razon es
fundamental el estudio de la geometria en nuestras a aulas. Es deber de cada pais velar en que su malla
curricular esté lo méas actualizada posible segun el grado académico que se imparta, relacionandolo con
las capacidades cognitivas de los estudiantes segun su edad.

Por otro lado, es importante tener los insumos suficientes para que la ensefianza de la geometria se dé en
las mejores condiciones, con el fin de obtener un aprendizaje significativo. En el caso de la geometria
espacial, como lo indica Ballestero y Gamboa (2010), su estudio contribuye significativamente al
desarrollo de las necesidades espaciales de visualizacion, por lo que es importante vincular la capacidad
matematica con la espacial.

En este trabajo se expondra sobre la importancia de la ensefianza de la visualizacion en tres dimensiones
(3D), utilizando modelizacion y animacion geométrica, teniendo como objetivo el dar una interaccion
béasica del uso del software GeoGebra.

2. Geometria en tercer dimension y plan de estudios del MEP

En el afio 2012, el Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica (MEP), decidio realizar un cambio
dréstico en el plan de estudios de matematicas, poniendo como eje central la resolucion de problemas,
también incorporando, eliminando y modificando distintos topicos estudiados en primaria y secundaria.
Dentro de los cambios se resaltan modificaciones en los temas de geometria espacial. La nueva malla
curricular del MEP (2012), propone que:
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La visualizacion espacial se introduzca con una manipulacion dindmica de los objetos.

Los temas de geometria se observen de forma espacial usando modelizacién geométrica.
Exista mas presencia en el “sentido espacial”.

Se debe enfatizar més en la visualizacion de formas en el espacio y no solo en sus formulas.

obhdRE

Anterior al cambio, se debia ahondar solo en el calculo de areas y volumenes de los solidos, dejando por
fuera el andlisis de su manipulacién y visualizacion. Con la nueva modificacion, los estudiantes deben
realizar dichos célculos, excluyendo el volumen, como también desarrollar habilidades de ubicacion
espacial, identificar los distintos cortes transversales que se generan en cada uno de los cuerpos redondos,
entre otros.

Por lo tanto, en la formacion general basica y diversificada costarricense, se desarrollan tépicos con
relacion a la geometria espacial, siendo los grados de décimo y undécimo donde se enfatiza mas. La
importancia de desarrollar una visualizacién espacial en los estudiantes va mas alla del concepto
matematico, segun Guzman (1996, citado en Gonzato et al., 2011):

Se trata de evaluar los procesos y capacidades de los sujetos para realizar ciertas tareas que
requieren “ver” o “imaginar” mentalmente los objetos geométricos espaciales, asi como relacionar
los objetos y realizar determinadas operaciones o transformaciones geométricas con los mismos.
También este tema ha recibido atencion desde un punto de vista del propio trabajo del matematico,
en los momentos de abordar la resolucion de problemas, formulacion de conjeturas, asi como en
otras areas diferentes de la geometria (p.2).

Como se indica anteriormente, el estudio de la tercera dimensién favorece a la imaginacion y abstraccion
del alumnado y agudiza de cierta forma las habilidades interdisciplinarias para generar pensamientos
optimos que favorezcan la resolucion de problemas, siendo este Gltimo, el eje central del MEP para la
formacion matematica.

3. Visualizacion de la tercera dimension

La geometria es un area de las matematicas que actualmente es considerada fundamental para la
formacion académica y cultural de la persona; esto debido a su facilidad para estimular un razonamiento
I6gico y desarrollar otras habilidades para visualizar, intuir, conjeturar, etc. Sin embargo, en la practica,
algunos docentes deciden dejar los contenidos de geometria para el final del periodo lectivo y no
profundizar en estos (Gamboa y Ballestero, 2010).

Segun Gamboa y Ballestero (2010), esta situacién desencadena en el estudiante la sensacion de ser una
rama dificil y de poca utilidad, por lo que no hay motivacion para aprenderla. Al no profundizar en las
habilidades y contenidos geométricos, no se desarrolla en el estudiante la capacidad de visualizar u
orientar y, por consiguiente, un déficit en la visualizacion de la tercera dimension. Dicha deficiencia en
la capacidad de visualizar afecta directamente el enfoque del MEP, que es la resolucion de problemas.

Para desarrollar la capacidad de visualizar en tercera dimension de los estudiantes, es importante
promover su sentido espacial. El sentido espacial es un sentido intuitivo de la forma y el espacio en el
cual estan implicados los conceptos geométricos y las habilidades de reconocer, visualizar, representar y
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transformar las formas (Rosenstein et al., 1996). Para desarrollar este sentido espacial es necesario
abarcar sus tres componentes: conocer las propiedades de figuras y formas, reconocer y establecer
relaciones geomeétricas y la ubicacion y los movimientos (Ramirez, 2014).

Ante la deficiencia y dificultad de desarrollar la visualizacidn en tercera dimension de los estudiantes sin
el material concreto adecuado, se han creado distintos softwares o aplicaciones que permiten una
manipulacion ideal de los elementos geométricos. El uso de estas Tecnologias de Informacion y
Comunicacion (TIC 's) para la visualizacion en tercera dimension facilitan al docente la tarea de
desarrollar estas habilidades y ademéas permiten al estudiante generar su propio conocimiento.

4. Curvas, superficies y parametrizacion

Para la construccion de diferentes animaciones interactivas para visualizar y modelar las diferentes
curvas y superficies, es importante conocer de forma bésica el desarrollo matematico de estas, asimismo
el trabajo que lleva su representacion paramétrica, sin entrar en gran detalle se definen estos dos
conceptos, los cuales serdn de suma importancia conocerlos para el uso éptimo del software GeoGebra
a la hora de generar dichas construcciones.

4.1. Curvas

Segln Pérez (2014), indica que una idea intuitiva de curva es la de una trayectoria en el espacio de una
particula en movimiento, en cada instante esta estard en un lugar concreto, lugar que depende de un
parametro (que se puede ver como la variable tiempo), esta trayectoria debe ser suave. Imaginese
entonces a un motorizado siguiendo una carretera (que no tiene huecos, ni picos), el cual anda repartiendo
la correspondencia a una casa.

Si se quiere definir una curva de forma mas elaborada entonces se podria indicar que, una curva
parametrizada es una aplicacion diferenciable tal que:

a:l - R? a(t) = (x(t),y(t).z(t)), teR
4.2. Superficies

Pérez (2014), explica que una superficie es un subconjunto en R® donde cada punto tiene un entorno
similar a un trozo de plano que ha sido suavemente curvado. Imaginese entonces, un mantel, el cual se
coloca en una mesa redonda, este mantel, es suavemente combado tal que toma la forma de dicha mesa.

De forma un poco més formal, una superficie se puede definir parametrizadamente como:
X:U-R3/X=Xuv)=(xWwv),yuwv),zu,v)) conU c R?

Cabe destacar, que ambos conceptos son fundamentales para generar diferentes animaciones con el
software GeoGebra, se recomienda no solo quedarse con estas dos nociones, sino mas bien indagar de
forma exhaustiva estas definiciones, ya que ayudard al buen manejo del programa mencionado
anteriormente.

11



XII Festival Internacional de Matematicas - XXII Congreso Nacional de Ciencias, Tecnologia y Sociedad
5. El software GeoGebra y la visualizacion 3D

El software GeoGebra es un programa disefiado especificamente para la ensefianza y el aprendizaje de
las Matematicas. Dentro de las herramientas y funciones que tiene GeoGebra esta la manipulacion, tanto
de figuras planas (recta, circunferencia, poligonos, etc), como de cuerpos sélidos y figuras en tercera
dimension (esfera, cilindro, cono, etc).

GeoGebra categoriza las diferentes figuras o elementos geométricos que se pueden construir
dependiendo de si se encuentra el usuario en la “Vista Grafica 3D” (tercera dimension) o “Vista Grafica”
(dos dimensiones).

Dentro de la “Vista Grafica”, GeoGebra permite crear:

e Puntos e Circunferencias

e Rectas 0 segmentos e Elipses

e Poligonos e Angulos
Figural

Vista Grafica — GeoGebra

[R] oAl 1 3B @O &) N 22 <)

¥ Vista Grafica
i Cr

Nota. Elaboracion Propia.

Dentro de la “Vista Grafica 3D”, GeoGebra permite crear:

e Puntos e Cuerpos solidos (piramide, cono, cilindro, prisma
e Rectas 0 segmentos y esferas)

e Poligonos e Angulos

e Planos e Deslizadores, imagenes, botones, etc

Ademas, permite interactuar entre las distintas construcciones y manipularlas de diversas maneras
(transformaciones en el plano).
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Figura 2

Vista 3D - GeoGebra TR RRIENT

* Vista Grafica 3D A

Nota. Elaboracién Propia.

El software permite que haya una relacion directa entre los elementos creados en la “Vista Grafica”,
“Vista Grafica 3D” y su representacion algebraica en la “Vista Algebraica”.

6. El software GeoGebra y parametrizacion

GeoGebra utiliza distintos mecanismos para ingresar las curvas que se quieren graficar, recordemos que
nuestro objetivo, es el de visualizar la tercera dimension, por lo que la vista que se utilizard en todo
momento serd “Graficos 3D”. Como se vio en la seccion pasada, el programa posee herramientas
predeterminadas y una barra de entrada que sera en donde ingresemos los comandos para generar las
curvas y superficies. Para un efecto de calidad, estas deben ser ingresadas en su forma paramétrica, en el
caso de las curvas se dispone de los comandos que pueden ser observados en la Figura 3.

Figura 3

Comandos de curvas

Entrada:|cun

Curval <Expresion=, <Expresion= <Parametro=, <Valor inicial=, <Valor final= )

Curval <Expresion=, <Expresion=, =Expresion=, =Parametro=, <Valor inicial=, <Valor final= )
Curvalmplicital =Lista de puntos=)

Curvalmplicital =fix, yy=)

CurvaTriangular{ <Punto=, =Punto=, <Punto=, <Ecuacidn= )

Curvatural =Punto=, =0bjeto (funcidn o curval= )

Nota. Elaboracién Propia.

De estas, la que se apega a nuestras necesidades sera la segunda, ya que con ella se grafican las curvas
en la tercera dimension. Observemos en la Figura 4, el como se ingresa la curva parametrizada y su
visualizacion en la tercera dimension:
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Figura 4

Visualizacion de curva

Entrada: Curva(-2sen(t), -cos(t), -2cos()}+2, 0, 2pi)|

Nota. Elaboracion propia.

Por otro lado, las superficies tienen también sus distintas entradas, las cuales pueden verse en la Figura
5.

Figura 5

Comandos de superficies

super o & 1

Superficie( <Funcién=, =Angulo= )
Superficie( <Curva=, <Angulo=, <Recta= )
Superficie( =Expresidn=, =<Expresidn=, =<Expresidn=, <Parametro 1=, <\/alor inicial 1=, =Valor final 1=, =Parametro 2=, =Valorinicial 2=, =Valor final 2= )

Nota. Elaboracion propia.

En este caso, serd la tercera opcidn la que se debe utilizar para generar superficies en donde sus valores
se ingresan de forma paramétrica, es importante observar que para las superficies se necesitan dos
parametros. Observemos en la Figura 6, el como se ingresa una superficie parametrizada y su
visualizacion en la tercera dimension:
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Figura 6

Visualizacion de superficie

Entrada (sen(u), cos(u), | +0.5,1,0,17,1,0,11/2)

Nota. Elaboracidn propia.
Ejemplo: Cono truncado

Para fines de este articulo, se creard una animacion de un cono truncado en la cual se utilizaran varias
herramientas del software GeoGebra, asi como la parametrizacion del cono. Al finalizar esta animacion,
el estudiante podré interactuar con la construccion y visualizar los cortes paralelos a la base, las dos
circunferencias que se generan por el corte, la razon de los dos triangulos rectangulos (que se forman con
la altura, radio y generatriz), ademas sera capaz de modificar el tamafio del cono, la distancia del corte
del cono y generar el cono truncado por si mismo.

Para la construccion de esta animacion, se necesita crear dos conos; el primero se crea con la herramienta
“Cono” que ya ofrece GeoGebra y el segundo se creara por medio de parametrizacion, este Gltimo sera
el cono truncado.

1. Para generar el primer cono, se necesita de un deslizador “Altura” que modifique la altura y el
radio de la circunferencia. Una vez creado el deslizador, se necesita un punto en el eje Z que
represente la altura. Posteriormente, crea el cono con la herramienta “Cono”.
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Figura 7

Cono dependiente del deslizador

~ Vista Grafica
L=

Altura = 5

Nota. Elaboracidon propia.

2. Ahora, genere un deslizador “Corte” cuyo valor maximo sea el deslizador anterior. Este
deslizador representa la altura del corte. Construya un punto en el eje Z que dependa del
deslizador “Corte” y con la herramienta “Plano paralelo” (dando clic al punto en el eje Z y al
plano de la base) construya el plano que simula el corte. (Si considera necesario, con la misma
herramienta puede sustituir el plano base que trae la “Vista Grafica 3D”).

Figura 8

Cortes en el cono

[~ Vista Gréfica
A C~

Altura =5

Corte =2

Nota. Elaboracidon propia.
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3. Con la herramienta “Interseccion de dos superficies”, construya la circunferencia de la base y la
generada entre el cono y el corte. Ademads, con la herramienta “Punto” genere un punto que
pertenezca a la circunferencia de la base. Ahora, con la herramienta “Segmento” construya el
triangulo rectangulo formado por el centro de la base, el vértice y el punto en la circunferencia
de la base. Por ultimo, con la herramienta “intersecciéon” marque el punto entre la hipotenusa y el
plano del corte y construya el segmento entre ese punto y el centro de la segunda circunferencia.
De esta forma se visualiza la semejanza entre los tridngulos.

Figura 9

Semejanza de triangulos

D ——

Nota. Elaboracion propia.

4. Genere una casilla de control para ocultar el cono, otra para los planos, otra para las
circunferencias y otra para los lados del tridngulo. De esta forma, si las cuatro casillas estan
desactivadas, solo se visualizan las casillas y los deslizadores.

5. Ahora debe crear un cono por medio de parametrizacidn. Para ello debe ingresar el siguiente
comando en la barra de entrada:

(Superficie(r*cos(t), r*sen(t), r, r,0,6, t,0,2pi))
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Figura 10

Cono generado con parametrizacion

Nota. Elaboracion propia.

Entrada: Superficie(*cos(f),*sen(t),,,0,6,:,0,2pi)

6. Modifique los pardmetros para que el cono se oriente correctamente y la altura dependa del
deslizador “Altura”. Ademas, modifique los parametros para generar el efecto de cono truncado
y que dependa del deslizador “Corte”. Modifique, en “Propiedades”, el grosor del trazo para que
tenga una apariencia mas nitida. EI comando quedaria de la siguiente manera: Superficie (r cos(t),
r sen(t), -r + Altura, r, Altura - Corte, Altura, t, 0, 27)

Figura 11

Cono parametrizado con deslizadores

4 4

———

Altura = 6

€7 Redefine x
Superficiem
Superficie(r cos(t), r sen(t), -r + Altura r, Altura - Corte, Altura, t, 0 2rr]| a

Propiedades... OK Cancela Aplicar

Nota. Elaboracién propia

7. Por tltimo, construya un deslizador “Region” de tipo angulo (que vaya de 0 a 360), con el que se
pueda ir generando el cono truncado. Modifique los parametros para que el cono dependa del
deslizador “Region”. Elabore una casilla de control con la que pueda ocultar la region del cono
truncado. El comando quedaria de la siguiente manera:
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Superficie (r cos(t), r sen(t), -r + Altura, r, Altura - Corte, Altura, t, 0, Region)

Figura 12

Cono parametrizado

Fegion = 180°
L
Altura = 6
-
Corta = 2

o

Superficie m
Superficie(f cosil), r senft), -f + Allura, r, Altura - Corte, Allura, I, 0, Region)

Propiedades... OK Cancela Aphicar

Una vez concluida la construccion, proceda a personalizarla. Debe quedarle de la siguiente la misma
manera que en la Figura 13.

Figura 13

Construccion del cono truncado finalizada

Distancia de corte
[ Jeono D Planos Corte basal Proporcionalidades Region

Generador

Nota. Elaboracién propia.

7. Importancia de la parametrizacion en construcciones interactivas

El rol de la parametrizacion en las construcciones es lograr un acabado continuo y que permita al
estudiante visualizar de mejor manera la animacion; pues sin la parametrizacion, se trabaja con un espacio
discreto de puntos y baja considerablemente la calidad de esta.
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Figura 14

Diferencias entre construcciones parametrizadas y no parametrizadas

I

Nota. Elaboracion propia.
8. Conclusiones

Se puede observar, con lo desarrollado en este escrito, la importancia que tiene el uso del software
GeoGebra para generar materiales que ayuden y potencialicen la visualizacién y modelacion de la
geometria en la tercera dimension, esto para propiciar espacios que favorezcan que el proceso de
ensefianza-aprendizaje sea exitoso.

Cabe destacar que el uso de curvas y superficies paramétricas en estas construcciones es fundamental
para el buen desarrollo de las animaciones que se desean realizar. Como se vio en anteriormente, al no
hacerlo con estos comandos, es imposible que el applet interactivo ayude a la visualizacion y mas bien
puede generar problemas con los objetivos planteados en este trabajo.

Se insta al lector a seguir indagando en el tema, ya que lo visto aca es una introduccién de las aplicaciones
que se pueden realizar, tanto para secundaria como para temas con mas abstraccion matematica como,
por ejemplo, cuadricas y sélidos simples.
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