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Resumen: En este estudio se presentan los resultados de una investigacion sobre la
resolucion de problemas de probabilidad condicional realizada por 40 profesores de
matematicas de educacion media (secundaria) de distintos establecimientos educativos
chilenos. Las preguntas planteadas abordan problemas relacionados con el
condicionamiento 'y la temporalidad (falacia temporal), el problema del
condicionamiento y la causalidad (falacia de la causalidad) y situaciones diacronicas.
Los resultados principales revelan que los docentes enfrentan dificultades en la
resolucion de problemas con situaciones diacronicas, ya que solo obtuvieron un 25% de
respuestas correctas. Esto contrasta con el 70% de respuestas correctas en el problema
con falacia de la causalidad y el 85% de respuestas correctas en el problema con falacia
temporal. Estas diferencias en los porcentajes podrian indicar una brecha en la
comprension de los docentes en términos de la aplicabilidad de los conceptos en
diferentes contextos y escenarios dentro de los problemas de probabilidad condicional.
Los resultados de este estudio evidencian las dificultades que los profesores de
matematicas de educacion media enfrentan al resolver problemas de probabilidad
condicional. Estos hallazgos pueden contribuir al desarrollo de intervenciones
pedagogicas mas efectivas que mejoren la calidad de la educacion en matematicas en el
nivel de educacion media.

Palabras claves: resolucion de problemas de probabilidad condicional,
condicionamiento y temporalidad, condicionamiento y causalidad, probabilidad con
situaciones diacronicas.

Introduccion

El estudio de la probabilidad condicional ha sido un tema de interés para investigadores
durante las ultimas décadas. De acuerdo con De la Fuente y Diaz (2004) “La probabilidad
condicional es fundamental en las aplicaciones de la Estadistica porque permite
incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a medida
que adquirimos nueva informacion”. (p.245). Existe una amplia literatura respecto a la
comprension de la probabilidad condicional. En Diaz y Batanero (2005), por ejemplo, se

aborda el concepto de probabilidad condicional desde la mirada de los textos
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universitario, en Fernandez (2004), Roh (2008) y Zazkis y Leikin (2008) se evalua la
comprension del concepto de probabilidad y probabilidad condicional en docentes y
estudiantes de distintos niveles. Por otra parte, Huerta y Arnau (2017) estudian las
relaciones entre las probabilidades condicionales y conjuntas en el proceso de resolucion

de problemas escolares desde una perspectiva educativa.

Si bien, el conocimiento de la probabilidad condicional es requisito para la comprension
y resolucion de problemas de Inferencia Bayesiana, Test de Hipdtesis (calculo de valor-
p vy errores tipo I y II, ademas de la confianza y la potencia de la prueba), Modelos
Lineales e inclusive en algoritmos de clasificacion en Aprendizaje Automatico existen
dificultades asociadas a la resolucion de estos problemas. Autores como Contreras (2011)
sefialan que la probabilidad condicional es posiblemente uno de los temas estadisticos
mas relevantes, pero a la vez, es el mas complejo de comprender para estudiantes,
docentes e investigadores. Entre las dificultades mas habituales en la resolucion de
problemas de probabilidad condicional se encuentran aspectos como: la comprension de
los conceptos de probabilidad marginal, conjunta y condicional (Borovcnik, 2012,
Contreras et al., 2013, Toledo, 2016, Sneyd et al., 2022), la identificaciéon de eventos
independientes (D’Amelio, 2004, Kataoka et al., 2010), la notaciéon y simbologia
empleada para denotar las probabilidades (Feller, 1973, Sanchez, 2000) y dificultades
relacionadas con falacias, tales como, la falacia temporal presentada por Gras y
Totohasina (1995), la falacia de la causalidad estudiada en Kahneman et al. (1982) y las
confusiones entre situaciones diacronicas y sincronicas revisadas en De la Fuente y Diaz
(2004). Siguiendo esta linea, en este estudio se presentan los resultados obtenidos por
docentes de ensefianza media (secundaria) respecto a preguntas relacionadas con
probabilidad condicional, en especifico, se pretende mostrar si existen dificultades al
responder preguntas de probabilidad condicional que abordan los problemas asociados a
la falacia temporal, la falacia de la causalidad y los enunciados de tipo sincronicos y

diacrénicos.
Marco teorico

El estudio se centra en la resolucion de tres problemas de probabilidad condicional: un
problema sobre condicionamiento y temporalidad, un problema sobre condicionamiento
y causalidad y un problema sobre una situacion diacrénicas. A continuacion, se describen

cada una de las problematicas:
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Condicionamiento y temporalidad (falacia temporal): Gras y Totohasina (1995)
denominan a este fendmeno la concepcién cronolégica en donde se considera la
probabilidad condicional P(A/B) como una relacion temporal, en donde el evento
condicionante B siempre precede al evento A, es decir, el suceso condicionante en la
probabilidad condicional ha de preceder temporalmente al condicionado. Esto es una
falacia debido a que la probabilidad condicional no exige temporalidad entre el evento
condicionante y condicionado, es mas, teniendo la informacion adecuada estos problemas

pueden resolverse utilizando el Teorema de Bayes.
Ejemplo. Problema 6, parte 2 adaptado del articulo de Falk (1986):

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Extraemos a ciegas dos
bolas de la urna, una detras de otra, sin reemplazamiento ;Cual es la probabilidad
de extraer una bola negra en primer lugar, sabiendo que hemos extraido una bola

negra en segundo lugar? (p. 292)

Si se analiza la pregunta, el evento condicionante ocurre posterior (en el eje temporal) al
evento condicionado. Desde un punto de vista cronoldgico no tendria sentido la pregunta
debido a que, nos condicionan el evento inicial “extraer en primer lugar una bola negra”
a uno posterior “sabiendo que hemos extraido una bola negra en segundo lugar”. Aunque
parezca contraintuitivo, en inferencia bayesiana el evento “obtener una bola negra en
segundo lugar” influye sobre las extracciones de la urna, ya que, nos dice que de las cuatro
esferas del problema (2 negras y 2 blancas) la segunda esfera debe ser negra, es decir,
esta esfera se “reserva” a la segunda extraccion (recordar que las extracciones son sin
reposicion) entregandonos la informacion de que en la primera extraccion podemos
obtener dos casos de tres en donde se extrae una bola blanca y un caso de tres donde se

obtiene una bola negra, siendo esta ultima la respuesta a la pregunta.

Condicionamiento y causalidad (falacia de la causalidad): “La causalidad es un
concepto cientifico, filosofico y psicologico complejo. Por otro lado, es también un
concepto intuitivamente comprendido y aceptado por las personas” (De la Fuente y Diaz,
2004, p.4). Las relaciones causa-efecto son parte de la experiencia y nos permiten
entender nuestro entorno y construir nuestro conocimiento del mundo. Pese a esto, en
problemas de probabilidad existen confusiones respecto a las relaciones de tipo causales

y las dependientes. Adicional a esto, autores como Kahneman et al. (1982) identificaron
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en sus estudios que para la mayoria de las personas las relaciones de tipo causales son

mas probables que las relaciones diagnosticas.

Ejemplo. Problema 5, adaptado del articulo de Pollatsek et al. (1987):
(Cual de los siguientes sucesos es mas probable?
a) Que una nifa tenga los ojos azules si su madre tiene los ojos azules.
b) Que una madre tenga los o0jos azules si su hija tiene los ojos azules.

c¢) Los dos sucesos son igual de probables. (p. 256)

Tversky y Kahneman (1982) muestran que, si bien la mayoria de las personas responden
correctamente a la pregunta (la alternativa c) hay una cantidad importante de individuos
que seleccionan la alternativa a), es decir, asignan una mayor probabilidad a un evento
causal (la hija tiene los ojos azules causa de que la madre tiene los ojos azules) que a un
evento diagnostico (la madre debe tener los ojos azules porque al ver a su hija, ésta tiene

los ojos azules).

Por otra parte, autores como Douven (2016) y Skovgaard-Olsen et al. (2016) analizan
este tema desde un punto de vista epistemoldgico mencionando la medida denominada
asertividad (Shep, 1958) como una medida de referencia sobre la inclinacion hacia un
tipo de respuesta en problemas de probabilidad condicional. Los autores observaron una
correlacion importante especialmente en condicionales de tipo diagndsticas. Para
profundizar sobre este tema se sugiere fuertemente el articulo de Van Rooij y Schulz

(2019) quienes tratan detalladamente este tema.

Situaciones diacrdénicas y sincroénicas: la dificultad del desarrollo de las tareas de
probabilidad condicional puede deberse a si se percibe o no el experimento compuesto
como una serie de experimentos simples sucesivos (De la Fuente y Diaz, 2004). En las
situaciones diacronicas (dindmicas) hay una secuencia temporal en donde se realiza un
experimento detrds de otro, en cambio, en situaciones sincronicas (estaticas) la
realizacion de los experimentos es simultanea. En este estudio se abordaron las
situaciones diacrénicas con el fin de observar el planteamiento de probabilidad

condicional que se deriva del problema.

Ejemplo: Problema 10. Adaptado de Ojeda (1995):
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En una urna hay dos bolas blancas y dos bolas negras. Tomamos una bola blanca
de la urna y sin reemplazarla tomamos una segunda bola al azar de la urna. ;Cual

es la probabilidad de que la segunda bola sea blanca? (p. 41)

A continuacion, se detalla el método del estudio, las tareas y procedimientos y los

resultados relevantes.
Método

Muestra

La muestra corresponde a 40 profesores de educacion media (secundaria) chilenos de

distintos establecimientos educacionales del pais.
Tareas y procedimientos

A cada docente se le proporciond un cuestionario de 13 preguntas relacionadas con
problemas de probabilidad. Para este estudio se reportardn los resultados del problema 5
(que aborda el problema de la falacia de la causalidad), el problema 6 (que aborda el
problema de la falacia temporal) y el problema 11 (que aborda el problema de las
situaciones diacrdnicas) los cuales tributan a las problematicas descritas en el marco
teorico. A continuacion, se presentan los enunciados de las preguntas del estudio y sus

respectivas respuestas.

Problema 5 ;Cudal de los siguientes sucesos es mds probable?

a) Que una nifia tenga los ojos azules si su madre tiene los ojos azules.
b) Que una madre tenga los ojos azules si su hija tiene los ojos azules.
c) Los dos sucesos son igual de probables. (respuesta correcta)

Problema 6. La probabilidad de que llueva hoy es de 0,4 y la probabilidad de que llueva
manana dado llovio hoy es de 0,6, por otra parte, la probabilidad de que llueva maniana
dado que hoy no llovio es de 0,3 ;Cudal es la probabilidad de que llueva hoy si se sabe

que llovera manana?
Solucion:

Sean los eventos:

H: llueve hoy
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M: llovera mafiana

P(M|H)P(H) _ P(M|H)P(H) 0,6-0,4

PUHIM) = =50y = POMIE)PCH) + POMHOP(HT) ~ 06 04+03-06 >/
Problema 11. Una esfera se suelta por la entrada E. Si sale por R, ;Cudl es la
probabilidad de que haya pasado por el canal I?

E
l \< KRH
R m B
Solucion:
Sean los eventos:
I: la esfera pasa por el canal I
II: la esfera pasa por el canal 11
R: la esfera sale por R
P(INR P(R|)P(I 1-0,5 2
PRy < PUNR) _ (RIDP() _ 2 _oer
P(R)  PRIDP(D) +P(R|IIDPUI) 1-05+05-05 3
Resultados

En la Tabla 1 se resumen los resultados de respuestas correctas, incorrectas u omisiones
obtenidos para los problemas seleccionados. Como observaciones se tiene que tanto para
los casos de las preguntas que abordan la falacia de la causalidad y la falacia temporal se
obtuvieron porcentajes destacables de respuestas correctas (70% y 85% respectivamente).
Para la pregunta que aborda la falacia temporal (problema 6), si bien, existen pocos casos
con respuestas incorrectas, en casi todos estos, quienes respondieron indicaron que no
tenia logica (Figura 1) debido a que se preguntaba un evento pasado condicionado a uno
futuro. En el problema 5 (falacia de la causalidad) no se observan detalles debido a que
el tipo de respuesta era con alternativa y ninguno de quienes respondieron esta pregunta

indic¢ el detalle sobre el razonamiento para llegar a la respuesta seleccionada.
7
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Figura 1. Ejemplo de solucién incorrecta al problema 6, docente 2

:(—___\;\»v\x.ek:\{’o

_PLI) = -;-

Figura 2. Ejemplo de solucién incorrecta al problema 11, docente 17

Para la pregunta 11, que aborda las situaciones diacronicas, se obtuvo un 62,5% de
respuestas incorrectas. En la mayoria de los casos, especificamente en el 80% de las
respuestas incorrectas (20 respondientes), al abordar la probabilidad pedida “;cual es la
probabilidad de que la esfera haya pasado por el canal I?”” no consideraron la informacion
que la esfera sale por el canal R (informacion condicionante) abordando un problema de
probabilidad condicional PI|R como un problema de probabilidad marginal PI obteniendo

en todos los casos el resultado PI=0,5. (Figura 2).

Problema Tipo de Respondieron No respondieron ~ Omitieron Porcentaje de
problema correctamente correctamente responder respuestas
correctas

5 Falacia de la 28 10 2 70%
causalidad

6 Falacia de la 34 4 2 85%
temporalidad

11 Situacion 10 25 5 25%
diacronica

Tabla 1. Resumen de frecuencias y porcentajes de respuestas correctas, incorrectas y omitidas por
tipo de problema.

Como observacion, el problema 11 es similar al conocido problema de Monty Hall
(problema de las tres puertas, en donde, detras de una de éstas hay un premio y detras de
las otras dos no hay nada). En este problema, si se ignora la informacion de que el
presentador del show (Monty Hall) abre una de las tres puertas (puerta sin premio)
posterior a que el concursante ha seleccionado una de las puertas, cuando se da la opcién
al participante de cambiar la eleccion de la puerta y se pregunta ;cudl es la probabilidad

de obtener el premio mayor si se cambia la eleccion de la puerta? El razonamiento
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incorrecto es pensar que como se abri6 una de las puertas, la probabilidad de acertar ahora
es de 1/2 (solo quedan dos puertas cerradas y una de ellas tiene el premio) siendo iguales
las probabilidades de que el premio esté detras de la puerta elegida originalmente o detras
de la puerta restante. El razonamiento correcto, en cambio, es observar que el presentador
siempre abre una puerta sin premio, por lo que, la probabilidad de que el premio esté en
la puerta no seleccionada desde el inicio (puerta no elegida por el participante y no abierta
por Monty Hall) ahora es de 2/3 en comparacion con la puerta seleccionada originalmente
cuya probabilidad de obtener el premio es de 1/3 (probabilidad original con las 3 puertas
cerradas). La solucion poco intuitiva de este problema (al igual que el problema 11) fue
explicada por la matematico, literata, escritora y columnista Marilyn Vos Savant en 1990

(Rosenthal, 2008).
Conclusiones

A grandes rasgos se observa que los docentes presentan dificultades en la resolucion de
problemas con situaciones diacronicas obteniendo solo un 25% de respuestas correctas.
La dificultad en la resolucion en estos tipos de problemas se puede deber a
representaciones sincronicas (estaticas) de situaciones diacronicas (dindmicas). Esto
significa que los docentes pueden tener dificultades para visualizar como evolucionan las
situaciones a lo largo del tiempo, lo que limita su capacidad para comprender y resolver
problemas que involucran cambios temporales. Como observacion, la mayoria de los
docentes no consider6 la informacion de que se sabe que la esfera sale por el canal R (por
lo que se ignora que el tipo de probabilidad a resolver es condicional). Esto sugiere una
falta de comprension de conceptos fundamentales relacionados con la probabilidad
condicional, lo cual debe ser considerado ya que la probabilidad condicional es un

concepto fundamental en la resolucion de problemas y en la toma de decisiones.

Por otra parte, para el problema que aborda la falacia de la causalidad el porcentaje de
respuesta correctas es de un 70% y para el problema que involucra la falacia temporal el
85% de los docentes respondi6 correctamente. El porcentaje de respuestas correctas para
el caso con falacia temporal podria deberse al planteamiento numérico del problema (no
conceptual) lo que lleva al uso directo del Teorema de Bayes evitando el cuestionamiento
de la temporalidad de los eventos presentados (un evento pasado estd condicionado por
uno futuro). Es alentador que los docentes hayan obtenido un porcentaje de respuestas

correctas mas alto en problemas que involucran la falacia de la causalidad y la falacia
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temporal. Sin embargo, es importante tener en cuenta que el porcentaje de respuestas

correctas no es del 100%, lo que indica que ain existe margen de mejora en la

comprension de estos conceptos asociados a falacias en probabilidad condicional.

Cabe sefialar que las dificultades en la resolucion de problemas por parte de los docentes
podrian tener un impacto negativo en la calidad de la ensefianza de los conceptos
relacionados. Los estudiantes podrian recibir una instruccion deficiente en temas que
involucran cambios a lo largo del tiempo y probabilidades condicionales, lo que podria
limitar su comprension y capacidad para aplicar estos conceptos en situaciones practicas.
Como sugerencia, seria importante brindar a los docentes oportunidades de desarrollo
profesional y capacitacion en el area de resolucion de problemas de probabilidad,
abordando las dificultades asociadas a falacias en problemas de probabilidad condicional.
Esto podria incluir talleres, cursos o materiales educativos que les permitan mejorar su
comprension de estos conceptos y desarrollar estrategias efectivas para ensefiarlos a sus
estudiantes. Ademas, se podria fomentar el uso de enfoques pedagogicos que ayuden a
los docentes a visualizar y comprender mejor las situaciones dindmicas, como el uso de

representaciones graficas, simulaciones o ejemplos practicos

Como linea de accidn a futuro se considera la ampliacion del estudio de la resolucion de
problemas de probabilidad condicional en situaciones diacronicas y sincronicas, en
especifico, estudiar el enfoque de aprendizaje de estas situaciones mediante el uso de
paradojas, tales como, la paradoja de Monty Hall, la paradoja de Bertrand y la paradoja

de la division de la apuesta, entre otras.
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