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Resumen

El desarrollo del concepto de infinito matematico dentro del laboratorio didactico a
través de las reflexiones que surgen de las nociones y percepciones personales y el
analisis de algunas ideas de Galileo y Cantor respecto al infinito matematico nos
invita a indagar en la relacion de la intuicion y la formalizacion para la comprension
del concepto. Por medio de la actividad de El infinito en el espejo buscamos observar
y describir el vaivén de la intuicién a formalizacion. Dicha actividad se aplico a
alumnos del primer semestre de la carrera de matematicas aplicadas.

Palabras clave: Intuicién; Formal; Laboratorio didactico; sensorio-motriz.
Introduccion

Si se tiene una coleccidn de 2200 elementos y le quitamos un elemento, la que queda es
obviamente menor que la original, aunque es una diferencia insignificante. Si el conjunto
original tiene 22000 elementos, al quitarle uno, practicamente no apreciariamos la diferencia,
aunque, en sentido estricto, disminuye el nimero de elementos. A medida que el conjunto
considerado tiene mas y mas elementos, va revelando una cierta insensibilidad a la pérdida de
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pocos elementos, esto es, de un numero pequefio con respecto al tamafio original del conjunto.
Sin embargo, si el conjunto original es pequefio, digamos que tiene 5 elementos, perder uno es
una peérdida sensible. Describimos asi un experimento mental, sin embargo, al leerlo, sentimos
cierta familiaridad con su linea argumental. Hemos interiorizado nuestras experiencias con el
numero y las hemos transformado en un modelo simbolico, mental, que podemos manipular
como si se tratase de algo material.

En su libro, A mind so rare: The evolution of human consciousness, M. Donald (2001)
explica como la cognicién humana, aparte de su naturaleza analdgica u holistica, que
compartimos con las demas especies, ha adquirido, evolutivamente, una capacidad de
representacion simbolica que duplica, en cierto sentido, el mundo de sus experiencias en el
mundo material. Desde luego, esa capacidad simbdlica adquiere gradualmente una autonomia
(relativa) que se refleja, hoy en dia, tanto en el mundo del arte como en el mundo de la ciencia. Y
desde luego de las matematicas.

La experiencia mental que venimos de narrar esté vinculada al encuentro que tenemos a
temprana edad con la sucesion de los nimeros naturales. Contamos 1,2, 3..., y en algin momento
presentimos que no vamos a acabar de contarlos todos por mucho que nos esforcemos. He ahi un
lugar de encuentro entre lo inacabable y lo infinito —como una accién que no termina. Nuestra
capacidad simbdlica, aparte de permitirnos recodificar el mundo de nuestras experiencias, nos
permite por ese camino, el acceso a una realidad que no experimenta ninguna otra especie: el
mundo de lo abstracto. Nuestra capacidad cognitiva es hibrida: conocemos el mundo material a
nuestro alrededor y podemos conocer y desarrollar un mundo cuya materia prima son los
simbolos. Como si las estructuras simbolicas fuesen la version externa de un mundo de
experiencias que vive en nuestro interior. Hay un vaivén entre estos dos mundos cada vez que
nos disponemos a entrar en contacto con un fragmento de conocimiento matematico, por
ejemplo, que nos era desconocido: Intuicién y formalismo. Induccion, generalizacion y
deduccién. Y alli esta el infinito. Como una danza interminable, asi es el acto cognitivo. Ha sido
intentando ver desde esta mirada como hemos acercado a nuestros estudiantes a la nocién del
infinito matematico.

Continuemos ahora con nuestra discusion introductoria del infinito. Para ello, vayamos con
nuestros estudiantes a leer un breve pasaje del libro de Galileo Dialogo sobre dos nuevas
ciencias (Galilei, 1638, pp. 31-33). Alli los personajes de Galileo discuten sobre que a cada
numero natural le podemos asociar su cuadrado. Entonces puede hacerse una lista de los
cuadrados: 1, 4, 9, 16...etc. Galileo concluye que tal lista es inacabable, es decir, no termina. Pero
entonces, debe aceptar que es infinita puesto que puede contar los miembros de esa lista:
primero, segundo, tercero, cuarto,...y esto exige la utilizacién de todos los nimeros naturales. Sin
embargo, Galileo se enfrenta a una paradoja: necesita todos los naturales para contar los
cuadrados...sin embargo, para él es claro que hay considerablemente mas naturales que
cuadrados. Los cuadrados son una parte de los naturales. Entonces concluye que no se puede
aplicar, en estas circunstancias que el todo sea mayor que una parte propia. Asi, logra eludir la
situacion paradojica.

Galileo estuvo cerca de abrir en aquel momento una nueva perspectiva para las
matematicas. No lo logrd, aunque avanzé tanto como la episteme de su tiempo se lo permitio.
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Uno vive en una atmosfera rodeado de cultura y modos de pensar que abren perspectivas sobre
unas ideas y practicamente hacen imposible la consideracion de otras. Hasta que se produce lo
que podriamos llamar la zona de desarrollo potencial en una cultura y surge un Cantor que la

hace realidad.

Galileo mird la correspondencia de un natural m a su cuadrado m2 no como una forma de
comparar tamarios de conjuntos sino como una manera de contar cuantos cuadrados podia
producir: uno, dos, tres... etc.

El matematico norteamericano J. Pierpont (1899) escribid, al respecto de la tension entre
nuestro conocer intuitivo, sensorio-motriz y la formalizacion del conocimiento matematico lo
siguiente:

Tenemos dos mundos: el mundo de nuestros sentidos y de nuestra intuicion y el mundo del nimero
[...] el andlisis de hoy [esta] construido sobre la nocion de nimero, y sus verdades son las mas
solidamente establecidas dentro del conocimiento humano. Sin embargo, no hay que pasar por alto
que el precio que debemos pagar por ello es terrible: la total separacion del mundo de los sentidos.
(1899, p. 406)

Después de la lectura con nuestros estudiantes del pasaje de Galileo que comentamos
antes, les formulamos la pregunta:

Qué ocurre si de la lista de los naturales borrasemos todos los nimeros impares?

Como Galileo lo expresa, podemos contar los nimeros pares y para ello tendremos que
emplear todos los numeros naturales. Hasta aqui, estaban siguiendo el razonamiewnto de Galileo
para contar los cuadrados. Pero ahora, estaba presente una nocion matematica de la que carecia
Galileo. La nocion de conjunto, que permite concebir holisticamente la lista de los nimeros
pares. Es decir, concebirla como un todo, como un infinito completo, un infinito actual, como
suele decirse, para distinguirlo de lo que ocurre con los procesos infinitos, como pretender contar
la lista de los pares. La obstrccion que emergio aqui en los dialogos corresponde a lo que R.
Duval (1983) ha denominado la transparencia obscura: mientras percibimos un conjunto como
subconjunto propio de otro, se torna casi inaceptable ver al subconjunto como uno que tiene
igual numero de elementos (i.e.: equinumeroso) que el conjunto que lo contiene. Gravita en este
hecho el que el todo es mayor que cualquier parte propia.

Sin pretender concluir que la situacion presentada por los estudiantes y la situacion
paradojica que vivié Galileo son la misma en términos cognitivos, si podemos afirmar que hay
una raiz comun debido a lo que hemos percibido como un rasgo de la cognicion y que tiene su
explicacion en las teorias corporizadas de la inteligencia humana. Siguiendo de cerca a M.
Donald (p. 155, obra citada) lo explicamos, en palabras nuestras asi: en el mundo natural los
sistemas nerviosos funcionan holisticamente, es decir, elaborando y almacenando las
impresiones que se reciben. Pero la capacidad simbolica que hemos desarrollado
(evolutivamente) permite crear un universo abstracto con un alto grado de independencia
relativa. Sin embargo, estos dos universos, el interior y el simbolico permanecen girando uno
alrededor del otro. En ese sentido afirmamos que nuestra capacidad cognitiva es hibrida. El
universo simbolico, desde luego, se desarrolla en una atmosfera cultural que ademas va
reelaborando el mundo natural y tornandolo un mundo a su vez, condicionado por esa cultura.
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Percibimos, aun lo mas elemental del mundo material, eventualmente, desde un marco de
interpretacion desarrollado en nuestra atmdsfera cultural. Por ello, la sentencia el todo es mayor
que cada una de sus partes no solo se decodifica desde la I6gica que desarrollamos culturalmente
sino, al mismo tiempo, desde lo que nos dice el cuerpo. Es asi que encontramos una sintonia
plena con la afirmacion de Pierpont: es demasiado alto el precio cognitivo que pagariamos si
pretendemos erigir una frontera infranqueable entre nuestra intuicion y las versiones
formalizadas de las matematicas, en particular, las referidas al infinito.

De la reflexion cognitiva al laboratorio didactico.

Esta sera la caracteristica esencial de un conjunto actualmente infinito en manos de G.
Cantor: un conjunto es infinito si tiene subconjuntos propios con los que puede establecerse una
correspondencia biunivoca. La idea de correspondencia biunivoca es un instrumento conceptual
que ya estaba al alcance de Cantor. No de Galileo. En el ejemplo previo, ain quitdndole una
parte infinita al conjunto de los naturales, la parte que queda, o sea el subconjunto de los pares,
es del “mismo tamafio” que el conjunto completo de los naturales ya que se pueden poner en
correspondencia biunivoca, como las parejas en un baile: si ningun caballero se queda sentado,
solo, sabremos de qué tamafio es el conjunto de caballeros: igual que el conjunto de sus parejas.
Esta idea del establecimiento de una correspondencia biunivoca es la clave para comparar ya no
solo contar, la lista de elementos de un conjunto. puede parecer un tanto artificial pero vemos
que no es asi: tantos obsequios para tantas personas allegadas. No necesitamos contar para saber
que ambos conjuntos son de igual tamafio. Ahi estuvo el “error” de Galileo: contar lo llevé a
aceptar que la lista de los cuadrados era infinita pero no pudo ver que era del mismo tamafio que
la lista completa de los naturales. Pues no poseia un criterio para pensar en el tamafio de una
coleccion.

La idea de correspondencia biunivoca que en realidad captura una fuerte intuicion
cognitiva, sirvio de base a Cantor para identificar la nocion adecuada de conjunto infinito —
como hemos comentado anteriormente. Una idea traida de nuestra experiencia y llevada al
mundo virtual de las matematicas. Esta discusion generd un interés pronunciado entre los
participantes del laboratorio cuyos conocimientos y reflexiones previas no habian estado
orientadas a tomar conciencia de como una idea tan (aparentemente) simple como es la
correspondencia biunivoca entre dos conjuntos traia encerrada la llave para acceder al infinito
actual que existe en esa realidad virtual llamada matematicas.

Era el momento de reflexionar sobre cémo las intuiciones originales, que ellos tenian
sobre el numero de elementos de un conjunto, que se obtenia contando, debian ser “olvidadas”
cuando se trataba de conjuntos infinitos. Lo veo pero no lo creo escribié G. Cantor en una carta a
R. Dedekind frente a este fendmeno de los conjuntos infinitos (Zimmerman, 2013, p. 452). Los
participantes, como le habia ocurrido a Cantor, lo veian pero se sentian forzados a aceptar
(aunque no lo creyeran) este comportamiento de los conjuntos infinitos, que rompia con la afieja
intuicion de que el todo era siempre mayor que cada una de sus partes.

Las intuiciones son las consecuencias inarticuladas de la corporizacion —que adquirimos
a través de nuestras experiencias en el mundo humano, aunque no podamos hacerlas explicitas.
No las podemos cambiar a voluntad. Ocurre que nuestras intuiciones (sobre un tema mas o
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menos conocido por ejemplo) no estdn sometidas a un estricto control 16gico-deductivo y por
ello, su nivel de coherencia es local. Si decimos el todo es mayor que cada una de sus partes, nos
parece aceptable hasta que recordamos o aprendemos que podemos poner en correspondencia los
naturales con los pares. Entonces tenemos que fijar limites para esa proposicion que parecia tan
natural como para tomarla como universal.

A traveés de la educacion llega el momento cuando la parte lo6gica de nuestro
pensamiento— de nuestra racionalidad—se impone (al menos transitoriamente) sobre nuestras
intuiciones, si se nos permite decirlo asi. Aunque esta parte l6gica de nuestro pensamiento
esconde posiblemente siempre, una intuicion fragmentada o separada del tren inicial de nuestro
pensar.

Nuestras experiencias en el salon de clases hicieron tangible la certeza que, para los
estudiantes, el aprender lo basico sobre el infinito era enfrentarse de manera abrupta a un
territorio accidentado a lo largo del cual resultaba riesgoso y alli sentian que estaban sin los
recursos necesarios para abordar los problemas que planteaba la nueva demanda cognitiva.
Entonces: ¢como podiamos enfrentar el problema didactico de iniciar el estudio del infinito
entendiendo que el problema de fondo es el desarrollo del significado una vez que los
estudiantes se enfrentan a un terreno formalizado? Frente a la tension subyacente, era necesaria
una transicion. La transicion de una fluidez instrumental a una fluidez cognitiva es un problema
educativo de interés global. En efecto, lo simple desde el punto de vista I6gico, formal, no
necesariamente coincide con lo simple desde el punto de vista cognitivo. Aunque ambos aspectos
son partes constitutivas de la cognicion humana.

Experimentacion y busqueda

La actividad de El infinito en el espejo es parte de una secuencia de actividades que tiene
como proposito reconocer el vaivén entre la concepcidn intuitiva del concepto de infinito y la
formalizacion que genera la necesidad de concretar una respuesta logicamente matematica (lo
formal). (La actividad es tomada y adaptada de: Prieto Sanchez, J.A., Fernandez Escalona, C.
,2017).

Reflexion de Omar en la actividad El infinito en el espejo

Al reflexionar sobre cdmo serian los reflejos de las bolas en el espejo si se van quitando
de una en una Omar hace la comparacion directa entre las cantidades de bolas que se reflejan.

Omar: Intuitivamente los infinitos son mas grandes y eso depende, si es uno (se refiere a una bolita)
entonces va a ser mas chiquito que un infinito de nueve (se refiere a nueve bolas), pero al mismo
tiempo no puede ser mas grande porque al ser nimeros naturales siguen perteneciendo a un mismo
infinito.

En esta afirmacion Omar especifica claramente que su intuicion le hace pesar en que seria
dos infinitos de distintos tamarios, pero al reconocer que en ambos casos la cantidad de bolas
estan relacionada con los numeros naturales notamos como su conocimiento matematico mas
formal lo lleva a la conclusién de que serian infinitos del mismo tamafio.
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Omar continua con su reflexion.

Omar: O sea, intuitivamente parece que es mas grande, pero si le metemos matematicas no sigue siendo el
mismo infinito de nimeros naturales y no puede haber infinitos diferentes de numero naturales porque es
un mismo infinito.

Decir “pero si le metemos matematicas” deja ver como €l busca la justificacion desde el
enfoque légico que la brinda su educacion matematica.

Dentro de la reflexion que Omar continud desarrollando en la actividad de los espejos
habla de la existencia de distintos tamafios de infinitos:

Omar: Habia dicho que hay infinitos mas grandes como los de los nimeros reales que es porque
hay nimeros irracionales como pi y fracciones comol/4 que cada uno se dispara a infinito.
Entonces cada uno tiene sus infinitos y por eso es un infinito mas grande. Porque son como muchos
infinitos combinados en uno solo entonces es mas grande que un solo infinito de una solo cosa, los
ndmeros naturales.

Omar expresa de forma intuitiva lo que para €l son los nimeros reales y nos permite ver
que ahora su intuicion esté relacionada con conceptos matematicos (una intuicion refinada).

Omar: Entonces, intuitivamente si pones mas bolas es un infinito mas grande, pero si les pones
matematicas pues no. Pero después de los que discutimos ahorita, pues no, sigo en conflicto
pensando que la teoria puede funcionar, si es tedrico es posible.

Aunque muestra en su reflexion el vaiven entre la intuicion y la formalizacion para él
resulta dificil concretarlo en una sola idea, €l busca separar lo que identifica como material y
existente en los conceptos abstractos.

Omar: Es que no es factible que exista un infinito material, ni siquiera el espacio que sabemos que
se esta expandiendo, puede que vaya creciendo a cierto ritmo, pero no sabemos si es infinito o no
porque si sigue creciendo significa que no ha parado y si para no sabremos nunca porgque no nos
dariamos cuenta. Entonces por eso no es factible medir un infinito porque no tenemos un infinito
material.

En la reflexion que lleva a cabo Omar se ve el vaivén entre los intuitivo y lo formalizado,
pues incluso él identifica la necesidad de (sus términos) “meterle matematicas”. Podemos ver
que para él no es suficiente la intuicion fisica para explicar lo que ve de manera material si esto
se proyecta a un proceso infinito. También podemos observar la necesidad de herramientas
cognitivas que lo ayuden a interpretar y conjugar su experiencia fisica con sus conocimientos
matematicos acerca de los nimeros naturales y los reales.

Conclusién y perspectivas

Dentro de la experimentacion llevada a cabo con los estudiantes de la licenciatura en
matematicas aplicadas se puede distinguir ya la tensién entre las intuiciones y el acercamiento
formal via la correspondencia biunivoca al explorar el infinito actual. Nuestro trabajo se localiza
en el campo de la cognicion corporizada, tal como ha sido desarrollada por M. Donald y Lakoff-
Nufiez en los libros referenciados en este trabajo. La nocién de infinito actual vive su vida
conceptual entre la experiencia sensoriomotriz y las formulaciones simbdlicas propias de las
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matematicas. Pero el reemplazo prematuro de las ideas intuitivas —que en realidad son
consecuencias inarticuladas de la corporizacion, por la formalizacion cantoriana genera
obstrucciones cognitivas dificiles de superar para los estudiantes. Alli emerge como una
necesidad did4ctica, la nocion de metafora conceptual (Lakoff-Nufiez) que vincule las
intuiciones con su eventual formalizacion. Todos los casos de infinito en matematicas, de
acuerdo con Lakoff-Nufez (p. 158) por ejemplo, limites, series infinitas, conjuntos infinitos y
demas, corresponden a procesos que no terminan pero que nosotros los conceptualizamos como
si en efecto, tuviesen un final. De nuevo: los seres humanos podemos imaginar el resultado de un
proceso que no termina. Es el caso de la existencia de los numeros irracionales definidos
mediante una coleccién infinita de digitos que ni siquiera podemos conocer completamente,
excepto en esa otra dimension de nuestras experiencias cognitivas como lo es la realidad virtual
de las matematicas y demés mundos simbolicos creados.
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