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Resumen

Se propone el concepto de bitacora digital como una forma de estructurar y registrar
el trabajo de los estudiantes en actividades de resolucion de problemas matematicos
que involucran el uso sistematico y coordinado de tecnologias digitales en escenarios
de aprendizaje en linea. La bitacora digital consiste en un repositorio en donde se
evidencian los momentos clave en el proceso de resolver problemas por medio de
diversos recursos digitales tales como texto, imagenes, videos, modelos dindmicos de
GeoGebra, etc. En esta presentacion, se expone el trabajo de estudiantes de un
programa de posgrado en un taller de resolucion de problemas totalmente llevado a
cabo via remota, con la intencidn de ilustrar la idea de una bitacora digital para
regular y guiar el desarrollo de habilidades de resolucion de problemas.

Palabras clave: Educacion superior; Resolucion de problemas; Aula virtual,
Investigacion cualitativa; México.

El rol de las tecnologias digitales en la educacion matematica

En la Gltima década los avances en materia educativa han estado orientados a vislumbrar
enfoques sobre el desarrollo de ideas matematicas en escenarios remotos, ampliando la
naturaleza de los espacios de aprendizaje. Particularmente, las matemaéticas se conciben como
una disciplina que implica grandes dificultades para llevarse a cabo en ambientes asincronos; aun
son relativamente inexplorados aspectos vinculados al desarrollo profesional de recursos
tecnologicos en ambientes en linea, al modo de emplear e implementar soportes cognitivos y
sociales para aprendices en ambientes en linea, las dinamicas relacionadas con la evaluacion
entre pares, alternativas de evaluacion de cursos en linea y formas de brindar retroalimentacion a
los estudiantes (Johns & Mills, 2021; Martin et al., 2020; Trenholm et al., 2015). Disefar e
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implementar modelos de ensefianza remotos implica repensar el tipo de escenarios donde sea
explicito el papel de las tecnologias digitales en las formas de interaccion entre los estudiantes y
profesores en el estudio de los conceptos matematicos (Laborde, 2002).

Santos Trigo et al., (2022) destacan que el uso de tecnologias digitales permite a los
estudiantes extender el tipo de actividades que se realizan en ambientes presenciales de
aprendizaje. Por ejemplo, pueden hacer consultas sobre explicaciones de conceptos en sitios web
o foros de discusion, de modo que la busqueda, discernimiento y comunicacion de la
informacion se convierten en competencias que forman parte de la metacognicion de los
estudiantes al momento de resolver problemas. Bajo este enfoque, la construccion de
conocimiento matematico puede generarse a través del trabajo en linea cuando se basa
fundamentalmente en la comunicacion y comparticion de recursos, herramientas e informacion
(Engelbrecht et al., 2020). No obstante, una de las principales brechas que existen en la forma de
desarrollar conocimiento matematico en aulas virtuales en comparacion con salones de clases
fisicos, es el acceso limitado que tienen los profesores a ofrecer orientacion o retroalimentacion a
través de indicativos sutiles sobre el nivel de entendimiento de los estudiantes, tales como
momentos eureka o expresiones faciales (Mullen, et al., 2021). En este sentido, la nocion de una
bitdcora digital emerge como una herramienta en la que se aprovechen los recursos digitales a su
disposicion de modo que permitan a los estudiantes registrar, comunicar y reflexionar sobre sus
propias experiencias de aprendizaje, de modo que se expliciten los razonamientos que surgen a
lo largo del trabajo en tareas matematicas. A su vez, un registro sobre los procesos de resolucion
de problemas de los estudiantes ofrece la oportunidad de analizar y de retroalimentar las ideas
expuestas por los estudiantes al incluir diferentes aproximaciones, exploraciones dindmicas,
discusiones relacionadas con los conceptos involucrados en los problemas apoyadas en videos o
plataformas linea (Santos-Trigo et al., 2022). De este modo, el presente trabajo pretende
contribuir al problema de investigacion planteado en la pregunta siguiente: ;De qué manera
puede coordinarse el uso de tecnologias digitales para promover y guiar a los estudiantes en la
comprension de conceptos y en el desarrollo de competencias de resolucion de problemas
matematicos en un ambiente de aprendizaje virtual?

Marco conceptual

Santos Trigo y Reyes-Martinez (2019), describen la nocion de problematizar los
contenidos matematicos como una concepcion del quehacer matemadtico orientada a la
conciliacion de dilemas; se concibe el razonamiento matematico como la capacidad de llevar a
cabo procesos cognitivos tales como la resolucioén de problemas, justificacion de conjeturas,
validacion de hipotesis, comunicacion y conexion entre conceptos y sus representaciones, €s
decir, habilidades necesarias en la practica disciplinar. Los estudiantes se involucran en la
problematizacion de los contenidos matematicos justamente a medida que se enganchan en
procesos de entendimiento y representacion de conceptos al momento de trabajar en tareas
matematicas, asi como en el proceso de generar diversas formas de comunicar y validar sus
resultados. Bajo esta perspectiva, es fundamental que los propodsitos de la ensefianza estén
dirigidos a promover un enfoque inquisitivo de resolucion de problemas: procurar que el trabajo
de los estudiantes sobre las tareas matematicas esté regido por el planteamiento y seguimiento de
preguntas orientadas a interpretar, representar, explorar y encontrar diversos caminos de solucion
(Santos-Trigo & Camacho, 2013). Santos-Trigo et al. (2022) proponen una organizacion teorica
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que enmarca el trabajo de resolucion de problemas bajo la construccion de una bitacora digital.
Este concepto se basa principalmente en el marco RASE (Churchill et al., 2016) para el disefio
de aprendizaje en escenarios virtuales, con la introduccion de elementos que apuntan a la
problematizacion de la disciplina. Estos se resumen en la Figura 1. La construccién de la bitacora
digital se halla en el centro de las actividades de los estudiantes, pues es a partir de ella puede
monitorearse y registrarse el aprendizaje de estos. ;Cuéles son los elementos relevantes que
constituyen el contenido de esta bitdcora? Pues bien, la construccion de este registro se basa en
tres elementos interrelacionados: una vision inquisitiva de resolucion de problemas, el uso de
recursos y el soporte en linea.

Resolucion de problemas
+  Enfogue inquisitivo

RESC:I;CIDH + Diferentes formas de resolver
problemas una tarea
+ Aprendizaje como un proceso
continuo

* Apeyo en sitios web o plataformas educativas

*  Hewuristicas de resclucien de problemas con
apaye enun SGD

+ Usa de videos, archivos, imigenes parala
bitheors

= Retroalimentacion personalizada
s {:lrienlla.:idnnnrmm- de los facilitadores S[]p(_}j_‘[f_‘-
. Plsgasin Bl protieinas +  Retroalimentacién de

.y 7 \ pl‘UfeE’.Ol‘ES ¥ expertos
Bitacora + Evaluacién entre pares
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» Plataformas en linea
= Apps de comunicacion
« 8GD

+  Foros de discusion

= Orientackdn técnica
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diverzas herramientas

*  Espacios de
comunicacidn y discusion

Figura 1. Elementos teoricos de la bitacora digital

Un enfoque inquisitivo de resolucion de problemas

Las tareas matematicas son el vehiculo para que los estudiantes se enganchen en
actividades de resolucion de problemas. Plantear constantemente diferentes formas de resolverlas
se vuelve una actividad importante para desarrollar su pensamiento (Santos-Trigo et al., 2022).

Una concepcion ampliada de los recursos de los estudiantes

El concepto de recursos que Schoenfeld (2011) describe involucra considerar en el proceso
de resolucion de problemas aquello que el individuo conoce y, por lo tanto, contribuye a la
construccion de metas y submetas de solucion. La inmersion de los estudiantes en contextos
virtuales difumina la linea entre lo que los estudiantes conocen a priori y el conocimiento al que
tienen acceso: se considera relevante incluir el uso coordinado de tecnologias digitales que
pueden utilizar para explorar, representar y dar sentido a los problemas matematicos.

Soporte en linea

La forma en que los estudiantes comparten sus ideas, soluciones, inquietudes y propuestas
puede ser a través de espacios de discusion de estilo foros, chats o por medio de aplicaciones de
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comunicacion. La interaccion que los estudiantes puedan tener entre ellos o con los profesores no
se limita a las reuniones sincronicas o via email, sino que adquieren elementos atemporales: en
contexto en linea, los horarios de trabajo son unicos para cada individuo y no necesariamente
universales.

Metodologia y disefio

Como parte de la profundizacion sobre los aspectos de implementacion de la bitacora
digital, se llevo a cabo un taller de resolucion de problemas de manera remota con cinco
estudiantes de un programa de maestria en ciencias en matematica educativa, coordinado por el
autor del presente trabajo y por un investigador auxiliar. El curso se gestiono a través de la
plataforma de Microsoft Teams, durante ocho semanas. Se llevaron a cabo sesiones semanales
sincronicas de dos horas por medio de videollamadas grupales, no obstante, las interacciones
entre los participantes y los coordinadores del curso no estuvieron limitadas a las sesiones
sincronicas. El trabajo de los participantes se llevo a cabo a través de dos episodios: primero, se
les envid por medio de un mensaje en Teams el problema que se discutiria durante la semana y
que debian registrar en su bitadcora digital; posteriormente, en la sesion semanal por Zoom,
presentaron avances sobre la bitdcora y recibian retroalimentacion tanto por parte de los
coordinadores del curso como por sus compaiieros.

Formato de la bitacora digital

Si bien se ha descrito el concepto de la bitacora digital como una herramienta de
aprendizaje, es importante definir en términos concretos como luce una bitacora digital. Para este
trabajo, se decidio que el libro de GeoGebra podria ser un formato adecuado, pues es un recurso
que permite incluir multiples herramientas digitales para la comunicacion de ideas en un formato
similar al de un libro electronico. Se estructura a través de capitulos, cada uno compuesto por
unidades llamadas actividades constituidas por: secciones de texto, vinculos o ventanas de
paginas web, videos incrustados, imagenes, archivos adjuntos y, lo mas importante, applets de
GeoGebra funcionales (ver Figura 2).

Libro de oo ‘ Actividades ‘
Geogebra Sk o

Figura 2. Estructura anidada del libro de GeoGebra

* Texto

« Videos

« Sitios web

* Modelos dinamicos
« Imagenes

Un libro de GeoGebra no consiste en un archivo descargable, sino que se accede a ¢l
mediante un enlace permanente. Al modificar el libro, el enlace permanece invariante, de modo
que es posible trabajar continuamente en ¢l sin la necesidad de constituir versiones nuevas. Se
exhort6 a los participantes a estructurar los acercamientos a cada problema en 4 secciones,
basadas en las fases de resolucion de problemas (Santos-Trigo et al., 2016), enfatizando el uso de
tecnologias digitales en cada una de las fases (Santos-Trigo, et al., 2022): comprension del
problema, es decir, concebir una idea general de lo que sera la solucidn al problema e identificar
las figuras o relaciones matematicas que puedan ser interpretadas o reconstruidas; exploraciones
basadas en el uso de herramientas de GeoGebra que lleven a la formulacidén de conjeturas a
través de una construccion estructural; busqueda y elaboracion de argumentos que justifiquen las
conjeturas halladas a través de exploraciones dinamicas; y, finalmente, una seccion dedicada a
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una reflexion retrospectiva sobre las ideas matematicas involucradas y extensiones al problema,
con apoyo en el uso de diferentes herramientas dindmicas.

Resultados y conclusiones

Con el objetivo de ejemplificar los conceptos descritos anteriormente, se utilizara el trabajo
de dos estudiantes, Ivan y Paola, cuyas bitacoras pueden ser consultadas en su totalidad. No
obstante, para este texto se expondran aspectos particulares de las exploraciones de los
estudiantes sobre el siguiente problema:

Sea ABCD un cuadrado. EI segmento DE conecta un vértice del cuadrado (D) con el punto medio de
uno de los lados opuestos al vértice (AB). Construir el cuadrado tomando como punto de partida el
segmento DE.

La comprension del problema es un momento importante en la resolucion de problemas,
pues es donde se plantean preguntas que permitan entender la forma en que los estudiantes dan
sentido al enunciado del problema, a la solucién y el tipo de recursos necesarios para alcanzarla.
Estas preguntas reflejan la forma en que los estudiantes organizan sus recursos para la
elaboracion de estrategias. La Tabla 1 resume las preguntas planteadas por los estudiantes, las
cuales son reflejadas en la bitacora de cada estudiante.

Tabla 1
Preguntas planteadas en la comprension del problema.

Ivén Paola
e ;Qué relacion hay entre el segmento DE y el cuadrado e ;Como puedo usar
e ;Qué figuras ocultas arrojan informacion del problema? GeoGebra para explorar el
e ;De qué manera ayuda que E sea un punto medio? problema?

A partir de la fase de comprension, se define tipo de exploraciones que cada estudiante
realiza: Ivan tiene la intencion de plantear un acercamiento ordenado similar a la forma
axiomatica de resolver una tarea matematica, Paola prefiere familiarizarse con el problema
mediante exploraciones espontaneas en GeoGebra. A continuacion, se describiran brevemente
las exploraciones que cada uno propone. En primera instancia se muestran dos exploraciones que
Ivan realizo, resumidas en la Tabla 2. Ivan construyé un segmento DE inicial y traz6 la recta PE,
siendo P un punto libre en el plano. El resto de la construccion es tal que ABD’D es un
rectangulo y E siempre es el punto medio del segmento AB. La solucion se obtiene de manera
visual al mover y situar P y de tal manera que el cuadrilatero ABD’D se transforma en un
cuadrado. En términos de los elementos de GeoGebra, esto significa que el punto B sea el punto
de tangencia de la recta BD’ con la circunferencia con centro en A y radio AD. Una
simplificacion de este problema surge al notar que el problema equivale a construir un triangulo
rectangulo cuyos catetos estén en razon 2:1. Adicionalmente, restringe el movimiento del punto
P a una circunferencia con centro en D y radio DE. Se traza la recta PE y la perpendicular que
pasa por D. El punto de interseccion A serd el centro de una circunferencia con radio AD. En
esta exploracion, la solucidén empirica se encuentra cuando E es un punto sobre la circunferencia
con centro en A.
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Tabla 2
Exploraciones de Ivan al problema.
Exploracion Preguntas planteadas
b\ e ;Qué elementos son suficientes de conocer para construir el
cuadrado?
e /Como la simetria del cuadrado permite encontrar la
solucion?

e ;Qué condiciones de P garantizan que el cuadrilatero ABD’D
es un cuadrado?
e ;De qué elementos puede prescindirse para la construccion?

Primer intento

e Como atar el movimiento del punto P a un objeto definido?
| e /Cuando se forma un triangulo rectangulo ADE cuyos catetos
. ; estan en razon 2:1?

Segundo intento

Durante la sesion de Zoom, Ivan compartié su aproximacion, y noto que el punto A
describe una semicircunferencia de diametro DE. Asi, Ivan propuso una tercera aproximacion de

naturaleza analitica: construy6 una semicircunferencia de didmetro DE y coloc6 un punto C

sobre ella. A continuacion, definié un punto E (@, ICBl) y definio el lugar geométrico del

punto E a medida que C se mueve sobre la semicircunferencia (Figura 3); es decir, Ivan
transformo este problema geométrico en uno de naturaleza analitica al preguntarse ;en qué
posicion situar el punto C tal que el triangulo ABC tenga catetos en razén 2:1? La posicion
solucion del punto E se encuentra en el punto de interseccion de su lugar geométrico con la recta

y =X.

/

Figura 3. Exploracién analitica de Ivan

Por su parte, Paola pudo obtener una solucion derivada de su exploracion, resumidas en la
Tabla 3. La exploracion de Paola comenzé construyendo el segmento AO inicial, y una
circunferencia con centro O que pase por A.
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Tabla 3
Exploracién y solucion de Paola al problema.

Exploracion Solucién

e ;Cbmo simplificar las condiciones del problema? e ;Como construir la segunda

e ;Como usar el lugar geométrico para estudiar el circunferencia de modo que
movimiento del punto medio E solo dependa del segmento DE
e ;Cuando el cuadrado ABCD es tal que E coincide con el inicial?
punto O?

Sobre esta, colocd un punto B movil y trazo el cuadrado ABCD, con lado AB. El punto
medio del lado DC, E, no necesariamente coincide con O, la solucion se encuentra cuando estos
puntos coinciden. Para ello, se traza el lugar geométrico de E, que resulta ser una circunferencia
que pasa por los puntos A, O y E. Cuando el punto E coincide con F, se obtiene una solucién
visual. Al situar E en esta ubicacion, los puntos B y F parecen colineales con E, por lo que trazo
la recta que pasa por la interseccion F de ambas circunferencias y el punto O, esta recta corta a la
primera circunferencia de tal forma que, al colocar B en esa interseccion, se obtiene la solucion
empirica. Para obtener una construccion estructural (que no se deshace), es necesario que el
lugar geométrico del punto E se construya como un objeto geométrico a partir de elementos bien
definidos. En la solucidn, este lugar geométrico se obtiene al construir un cuadrado con lado
DD’, donde D’ es el reflejo de D respecto a E. El punto medio G del lado opuesto, junto con D y
E, son tres puntos por los que pasa la circunferencia buscada. Una vez que se obtiene esta
circunferencia, el resto de la construccion es similar al de la exploracion.

Conclusiones

La relevancia de considerar una bitacora digital yace en la necesidad de acortar las brechas
que existen entre profesores y estudiantes en escenarios virtuales de aprendizaje, por ejemplo, la
escasa interaccion personal y retroalimentacion instantanea en comparacion con ambientes
presenciales. La bitacora digital se plantea como una alternativa para organizar ambientes
virtuales de aprendizaje, con miras a aprovechar los elementos tecnologicos al alcance de modo
que los estudiantes puedan presentar y discutir los contenidos y problemas matematicos de modo
que exista un espacio para organizar, monitorear y controlar el trabajo de los estudiantes. El
desafio yace en la importancia de que los profesores y los estudiantes conceptualicen las
herramientas digitales como medios para engancharse en discusiones matematicas donde el
centro de atencion es la comunicacion y contraste de ideas y soluciones de problemas en
ambientes virtuales, donde la interaccion en persona puede no ser una posibilidad. Con el fin de
contrastar el trabajo de estos dos estudiantes, conviene notar que todos los participantes
resolvieron el problema de manera algebraica: Si a es la magnitud del segmento DE, entonces la
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2
longitud x del lado del cuadrado satisface la ecuacion x? + (%) = a?, que al resolverse se sigue

. 2v5a , .
que 5x% = 4a?, o bien, x = — Entonces, ;De qué manera puede coordinarse el uso de

tecnologias digitales para promover y guiar a los estudiantes en la comprension de conceptos y
en el desarrollo de competencias de resolucion de problemas matematicos en un ambiente de
aprendizaje virtual? Al emplear la bitacora digital como un eje rector para la implementacion de
estrategias de resolucion de problemas basadas en el uso de tecnologias digitales se destacan dos
elementos clave:

1. El planteamiento de preguntas

Cuando un estudiante describe su proceso de razonamiento en ambientes sincronicos o
presenciales, lo hace generalmente apuntando a justificar y exponer su solucion. En la medida en
que esta forma dialéctica de comunicacion se lleva a cabo, el profesor puede plantear preguntas
para indagar en las conexiones matematicas realizadas por el estudiante. En el trabajo de la
bitacora digital, los estudiantes se ven orientados a plantear sus razonamientos de manera escrita
y ordenada, dando lugar a la explicitacion de preguntas que reflejan el tipo de exploraciones que
deben hacerse. Estas preguntas pueden dar pauta al tipo de entendimientos que los estudiantes
exhiben al momento de enfrentarse a problemas matematicos: Ivan plante6 preguntas orientadas
a definir las relaciones matematicas que surgen al momento de explorar el problema, mientras
que Paola demostré que su principal foco de atencion fue obtener una solucion estructural al
problema.

2. La comprension y exploracion de conceptos de manera dinamica

Aunado a lo anterior, Ivan mostr6 diferentes tipos de recursos matematicos: la
circunferencia como un elemento de equidistancia fue clave en todas sus exploraciones, asi como
la forma de reducir las condiciones necesarias para explorar un problema de manera ordenada.
Adicionalmente, Ivan transform6 un problema de naturaleza Euclidiana (construir una figura) en
un problema de anélisis funcional al definir un punto dindmico en términos de magnitudes
relacionadas; es decir, estudid la forma en que los segmentos DC y CB covarian para obtener un
resultado empirico. Conviene destacar que por cuestiones de espacio, no se incluye la
exploracion completa que se llevo a cabo en la sesion de Zoom, donde Ivan y sus compaiieros
obtuvieron una expresion algebraica asociada al lugar geométrico del punto E. Por su parte,
Paola aprovecho el uso del movimiento y la simplificacion de las condiciones del problema para
obtener conjeturas que la condujeron a la solucion del problema. El uso de circunferencias como
objetos sobre los cuales colocar puntos moviles fue esencial para llevar a cabo exploraciones que
le permitieron obtener un resultado satisfactorio. Obtener una construccion estructural en el
trabajo de Paola significo realizar una serie de trazos que constituyan una construccion basada en
propiedades geométricas. Desde el punto de vista de GeoGebra, esto significa que la
construccion se mantenga, mas desde el punto de vista matematico, la tarea posterior de Paola
consistié en demostrar que el lugar geométrico del punto E es una circunferencia (;cual es su
centro? ;cual es su radio?) y, ademas, ;qué justifica que la interseccion de la recta FO y la
circunferencia con centro en O y radio AO es el vértice del cuadrado que satisface las
condiciones?
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Es decir, a través del planteamiento de preguntas y del uso de elementos dinamicos de
tecnologias como GeoGebra, se emplea el trabajo de una bitacora digital como un punto de
partida hacia discusiones orientadas a estudiar la forma en que conceptos matematicos entran en
juego en resolver problemas que, de hacerlo en ambientes estaticos, no seria posible.
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