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Resumen

Estudiamos la adquisicion de habilidades de visualizacién dindmica tridimensional
de estudiantes universitarios cuando resuelven problemas de lugares geométricos en
el espacio usando geometria dindmica. Para ello, presentamos resultados de la
implementacion de dos actividades, propuestas en el marco de una trayectoria
hipotética de aprendizaje, fundamentadas en analogias entre objetos del plano y del
espacio. Con estas actividades se buscd fomentar habilidades de visualizacion, tales
como, control teodrico, prediccion geométrica y cristalizacion. De manera preliminar
nuestros resultados muestran que los estudiantes presentan dificultades en imaginar
lugares geométricos en el espacio que se van generando de manera dinamica. Sin
embargo, el uso de la geometria dinamica se ha convertido en una ayuda para que los
estudiantes desarrollen habilidades de visualizacion en geometria 3D tales como la
prediccion y construccion geométrica en la resolucion de problemas geométricos.

Palabras clave: Habilidades de Visualizacion, Aprendizaje; Lugares Geométricos
3D; Analogias del Plano y Espacio; Geometria Dinamica 3D; Educacién superior.

Introduccion

Investigaciones recientes en educacion geométrica (Jones et al., 2019) sefialan la atencion
creciente a la geometria tridimensional, promovida, en parte, por el estudio de los usos didacticos
de la geometria dindmica y otros artefactos digitales 3D en el ambito escolar (Sinclair et al.,
2016). En particular, se ha resaltado el papel fundamental de las habilidades de visualizacion en
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el aprendizaje de la geometria 3D y la pertinencia de abordar el desarrollo de habilidades de
visualizacion en todos los niveles escolares (Sinclair et al., 2016). Sin embargo, los resultados de
investigacion en visualizacion 3D a nivel universitario ain son pocos y parciales, y, por tanto,
constituyen un foco de interés para la educacion geométrica actual (Eisenberg & Dreyfus, 1991;
Jones et al., 2019).

Aunque Sabena et al. (2020) ratificaron que la visualizacidén es un componente vital para la
comprension conceptual, el razonamiento y la resolucion de problemas en matematicas, la
investigacion ha exhibido que los profesores universitarios hacen poco uso de imagenes en sus
clases de matematicas, favoreciendo el desarrollo de pensamiento algoritmico por encima del
pensamiento visual (Eisenberg & Dreyfus, 1991; Hitt, 1998; Presmeg, 2020).

Adicionalmente, se sabe que el pensamiento visual y el aprendizaje de las geometria 3D se
ven altamente beneficiadas por el uso de geometria dindmica ya que proporciona una variedad de
riqueza visual de imagenes espaciales, que no se consigue en representaciones estaticas en el
papel y, en algunos casos, ni en el espacio fisico (Pittalis & Christou, 2010). Al respecto, la
investigacion recomienda fomentar tareas matematicas que favorezcan las habilidades de
visualizacion dinamica en la geometria tridimensional (Ferrara & Mammana, 2014; Gutiérrez &
Jaime, 2015; Jones & Tzekaki, 2016; Ng & Ferrara, 2020).

Asi pues, la revision de literatura nos permitio encontrar que existe necesidad de
investigaciones sobre como las personas visualizan lugares geométricos en geometria
tridimensional. Por lo tanto, estamos interesados en investigar como se fomentan las habilidades
de visualizacion dindmica tridimensional cuando se resuelven problemas de lugares geométricos
en tres dimensiones por medio de combinar analogias entre lo que sucede en geometria plana y
en geometria espacial usando geometria dinamica 3D.

Habilidades de Visualizacion

Son entendidas como un conjunto de productos cognitivos (Arcavi, 2003) que les permiten
a las personas imaginar, manipular, representar, construir y reflexionar sobre imagenes 2D o 3D,
sean estaticas o en movimiento. Adicionalmente, investigadores (Bruce et al., 2017; Jones &
Tzekaki, 2016; Sinclair et al., 2016) han senalado la existencia de diversos tipos de habilidades
de visualizacion (susceptibles a ser desarrolladas a cualquier edad). En ese sentido, Mariotti y
Baccaglini-Frank (2018) identifican ocho habilidades de visualizacion: 1. identificacion; 2.
reconstruccion; 3. construccion; 4. conciencia parcial-total; 5. manipulacidn; 6. control teoérico;
7. prediccidon geométrica, y, 8. cristalizacion.

La Visualizacion dinamica tridimensional. Corresponden a habilidades que se requieren
para razonar sobre estimulos en movimiento. Muchos autores (Boz, 2005; Morrow, 1997)
sefialan que la visualizacion dinamica llega a constituirse en una herramienta poderosa para
lograr una mayor comprension de muchos conceptos matematicos o como recurso para resolver
problemas; sin embargo, los estudiantes universitarios solo logran aprender a crear imagenes
mentales estaticas de objetos 3D (Vallo & Zahorska, 2016), sin lograr desarrollar habilidades
para visualizar figuras tridimensionales de manera dinamica (Garcia-Dominguez et al., 2012;
(Kosa, 2016a). En ese sentido, la visualizacion dindmica que ofrece el computador estimula la
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capacidad para manipular mentalmente los objetos espaciales y mejoran sus procesos de
visualizacion al construir iméagenes visuales dindmicas de formas 3D (Boz, 2005; Gutiérrez &
Jaime, 2015; Kepceoglu, 2018; Kdsa, 2016a; Kosa & Karakus, 2010; Morrow, 1997; Pittalis &
Christou, 2010).

Los Lugares geométricos. Desde un punto de vista curricular, los lugares geométricos
constituyen una idea matematica fundamental (Schweiger, 2006), aunque poco investigada
(Fernandez-Mosquera, 2011; Jahn, 2000, 2002; Laborde et al., 2006; Nagy-Kondor, 2017), que
despierta interés por el mismo potencial de fomentar la visualizacion (Gomez-Chacon et al.,
2016). La ensefianza de los lugares geométricos usualmente va ligada o bien a las construcciones
con regla y compdas o acompanada del estudio de graficas de relaciones funcionales cuando se
trabaja como trayectorias de movimiento. Un tema principal de la geometria analitica es la
descripcion algebraica de curvas geométricas y la solucion algebraica de los problemas
geométricos. Tanto Schumann (2003) como Goémez-Chacén y Escribano (2014), afirman que los
lugares geométricos tienen un caracter educativo general, que se vuelve mas atractivo y las
soluciones son mas faciles para los estudiantes y profesores cuando utilizan software de
geometria dinamica.

Las Analogias. Nagy-Kondor (2017) recomienda fomentar analogias de lugares
geométricos desde 2D a 3D para desarrollar habilidades de visualizacién dindmica
tridimensional. Asi pues, el uso de analogia resulta valioso porque representa un puente que crea
un vinculo significativo entre 2D y 3D (Mammana et al., 2012). En esa perspectiva, se entiende
una analogia como “una especie de similitud entre objetos distintos. Objetos similares coinciden
entre si en algunos aspectos, objetos analogos coinciden en relaciones claramente definibles de
sus respectivas partes” (Polya, 1989). Para resolver un problema, puede usar la solucion de un
problema andlogo mas simple y usar su método, su resultado o ambos, método y resultado
(Budai, 2013; Mammana, 2019; Mammana et al., 2012). En nuestro caso, usamos analogias entre
objetos del plano y el espacio para estudiar algunas propiedades de los lugares geométricos 3D
que se generan por movimiento de una recta o superficie.

Aspectos Metodologicos

Esta investigacion esta orientada por una ruta enmarcada en el paradigma cualitativo,
interpretativo y descriptivo (Villarreal, 2003). Asi, consideramos apropiado adoptar la
metodologia de Investigacion Basada en el Disefio (Bakker, 2018; Bakker & van Eerde, 2015;
Cobb et al., 2017). La brecha encontrada la revision de la literatura nos condujo a considerar una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) como un constructo tedrico y metodologico
(Simon, 2020; Simon & Tzur, 2004) sobre el aprendizaje conceptual (lugar geométrico) y
procedimental (habilidades de visualizacion), en esta investigacion. Segiin Simon (1995) la THA
tiene tres componentes: Una meta de aprendizaje; Un conjunto de actividades de aprendizaje y
un proceso de aprendizaje hipotético. En esta ponencia hablaremos de estos tres aspectos mas en
detalle.

Las tareas disefiadas se aplicaron con tres grupos de estudiantes distintos. Las tareas seran
presenciales y virtuales, usando salas de computadores y practicas de uso del computador. Y
segun la IBD, se presentara los resultados de primer ciclo con un grupo de 15 estudiantes. En las
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dos actividades, se pondran a prueba las hipdtesis de aprendizaje formuladas. A manera de
pilotaje, se constituird en el primer ciclo del experimento.

El diseiio de las Actividades de aprendizaje

Detras del disefo, estan las ideas de Nagy-Kondor (2017) quien caracteriz6 las habilidades
de visualizacion espacial usando las potencialidades de la geometria dindmica 3D para expandir
el circulo de problemas en la educacion geométrica. En particular, ella recomienda realizar mas
estudios educativos en fomentar analogias de lugares geométricos desde 2D a 3D para
desarrollar habilidades de visualizacion espacial.

Las dos actividades que se presentaran y analizardn son sobre lugares geométricos en 2D y
luego en 3D. La idea general de las dos actividades es primero visualizar geométricamente en las
mentes de los estudiantes las figuras geométricas solicitadas. Se parte de generar una figura
geométrica a partir del movimiento. Primero de un punto para generar una recta. Luego, a partir
de una recta, generar una superficie.

La primera actividad de aprendizaje propuesta integra geometria dinamica 3D con la
intencion de construir lugares geométricos. En este caso, la mediatriz a partir de sus propiedades
de equidistancia para finalmente resolver el problema construyendo un plano mediador usando el
arrastre, por medio de un lugar geométrico analogo y construido en primera instancia en 2D para
luego construirlo en 3D. Ver Figura 1.

Figura 1. El plano mediador generado como el lugar geométrico
de una recta perpendicular al lugar geométrico en 2D.

La segunda actividad busca encontrar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
dos planos dados que se cortan. De igual forma que en la primera actividad, en ésta, por
analogia, se trata de tener en cuenta la generacion de una bisectriz de un angulo, en el plano, y
luego que los estudiantes universitarios puedan extender esta misma construccion de manera
dindmica.

En ambas, se busca fomentar habilidades de visualizacidn, tales como, control teérico,

prediccion geométrica y cristalizacion (Mariotti & Baccaglini-Frank, 2018) con el propdsito de
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promover la transferencia por analogia, de hechos geométricos 2D al espacio tridimensional con
el uso de Cabri 3D.

Algunas reflexiones finales

Nuestros resultados muestran que, en la educacién geométrica a nivel universitario, existen
muchas dificultades y obstaculos para visualizar figuras espaciales. Por ejemplo, para los
estudiantes resulta particularmente dificil imaginar objetos, procesos y conceptos de temas de
geometria analitica del espacio como los lugares geométricos 3D (Kosa, 2016b; Kosa &
Karakus, 2010; Nagy-Kondor, 2017).

Otra conclusion fue que el uso de la geometria dindmica se ha convertido en una
herramienta pedagogica promisoria que apoya el desarrollo de habilidades de visualizacion en
geometria 3D en los estudiantes, y, por ende, ayuda en la resolucion de problemas geométricos
(Budai, 2013; Jones & Tzekaki, 2016; Kbsa, 2016b, 2016a; Kosa & Karakus, 2010).
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