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Resumen

El proceso de ensenanza-aprendizaje (EA) para abordar el concepto de limite de
funciones en variables reales conlleva a una trascendencia desde la abstraccion en los
procesos cognitivos del andlisis matematico hasta una forma de EA préctica. Este reto
obliga complementar el proceso EA con recursos que faciliten la comprension de los
conceptos, sin dejar vacios cognitivos en los estudiantes (cuadrado Baez,2021) Es por
esto por lo que la utilizacién de recursos tecnologicos nos lleva a crear estrategias EA
tipo talleres para la construccion de recursos que permitan a los estudiantes integrar
conceptos mediante otras representaciones, logrando un aprendizaje significativo. Este
taller tiene como objetivo abordar el concepto de entorno, punto de acumulacion, junto
con la definicion de intervalos Epsilon-delta en limites de funciones en variables reales
utilizando Software libre GeoGebra como recurso tecnologico de este taller para la
creacion y exploracion de objetos matematicos de una manera dindmica.

Palabras clave: Entorno o vecindad; Punto de acumulacion; Criterio Epsilon-delta;
Representacion grafica; Limite de funciones; Aprendizaje significativo.

Introduccion

Cuando abordamos el concepto de limite de funciones en nuestra planificacion tomamos en
cuentas variables categdricas como el tiempo, recursos, generalidad del estudiantado, entre otros,
que podrian desviar el concepto matematico en su totalidad si no son tomadas apropiadamente en
cuenta. En este sentido, en ocasiones partimos de una manera informal para explicar el concepto.
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De ahi en caer a la igualdad del concepto “’Imagen de la funcidn igual al limite de la funcion’, es
decir, de no llegar a una interpretacion correcta intuitivamente:

Dada una funcion f definida en un intervalo I, donde ¢ € I, salvo posiblemente en c.

lim f(x) # f(c)

Si bien es cierto, que hacer uso de la representacion numérica y grafica de las funciones en
el pizarrén ayudan a construir parte del significado del concepto del
concepto(Pecharromanm,2014), abordarlo solamente de esta forma, existen elementos tedricos
que necesitan explicitarse para tener una construccion mas completa y un significado mas
profundo del concepto de limite.

El taller en Limite de funciones, desde la teoria de puntos de acumulacion y criterio €-0, es
una propuesta didactica que utilizar la herramienta tecnoldgica GeoGebra, tomando en cuenta un
proceso sistematico que integra los conceptos iniciales de vecindad, puntos de acumulacién y el
criterio de &-9, para construir los recursos apropiados conectando dichos conceptos mediante el
software libre GeoGebra.

De esta manera, esta actividad tiene los procesos de construccion siguientes mediante el
uso de GeoGebra:

1- Definir el concepto vecindad o entorno y punto de acumulacion.

2- Construir un recurso para presentar el concepto de puntos de acumulacion.

3- Partir de la definicion intuitiva del concepto de limite informalmente.

4- Representar de manera dinamica el concepto de limite de una funcidon de manera numérica y
grafica de manera exploratoria mediante la construccion de un recurso.

5- Construir un recurso didactico que muestre un concepto integrado del criterio €-9, punto de
acumulacion y el uso de tecnologia para la representacion de limites de funciones en
variables reales.

Objetivos

I.  Aplicar el software GeoGebra para construir los conceptos de vecindad y entorno para la
compresion de limite de funcion.

II. Conectar la definicion informal y la definicién formal matematica de limite de funciones.

III. Aplicar el software GeoGebra para construir los conceptos de limite de funcion y criterio
€-0

IV. Comparar las respectivas definiciones que ayuden a contrastar tanto la definicion formal
como la informal de limite de funciones.

Marco teorico

El tema objeto de estudio esta dirigido a la implementacion del taller Limite de funciones
desde la teoria de puntos de acumulacion y criterio €-3. Propuesta didactica usando GeoGebra.
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Es importante sefialar que desde la propia concepcion del concepto de limite de funciones
podemos iniciar mediante una recuperacion de saberes desde la mera concepcion de valor absoluto
y sus propiedades, conceptos de distancias y los conceptos de espacios métricos desde una
perspectiva practica de radio r y centro a, es decir, bajo la notacion V»(a) hasta retomar los
conceptos de Supremo e infimo hasta (Castillo,2022). De este modo, construir el concepto de
entorno V:(a) definido en la recta real como la vecindad a no es mas que el conjunto Ve(a): =
{xeR||x — al <&}, es decir, distancia y conceptos ligado al concepto de supremo e infimo. Asi
que la construccidn del punto de acumulacion definido en (Castillo,2022)] como:

Definicion 1 (punto de acumulacion): Sea A un subconjunto del conjunto de los reales R
donde el conjunto A es acotado. Ademas, sea x que pertenece al conjunto de los reales es un
punto de acumulacion de A si para cualquier entorno reducido conjunto V' (x), contiene algiin
punto de A.

Bajo las nuevas tendencias de calculo se plantea el concepto de limite de funciones desde
una perspectiva intuitiva como lo resalta el autor (Larson, R. & Hostetler, R. P.,2010) y luego toma
directamente la definicion formal del criterio €-6. Acorde a lo expuesto es importante resaltar el
concepto de acotacion bajo la recuperacion de saberes y la definicion 1. En este sentido, mediante
una reflexion para analizar una forma mas trascendente sobre qué actividades o recursos serian
importante poner en evidencia para crear un aprendizaje significativo, esto nos lleva a la intension
del uso de las TIC, ya que juega un papel preponderante para alcanzar dicho aprendizaje utilizando
nuevas formas de ensefanza y hacer matematica. En este sentido, (Goudez Maita,2005) destaca la
potencialidad de interaccion entre los protagonistas del proceso de ensefianza-aprendizaje que
conlleva a los estudiantes a crear situaciones de aprendizajes para conducirlo crear sus propios
conocimientos. Para [8] otra ventaja de utilizar GeoGebra en las matematicas es que genera la
posibilidad de crear una estructura dindmica en la construccion, es decir, en un procedimiento
geométrico en movimiento; asi que la utilizacion de las TIC hace que exista una trascendencia mas
que plasmar un mero contenido a nuestros estudiantes.

De acuerdo con lo anteriormente expuesto y en relacion con la implementacion de talleres
como estrategia didactica para promover un aprendizaje constructivo, dicha estrategia contiene
caracteristicas como promocion del dialogo, participacion entre los protagonistas del proceso EA,
aprendizaje funcional y significativo, a través de actividades ludicas y sobre todo integrador
propiciando de manera armonica una conexion entre el uso de las TIC y talleres como estrategia
didactica.

Metodologia
Primer momento: (Construccién de los conocimientos previos) (20 Minutos)

En este primer momento los participantes del taller reciben la informacion inicial referente
a los objetivos y la importancia de la actividad para aplicar el uso de GeoGebra trabajar de
manera constructiva el tema de limite de funciones. Como parte inicial se abordard un
conversatorio con la intencion de lograr una retroalimentacion de los saberes previos aplicando
las estrategias para diagnosticas tanto de los conocimientos matematicos como el uso de
GeoGebra como base de la construccion dindmica en el software.
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Partimos sobre los conceptos teoricos de valor absoluto, asi como sus propiedades, para
llegar al concepto de la definicion de entorno o vecindad. De esta manera, conectar con los
elementos de infimo y supremo. Finalmente, cerramos con el concepto de punto de acumulacion
de manera conceptual

Segundo momento: (Construccion del concepto de punto de acumulacion) (20 minutos)

Los participantes realizaran una construccion guiada por parte del facilitador en el
software GeoGebra iniciando con la adecuacion del espacio en la recta real para construir el
concepto de punto de acumulacion colocando deslizadores dindmicos, rotulados visualizados en
las pantallas con los controladores y modo grafico. Una vez construido los parametros y variables
del concepto de punto de acumulacion realizaremos la relacion existente entre el punto de
acumulacion y el valor € > 0, analizando varios ejemplos ilustrativos.

Tercer Momento: (Construccion intuitiva de la definicion de limite) (40 minutos)

Los participantes analizaran la definicion informal de limite de una funcion, dada por el
facilitador, a modo que exploratorio, que ayude a construir el concepto de limite, tomando en
cuenta la idea de aproximacion para un valor del dominio de la funcién f en x = c. En esta fase,
el facilitador orientara cada paso para la construccion intuitiva mediante el uso de GeoGebra.

En esta parte, queda plasmado el concepto de limite de una funcion, con el objetivo de
integrar el concepto de acumulacion y el criterio €-90. El facilitador hara énfasis en desarrollar
actividades que permitan interactuar con el recurso tecnoldgico y profundizar en la integracion de
estos conceptos. (O alguna idea que hable un poco sobre como se lograré la innovacion de
conectar ambos conceptos)

Cuarto Momento: (El criterio -6 y comparacion) (40 minutos)

Una vez los participantes hayan construido la definicion en el tercer momento, el
facilitador utilizar4 la funcidn escogida del momento anterior para conectar el criterio €-0 y
puntos de acumulacion, de tal manera, que ilustre una comparacion entre los momentos (3) y (4).

Recursos y actividad en el aula

Cada momento del taller el facilitador proporciona una guia que incluye cada consigna de
trabajo por cada momento, ademas de los recursos que deberan utilizarse.

El curso esta disefiado para 18 participantes, distribuido grupalmente en tres estudiantes por
grupo.

Cada grupo debe tener por lo menos una computadora estacionaria o portatil con el
software libre GeoGebra instalado enlace https://www.geogebra.org/download , GeoGebra
clasico 5 como minimo para el desarrollo de la actividad.

Se proporcionara materiales como lapices, hojas de trabajo, folders, material fisico por el
facilitador.
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