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Resumen

Este reporte presenta un estudio de tres sistemas numéricos —los numeros enteros, los niimeros racionales y los
nameros complejos— desde los Modos de Pensamiento: Sintético-Geométrico (SG), Analitico-Aritmético (AA) y
Analitico-Estructural (AE) de Sierpinska. Desde lo metodologico, se utilizé un Estudio de Casos, a través del cual
se evidenciaron modos de pensar que se priorizan y que son articulados por estudiantes de educacion escolar (16-
18 afios) y profesores de matematica en formacion inicial al ser situados en los distintos Sistemas Numéricos. El
analisis de las evidencias entregadas por los instrumentos aplicados —cuestionarios y entrevistas— dieron cuenta de
un privilegio por el modo AA de los Sistemas Numéricos y de dificultades para articular los modos de pensar AE y
SG. De esa forma, los resultados permitieron concluir una comprension parcial de los Sistemas Numéricos y la
necesidad de abordarlos desde una perspectiva geométrica y estructural, esto es, a partir de la recta numérica, el
plano complejo y las propiedades que los definen.
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Abstract

This report presents a study of three number systems —integer numbers, rational numbers and complex numbers—
from the Synthetic-Geometric, Analytic-Arithmetic, and Analytic-Structural thinking modes of Sierpinska. From
the methodological aspect, a case study was used, which allowed evidencing the thinking modes that are prioritized
and that are articulated by school students (16-18 years old) and pre-service mathematics teachers when they are
situated in the different number systems. The analysis of the evidence provided by the instruments —questionnaires
and interviews— revealed a privilege by the Analytic-Arithmetic thinking mode of the number systems, and
difficulties in articulating the Arithmetic-Structural and Synthetic-Geometric thinking modes. So, the results
allowed concluding a partial understanding of number systems and the need to approach them from a geometric and
structural perspective, i.e., considering the number line, the complex plane and their properties.
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Introduccion

La investigacion que se presenta se centra en el estudio de la comprension profunda de tres sistemas numéricos: el
sistema de los nimeros enteros (Z), el sistema de los niimeros racionales (Q) y el sistema de los numeros complejos
(O). Es preciso indicar que estos objetos matematicos no solo se entienden como conjuntos de niimeros, es decir,
como una coleccion de elementos que poseen una caracteristica comun; sino que mas precisamente, se definen
como sistemas —sistemas numéricos— en cuanto estan provistos de dos operaciones que verifican ciertas
propiedades, independientemente de los simbolos que se utilicen para representarlos. En efecto, Z, O y C son
sistemas numéricos, pues se caracterizan por tener una estructura algebraica y satisfacer —algunos y no todos— ciertas
propiedades de orden, topologicas y analiticas. Asi, desde esta concepcion y considerando como marco tedrico los
Modos de Pensamiento se exponen estudios de la comprension —y a veces profunda— de estos tres sistemas
numéricos.

Marco tedrico: Los modos de pensamiento

Sierpinska (2000), identifico tres modos de pensar objetos del Algebra Lineal, y que en esta investigacion se ha
extendido a topicos del Algebra, con la finalidad de hacer explicito el pensar tedrico de estos objetos mateméticos.
En el modo sintético-geométrico (SG) los objetos son presentados mediante una representacion geométrica, una
figura o un conjunto de puntos. En el modo analitico-aritmético (AA) los objetos matematicos son pensados a través
de relaciones numéricas o simbdlicas. En el modo analitico-estructural (AE) los objetos son presentados a través
de propiedades o por medio de axiomas.

Desde este referente tedrico entenderemos la comprension de un objeto matematico cuando hay articulacion (Pinto-
Rojas y Parraguez, 2017) entre estos tres modos de pensarlo.

Los modos de pensar el sistema de los numeros enteros, racionales y complejos

Se reporta una investigacion que tiene por objetivo mostrar evidencias con sustento teorico, de las diferentes
maneras de pensar que los profesores en formacion inicial y ejercicio (Para el caso Q) y estudiantes (para C) ponen
de relieve, para dar cuenta de la comprension los sistemas numéricos.

(a) El sistema Numérico Z y Q desde los modos de pensamiento

Si bien existe en el area de la Matematica Educativa una nutrida gama de investigaciones que hacen referencia a la
comprension y ensefianza de los sistemas numéricos Z y Q con énfasis en lo algebraico (Arnon et al., 2014; Fandifio,
2009; Gairin, 2001; entre otros), hay, sin embargo, una ausencia en que estos sistemas se traten integralmente desde
lo geométrico y lo algebraico. En relacion a esto tltimo, el foco de esta investigacion estd puesto en la mirada
integradora de lo tedrico y lo practico que se puede brindar a estos sistemas desde el referente teorico Los Modos
de pensar.

Modos de pensar Z. Para el caso de Z, este sistema se comprende desde los tres modos de pensar, SG-Z como un

punto en la recta numérica; AA-Z como un conjunto de numeros positivos, negativos y el cero; y AE-Z como un
representante de una clase de equivalencia. (ver Figura 1).
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AE-Z Donde [{(n,m}] es laclase de equivalencia del par(n,m)
R una relacion de N x N, donde (nm) Alp,g) € N x N, tal que:
(n,m)R(p,q) si y solosin+q =p+m.
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Figura 1. Modos de pensar el sistema de los nimeros enteros (Dato de la Investigacion).

Modos de pensar Q. De forma analoga el sistema Q, se analizé desde tres configuraciones, SG-Q como un punto
en la recta numérica; AA-Q como un cociente de dos numeros enteros (con divisor distinto de cero), y AE-Q como
un representante de una clase de equivalencia (ver Figura 2).

Q ={lin,m)]gin,m €2,m = 0}
L Donde [{n, m}]y es la clase de equivalencia del par (n,m)
AE-Q Ak
R una relacion de Z x (Z — {0}, donde (n,m) A(p,q) € Zx(Z —{0}), tal
que: (n,m)R(p,q)si v solosi nqg = pm.

AA-Q Q= {E/aEZAbEZ,bth}
Q Q*
_3 1 1.1 11 1 3 5 4
SG-Q -1 i T3 T34 o0 % 3, 172 3 33
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Figura 2. Modos de pensar el sistema de los numeros racionales (Bonilla y Parraguez, 2015, p. 78).

Para Q aportamos evidencia empirica sobre los modos de pensar que privilegia un grupo de 5 profesores en
formacion inicial (etiquetados como PF1, PF2, PF3, PF4 y PF5) y 6 en ejercicio (etiquetados como PE6, PE7, PES,
PE9, PE10 y PE11) entendidos cada uno como un caso de estudio (Stake, 2010), y que aceptan en forma voluntaria
ser parte de la investigacion.

Los instrumentos aplicados a los casos de estudio, cuestionario y entrevistas, aportaron elementos importantes, que
nos permiten identificar los modos que privilegian los profesores en formacion y en ejercicio al momento de
responder. A continuacion, se presentan ejemplos de ambos casos, respuesta a la pregunta 2 del cuestionario y un
extracto de una de las entrevistas realizadas.

Caso Profesores en formacion inicial

. . , . , L , 123 4
Pregunta 2 del Cuestionario: ;Qué estrategias usarias para justificar que los nimeros 2 2 er g epresentan un

mismo numero racional? Escribe el procedimiento.
La mayoria de estos profesores se situan en los modos SG-Q y AA-Q del sistema de los nimeros racionales, de
hecho, 3 de los profesores en formacion, transitan desde un modo AA-Q a SG-Q, realizando la transformacion a
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escritura decimal y enfatizando que estos numeros tienen una nica ubicacion en la recta numérica, argumento dado
por ellos para decir que todos esos ntimeros racionales son iguales (ver Figura 3).
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Figura 3. Respuesta pregunta 2 del PF2 (Dato de la Investigacion).

La totalidad de estos profesores, muestran estrategias relativas a realizar calculos (amplificar, simplificar,
., a . . . . . ,
transformar la expresion 5 @ su escritura decimal y realizar producto cruzado) para determinar si los numeros

presentados son equivalentes o no lo son.

El PF3, utiliza la propiedad que define el modo SE-Q, sin embargo no se situan en ese modo para responder, si no,
mas bien solo la utiliza como un procedimiento que se ensefia en la formacion escolar para verificar lo pedido (ver
figura 4).

S¢ toman & dos nimeves se wmpara entre i,

Por ejem?\o/ % y %{- Mora se MY HwPl.m de -forma,'

Q’u3o\},& 5 los NoMevosS T(’_suH—an"’Ei sSon n&m es,
l’@&/a—le,s.

nrones g5 Nomeres raconales Son

Figura 4. Respuesta pregunta 2 de PF3 (Dato de la Investigacion).

Pregunta del Guion de la Entrevista. ;El numero 1 de N es igual al 1 de Z? ;Al I de Q?
Se solicita reflexionar y responder. El informante PES, indica que no son iguales. Por lo tanto, es de interés para los
investigadores profundizar en sus argumentos.

Entrevistador: ;El niumero I de N es igual al 1 de Z? ;Al 1 de Q?

PES: yo pienso que no son iguales.

Entrevistador: puedes argumentar

PES: no pueden ser iguales, porque, se agregan otros elementos de un conjunto a otro, no todos
tienen las mismas caracteristicas, me explico!

Entrevistador: puedes especificar ;a qué te refieres con caracteristicas?

PES: El 1 de los numeros racionales se puede escribir como cinco quintos y uno de los naturales
no. Aunque a todos le corresponde el mismo punto en la recta numérica, mmmm.

Entrevistador: Entonces son iguales ;!!!

PES: no, no son iguales ... Aunque todos son neutros de la multiplicacion,... pero la
multiplicacion es distinta en cada conjunto. O sea sus factores pueden ser naturales, numeros
enteros o racionales.
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Entrevistador: supongamos que son distintos, como explicarias a un colega, ;qué estos niimeros
son distintos?

PES: diria que el 1 de N también esta contenido en Z y contenido en Q. pero como se agregan
otros elementos al conjunto nuevo... no son iguales. Es como el mismo elemento en conjuntos
distintos...

Si lo miramos en la recta numérica tiene el mismo punto. Pero no son las mismas rectas
numeéricas..

Al analizar los argumentos presentados por el informante PES, se observa que en distintos momentos se situa en el
modo SG-Z y SG-Q, cuando indica que a los nimeros 1 de Z y de Q le corresponde el mismo punto en la recta
numérica, sin embargo las justificaciones desde este modo no son suficientes para dar una respuesta adecuada a lo
que se le pregunta.

Ademés se observan rasgos propios del modo AA-Q, cuando responde “El I de los numeros racionales se puede
escribir como cinco quintos” desde este perspectiva, no logra dar una respuesta satisfactoria.

Por otra parte, queda en evidencia que al parecer la relacion conjuntista entre N, Z y Q propia de la formaciéon
escolar es considerada por PES como la estructura que define los sistemas numéricos, e insiste en argumentar desde
alli, sin llegar a una respuesta clara, porque sus argumentos estan desprovistos de AE-Q, donde lo que hay es una
copia de un sistema en otro (ver Figura 5).

, "copia de Zen Q"

‘"mpia deNenZ"

Figura 5. Copia de un Sistema Numérico en otro (Dato de la Investigacion).

Caso profesores en ejercicio

Pregunta del Guion de la Entrevista. ;El numero 1 de N es igual al 1 de Z? ;Al I de Q?
Se solicita reflexionar y responder.

A continuacion, se muestra la respuesta del profesor PE9.

PE9: creo que el 1 es el mismo de los 3 conjuntos, sin embargo, el 1 de los naturales tiene
“vecinos” distintos en la recta numérica a los que tiene en Q. Entonces al tener niuimeros
distintos a su alrededor dependiendo del conjunto en que este, el 1 ya no es el mismo.

Si bien, en los tres conjuntos representa lo mismo tiene un papel distinto dado el conjunto en
el que esta siendo usado.

En los naturales es el primero de la recta numérica.

En los enteros es el sucesor del cero.

En los racionales es un numero entre dos decimales ( ej estd entre 0,4 y 1,4).

Representa lo mismo, pero no es el mismo 1.
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Al analizar las reflexiones de PE9, estas se interpretan desde sus argumentos que el profesor se situa en el modo
SG-Q, cuando indica “que los I tienen distintos vecinos dependiendo del conjunto en que se encuentre” o cuando
escribe “En los racionales es un numero entre dos decimales ( ej esta entre 0,4 y 1,4)”, sin embargo, los argumentos
desde el modo SG-Q, no alcanzan para dar una respuesta satisfactoria a la pregunta, pero si, instan a un acercamiento
a ese modo.

Por otra parte, PE9, hace alusion a la relacion conjuntista de N, Z y Q cuando argumenta que “en los tres conjuntos
representa lo mismo tiene un papel distinto dado el conjunto en el que esta siendo usado”, esto es interpretado
desde esta teoria Los Modos de Pensar, que PE9 esta en vias de construir una articulaciéon entre Z y Q.

(b) Los modos de pensar el sistema de los numeros complejos

En la misma linea de la busqueda de la comprension de los sistemas Z y Q, se abordd el estudio de C.
Especificamente, se caracterizdo un modelo de comprension profunda de C desde los modos de pensamiento, y se
aportd evidencia empirica sobre los modos de pensar que privilegian estudiantes de educacion escolar (16-18 afios)
y profesores en formacion inicial.

Caracterizar un modelo de comprension para C.

Desde la literatura, diversas investigaciones reportan dificultades y errores en los procesos de apropiacion de C
tanto a nivel escolar como universitario (Ahmad y Shahrill, 2014; Aznar, Distéfano, Prieto y Moler, 2010; Bagni,
2001; Distéfano, Aznar y Pochulu, 2012; Martinez-Sierra y Antonio, 2009; Panaoura, Gagatsis y Giatilis, 2006;
Pardo y Gémez, 2007). Particularmente, las evidencias revelan que hay una comprension parcial de C debido,
principalmente, a que se prioriza un enfoque aritmético-algebraico para su ensefianza y desde el cual se le entiende
como la simple adjuncion de un conjunto de nimeros (los imaginarios) a uno preexistente (los nimeros reales, R)
cuyas propiedades y caracteristicas no son explicitas; en consecuencia, los estudiantes no tienen construido un
significado geométrico de C, reflejando una falta de flexibilidad en el uso de sus diferentes interpretaciones.
Considerando los elementos que definen a C, y dada también su complejidad inherente, cabe preguntarse ;coémo
estan comprendiendo C estudiantes escolares y de pedagogia en matematica?, y ;como es posible que dichos
estudiantes alcancen su comprension profunda?

Modos de pensar C.

Los modos de pensamiento permiten abordar la comprension profunda de C, ya que en la génesis y desarrollo del
sistema se identifican cuatro momentos epistemoldgicos claves (Artigue y Deledicq, 1992) en los que subyacen
distintas formas de pensamiento: algebraico, analitico, geométrico y formal (Martinez-Sierra y Antonio, 2009;
Pardo y Gémez, 2007). Desde esta evidencia epistemologica se caracterizan tres formas de pensar C para su
comprension profunda como: el plano complejo (pensamiento SG-C); expresion algebraica a + bi tal que a 'y b
numeros reales e i la unidad imaginaria (pensamiento AA-C); y estructura algebraica de cuerpo tal que i*= —
(pensamiento AE-C) (Figura 6).
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a +bi tal que i2=-1

Figura 6. Modos de pensar C para su comprension profunda (Randolph y Parraguez, 2019).

En el modo de pensar SG-C el pensamiento se dirige al plano complejo, a sus elementos (puntos y vectores del
plano) y a todo lo que es posible realizar a partir de €I, como construcciones de regla y compés de las operaciones
suma y producto (ya sea en un registro de representacion grafico, geométrico o de lenguaje natural). En modo AA-
C, por su parte, el pensamiento es conducido hacia la expresion a + bi con a, b nimeros reales e i la unidad
imaginaria, considerando la definicion de formulas. Mientras que en el modo AE-C, el pensamiento se enfoca en la
estructura algebraica y de orden del sistema, sus propiedades y axiomas.

De esta manera, para alcanzar una comprension de C los estudiantes deberan transitar articuladamente por los tres
modos de pensar C (Sierpinska, 2000), por lo que lo valioso estara en pesquisar aquellos elementos articuladores
(de la matematica: propiedades, definiciones, conceptos, entre otros) que permitan a los estudiantes transitar de un
modo de pensamiento a otro. Con tal fin, se aplicaron nueve actividades matematicas a seis estudiantes de educacion
escolar (E1, E2, E3, E4, E5, E6) y a cuatro profesores de matematica en formacion inicial (P1, P2, P3, P4),
obteniendo un modelo de comprension validado en estos informantes.

Modos de pensar que se priorizan y elementos articuladores.

El analisis de las producciones de los estudiantes a las actividades propuestas muestra una falta de articulacion de
los modos de pensamiento, privilegiando el modo AA-C y careciendo de transitos hacia los otros modos de pensar.
Las Figuras 7 y 8 exhiben, por ejemplo, las respuestas de E6 y P3 desde el modo AA-C, a la pregunta, ;qué nimero
complejo resulta de sumar z y w?

Figura 7. Respuesta de E6 (Dato de la Investigacion).
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b)Sean z = (3,2) y w = (1,2) nGmeros complejos, ;cudl es el valor de z - w?
Muestra dos formas distintas de resolucién.

Figura 8. Respuesta de P3 (Dato de la Investigacion).

En lo especifico, la mayoria de los estudiantes escolares (quienes por su nivel de conocimientos solo pueden
alcanzar SG-C y AA-C), no transitan al modo SG-C para resolver las actividades, debido a que no tienen un
significado geométrico de C; ellos solo se sitian y mantienen en AA-C y no reflejan un transito de AA-C a SG-C,
a modo de ejemplo cuando se les pregunta, ;qué numeros cumplen con |z|= 5?7 (ver Figura 9).

Jt41 Qve:\o en S *0405 )05 noIng-o_s v

e
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oV
:;Dj;;h t»r"ems?)mura J\J‘md,‘os P
' rebuH'a © bc»aar\e ls  relz y Ae
f
=8, B

Figura 9. Respuesta de E4 (Dato de la Investigacion).

Ademas, resuelven las actividades situados desde el sistema de los nimeros reales, lo que se refleja —entre otros—
cuando insisten en que un nimero al cuadrado es siempre positivo.

Sea z € €, encontrar todos los valores de 2, tal que z® = —1
Escribe ta desarrollo, explicando cada paso.

Zet I
i

o
- =
|.,,..-r |rr'"

Figura 10. Respuesta de P1 (Dato de la Investigacion).
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Por su parte los futuros profesores de matematica exponen elementos matematicos de los distintos modos de pensar
C y se sitian en ellos, pero en su mayoria no son capaces de transitar desde y hacia los otros modos para resolver
las actividades con éxito. Por ejemplo, la Figura 10 muestra como P1 no entrega solucion a la ecuacion z°> = -1y
aplica raiz cuadrada como si estuviera en el dominio de R. Por su parte en la Figura 11, P4 se sittia en SG-C para
responder a {qué numero complejo resulta de sumar z y w? y utiliza también la notacion (a, b).

o4 Eje
imaginario

24w=(-4,2)

/zU,b)

+ /
i1/
) ; Eje Real

4.54¢Vo'25455

Figura 11. Respuesta de P4 (Dato de la Investigacion).

Conclusiones

Desde lo general podemos concluir que los estudiantes de educacion escolar y universitaria privilegian el modo
AA-Sistemas Numéricos por sobre el modo de pensar SG-Sistemas Numéricos, y ademas que los profesores en
formacion inicial presentan dificultades para articular el modo de pensar AE-Sistemas Numéricos con SG-Sistemas
Numéricos.

El andlisis de las producciones de los estudiantes muestra una falta de articulacion de los modos de pensamiento,
privilegiando en todo momento el modo AA-Sistemas Numéricos y careciendo de transitos hacia los otros modos
de pensar. En relacion con el sistema numérico C, los estudiantes de ensefianza escolar resuelven las actividades
situados desde R, lo que se refleja —entre otros— cuando insisten en que un nimero al cuadrado es siempre positivo.
Por su parte los estudiantes de pedagogia en matematica evidencian elementos articuladores entre los distintos
modos de pensar C, por ejemplo, la notacioén de par ordenado del nimero complejo, sin embargo, no logran transitar
desde y hacia los otros modos para resolver exitosamente las actividades presentadas. Esto permite concluir una
comprension fragmentada de C y la necesidad de potenciar el trabajo desde lo geométrico y estructural. Como
resultado final del estudio se entregan sugerencias didacticas sobre elementos validados en la investigacion que
permitirian transitar de un modo de pensamiento a otro para el disefio de actividades que favorezcan la comprension
cabal de los sistemas numéricos.

Sugerencias didacticas

En base a los resultados descritos para los sistemas numéricos Z y Q, se sugiere potenciar en la formacion inicial
de profesores de matematica la articulacion AE-SG y AE-AA, promoviendo la reflexion en los futuros docentes,
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en particular sobre ;como se disponen los niimeros enteros y racionales en la recta numérica? pues, se considera
necesario que los docentes comprendan la relacion conjuntista no como una estructura que define los sistemas
numéricos, sino, como un modelo propio de la transposicion didactica para la ensefianza de los sistemas numéricos
en estudiantes de secundaria.

Por su parte, para el abordaje de C, se espera que contenidos como las coordenadas polares sean incorporados y
trabajados en la ensefianza de los nimeros complejos. Ademas, de acuerdo a esta investigacion, se plantea como
pertinente comenzar el estudio de C potenciando la conexion SG-C a AA-C y luego abordar las conexiones entre
AA-C, SG-C y AE-C. Para alcanzar esto ultimo, recomendamos actividades que comiencen situando las
operaciones en el plano complejo y definiendo a la unidad imaginaria desde 2= —1 y no desde i = v—1, ya que,
aunque ésta no es una notacion errada, conduce a los estudiantes a aplicar propiedades en C que solo se cumplen en
R, fomentando un sesgo del nimero real sobre el nimero complejo.
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