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Resumen

Algunas investigaciones demuestran que existe relacion entre test estandarizados y resolucion de problemas
matematicos. En esta investigacion se utilizan el Test de Razonamiento Légico (TRL) y el Test de Reflexion
Cognitiva (TRC) para clasificar el tipo de pensamiento de los estudiantes con el objetivo de poder relacionarlo con
su desempefio en resolucion de problemas matematicos con “trampa lineal” (“ilusion de la linealidad”). Varios
estudios indican que existe el excesivo uso de métodos lineales en el razonamiento y estrategias de solucion de los
estudiantes. Este estudio presenta la evidencia inicial que los estudiantes con un pensamiento formal y un
pensamiento reflexivo medianamente desarrollado usan con menor probabilidad el método lineal.
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Abstract

Some research shows that there is a relationship between standardized tests and mathematical problem solving. In
this investigation, the Test of Logical Thinking and the Cognitive Reflection Test are used to classify the students'
type of thinking with the aim to relate it to their performance in solving mathematical problems with a “linear trap”
(“illusion of linearity”). Some studies indicate that there is an excessive use of linear methods in students' reasoning
and solving strategies. This study presents preliminary evidence that students with a moderately developed formal-
and-reflective thinking use the linear method with minor probability.

Key words: reflective thinking, formal thinking, illusion of linearity
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Introduccion

El pensamiento formal es una condicion necesaria para acceder al conocimiento cientifico y matematico. Sin
embargo, las investigaciones demuestran que los jovenes escolarizados no manejan esquemas de operaciones
formales (Aguilar, Navarro, Lopez y Alcalde, 2002). Eso explica, por lo menos parcialmente, la incapacidad de
muchos de los estudiantes para resolver problemas que exigen un nivel de abstraccion y razonamiento tipico del
pensamiento formal. Los resultados alcanzados por las investigaciones anteriores permiten deducir que los
estudiantes no cuentan con las habilidades cognitivas necesarias para resolver las situaciones problematicas
planteadas, puesto que manifiestan deficiencias al procesar informacion de una manera sistematica. Ello implicaria
los bajos resultados obtenidos por los estudiantes al desarrollar pruebas de conocimiento a nivel nacional e
internacional, lo que supone, por tanto, un desempefio deficiente a nivel académico, especialmente el area de
matematicas.

Es por esta razon que en esta investigacion se realiza un analisis del desempefio de estudiantes en la resolucion de
problemas matematicas con “trampa lineal” en combinacion con dos pruebas: Test del Razonamiento Logico (TRL)
(Tobin & Capie, 1981; Acevedo y Martinez, 1995) y Test de la Reflexion Cognitiva (TRC) (Frederick, 2005). El
objetivo es averiguar si existe una relacion entre los resultados de ambas pruebas (TRC y TRL) y el desempefio en
resolucion de problemas matematicos con “trampa lineal”.

Por lo que se plantearon las siguientes preguntas de investigacion:
e ;Qué tipo de estrategias utilizan los estudiantes de primer grado bachiller al tratar de resolver problemas
matematicos con “trampa lineal”?
e /Qué tipo de estudiantes de acuerdo a sus estadios de pensamiento son los que presentan mayor tendencia
a caer en problemas matematicos con “trampa lineal”?

Constructos tedricos

En la presente seccion se mencionan constructos que son importantes en la investigacion, tales como pensamiento
formal, pensamiento concreto, pensamiento rapido, pensamiento lento y proporcionalidad o linealidad.

El pensamiento reflexivo como parte de procesos duales (pensamiento lento y rapido)
El concepto de procesamiento dual se refiere a la coexistencia de dos modos de procesar la informacion que
Kahneman (2002) resumi6 en la Figura 1.

INTUICION Razonamiento
(Sistema 1) (Sistema 2)

Réapidos Lentos
Paralelos Seriales
Automaéticos Controlados
Sin esfuerzo Esforzados
Asociativos Bajo reglas
De aprendizaje lento Flexibles

Perceptos
Estimulacion actual
Limitados

Representantes conceptuales
Pasadas, presentes, y futuras
Pueden ser evocados por el lenguaje

por el estimulo

CONTENIDGS

Figura 1: Diferencias de los dos sistemas (tomado de Kahnemam, 2002, p. 451).

A los procesos del Sistema 1 se les ha considerado preconscientes, implicitos, automaticos, de bajo esfuerzo,
rapidos, de alta capacidad, en formato de default, holisticos, perceptuales y a los procesos del Sistema 2, conscientes,
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explicitos, controlados, de alto esfuerzo, lentos, de baja capacidad, inhibitorios, analiticos, y reflexivos. Parece
adecuado concebir al Sistema 2 como una forma de pensamiento bajo control de nivel intencional, apoyado por los
procesos subconscientes del Sistema 1 que proporcionan perceptos, memorias, etc. También parece que la via mas
promisoria es la de operacionalizar el concepto de conciencia, considerando que el pensamiento del Sistema 2
requiere acceso a un sistema central de memoria de trabajo de capacidad limitada, cosa que no ocurre con el Sistema
1.

Pensamiento formal y concreto

El pensamiento formal y el pensamiento concreto son estadios de pensamiento logico-matematico que tienen ciertas
caracteristicas (Inhelder y Piaget, 1955).

En el pensamiento concreto el individuo realiza operaciones relativas a un objeto, o a situaciones tangibles y
observables, mientras que en el pensamiento formal el individuo razona en abstracto, elabora conjeturas y realiza
consideraciones fuera del objeto.

Los esquemas operatorios y tales razonamientos representan en el pensamiento formal un avance con relacion al
pensamiento concreto.

Linealidad

De book, Van Dooren, Janssens, y Verschaffel (2007) sefialan que los términos “lineal” y “proporcionalidad
(directa)” (asi como sus derivados) los debemos utilizar como sinénimos y, también, para referirnos a las funciones
de la forma f(x)=ax (a#0). La representacion grafica de este tipo de funcion es: una linea recta que pasa por
el origen. Sin embargo, existen otras propiedades y representaciones de las funciones lineales que son conocidas y
utilizadas con frecuencia. Cada una de estas propiedades y representaciones pueden ser aplicadas por los estudiantes
en situaciones en las que no son aplicables. Esta tendencia se llama “la ilusion de la linealidad” o, simplemente,
“trampa lineal”. Tales propiedades son las siguientes:

» cuando el factor de proporcionalidad es un niimero entero (relativamente pequefio), los estudiantes
tienden a centrarse en esta propiedad (aditiva) por ejemplo: para cubrir 21 m? (3 m? + 18 m?) necesitamos
3.5 litros (0.5 litros + 3 litros) de pintura.

* Esta propiedad (multiplicativa) se refiere a la igualdad de las relaciones internas y con frecuencia esta
representado en la regla “si k veces a entonces k veces b”. Lo anterior, por lo general, se utiliza en el aula

para resolver problemas verbales. Por ejemplo, para cubrir 36 m? (2 x 18 m?) necesitamos 6 litros (2 x 3
litros) de pintura.

Metodologia

La presente investigacion es de naturaleza tanto cuantitativa como cualitativa. El grupo de estudio es de 33 alumnos
de primer grado de bachiller del colegio privado Salvador Allende en Puebla.

Primera etapa:

Se aplico al primero grado de bachiller el test de reflexion cognitiva y el test de razonamiento l6gico para poder
analizar su nivel cognitivo inicial.
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* Test de Reflexion Cognitiva (TRC) de Frederick (2005) consiste en solo tres items que se caracterizan por
estar disenados para llevar a errores en la ausencia de pensamiento reflexivo

* Test de Razonamiento Légico (TRL) (Acevedo & Martinez, 1995) consiste en un cuestionario de diez
tareas de papel y lapiz, dos por cada uno de los siguientes esquemas de razonamiento:
Proporcionalidad (PP), control de variable (CV), probabilidad (PB), correlaciéon (CR) y operaciones
combinatorias (CB).

Segunda etapa:

Aplicar problemas matematicos con trampa lineal:
Los problemas son basicamente los mismos que proponen Van Dooren et al. (2007)
Problemas matematicos aplicados:

e Un grupo de 5 musicos toca una cancion en 10 minutos. Otro grupo de 35 musicos tocard la misma
cancion. ;Cuanto tiempo le tomara e este grupo tocar la cancion?

e Si500 ml de agua se encuentran a 20° C en el ambiente, ;qué temperatura tendran 1000 ml de agua?

e Ellen y Kim estan corriendo alrededor de una pista. Corren igual de rapido, pero Ellen comenz6
mas tarde. Cuando Ellen ha corrido 5 vueltas, Kim ha corrido 15 vueltas. Cuando Ellen ha corrido
30 vueltas, ;cuantas ha corrido Kim?

e Lalocomotora de un tren tiene 12 m de largo. Si hay 4 vagones conectados a la locomotora, el tren
tiene una longitud de 52 m. Si hubiera 8 vagones conectados a la locomotora, ;cudl seria el largo
del tren?

e Fl granjero Carlos necesita aproximadamente 8 horas para abonar un terreno cuadrado de 200 m de
lado. ;Cuantas horas necesitara para abonar un terreno cuadrado de 600 m de lado?

Resultados

Con el analisis realizado de los Test de Razonamiento Logico (TRL) y Test de Reflexion Cognitiva (TRC) se midiod
el nivel cognitivo de cada uno de los estudiantes. Con base en el analisis de los problemas matematicos con trampa
lineal se realiz6 una clasificacion de respuestas de acuerdo con sus estrategias de solucion, para poder encontrar una
relacion entre el nivel cognitivo de los estudiantes y su estrategia de solucion.

Combinando los resultados de los dos test (TRC Y TRL) se obtiene lo siguiente:

Tabla 1. Resultados de TRC y TRL.

_ Pensamiento concreto | Pensamiento en transicion | Pensamiento formal | Total

Pensamiento rapido
Pensamiento lento 0 3 0 3

Total 30 3 0 33

Tenemos 30 pensadores concretos de los cuales estos 30 son pensadores rapidos, y el resto que son 3, son pensadores
en transicion y a la vez pensadores lentos. No se encontraron pensadores formales. Se puede decir que los
estudiantes con bajo nivel cognitivo en TRC son bajos en TRL y alumnos con mejor nivel cognitivo en TRC son
medianamente altos en TRL. Para dar un desglose mas claro, se realiza una segunda clasificacion de estratos de
acuerdo a la cantidad de items correctos en ambas pruebas:
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* Grupo 1: estudiantes con TRC=0y TRL =0

* Grupo 2: estudiantes con TRC =0y TRL =1,2

* Grupo 3: estudiantes con TRC =0,1 y TRL =34
* Grupo 4: estudiantes con TRC =2,3 y TRL = 5,6

A continuacion, se muestran los resultados globales en la resolucion de los problemas matematicos con trampa
lineal.

Tabla 2. El desempeio de alumnos en problemas con trampa lineal.

Problema Muisicos | Temperatura | Carrera | Locomotora Granjero

Caen en la trampa
Brincan la trampa 23 23 14 12 2
Total 33 33 33 33 33

La tabla anterior muestra crecientemente como los alumnos tienden en caer en trampa lineal. En los dos primeros
problemas la mayoria no presenté mayor complicacion, los dos siguientes problemas aproximadamente la mitad de
los alumnos, presento dificultades, y finalmente los ultimos tres problemas la mayoria presenta ilusion lineal. En la
continuacion se presentan los detalles del desempefio de los estudiantes en dos problemas (Carrera y Locomotora).

Analisis del problema Carrera
De acuerdo con la Tabla 2 se puede observar que 19 alumnos caen en la trampa lineal al aplicar métodos lineales
donde no corresponden, por lo que es importante describir las estrategias con la que los alumnos resolvieron el

problema y relacionarla con el nivel cognitivo.

Tabla 3. El desempefio de los grupos cognitivos en el problema Carrera.

Grupo 1

Grupo 2 11 4 15

Grupo 3 0 2 2

Grupo 4 0 3 3
Total 19 14 33

Comparando el grupo 1 y 2 con el grupo 3 y 4, se observa de la Tabla 3 lo siguiente: Todos los alumnos del grupo
4 que consta de alumnos con un nivel cognitivo mejor (pensadores lentos y en transicion) aplicaron métodos no
lineales correctos. Mientras tanto, los alumnos en el grupo 1 y 2, que consta de alumnos con un nivel cognitivo
deficiente (pensadores rapidos y concretos), la mayoria aplicaron métodos lineales donde no corresponde.

Es necesario mencionar que con base en la estrategia con la cual los alumnos resolvieron el problema se obtuvieron
las siguientes categorias del problema de la carrera:
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e Razonamiento lineal
» Combinacion de operaciones
e Razonamiento no-lineal

Razonamiento lineal

La mayoria de los alumnos en los grupos 1 y 2 son los que muestran estrategias de razonamiento lineal, como forma
de procedimiento se muestra la siguiente figura:

Explica detalladamente tu respuesta [/ 70 {

Figura 2: El problema Carrera - Razonamiento lineal.

La tendencia que muestran los alumnos que conforman los grupos 1 y 2 es la utilizacion de la regla de tres y se
considera un método lineal porque, como lo mencionan De Bock et al. (2007), es un razonamiento del tipo “K veces
a entonces k veces b”, es decir, el alumno interpreta de manera incorrecta el problema pensando que Kim tiene el
triple de vueltas que Ellen y no se percata que solo le lleva de ventaja 10 vueltas por lo que responde de manera
presurosa argumentando que Kim ha corrido 3 veces lo que ha corrido Ellen.

Combinacion de operaciones
Algunos alumnos que caen en la trampa lineal de los grupos 1 y 2 utilizan combinacién de operaciones, mezclado
con indicios de razonamiento lineal un tanto confusos. Por ejemplo, dan razonamientos del tipo “el doble de vueltas”
y como respuesta 3 x15 =45,

Razonamiento no-lineal

El grupo 3 y el grupo 4 aplicaron un método no-lineal que se muestra en la siguiente figura:

Explica detalladamente tu respuesta
§y Eles teuw By B

. S b\
SRV ot Eher Teve B i
s gt T8

Figura 3: El problema Carrera — Razonamiento no-lineal.
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Los alumnos de estos grupos cognitivos se percataron de una diferencia importante para resolver correctamente el
problema, no lograron caer en el razonamiento impulsivo de interpretar 15 vueltas como un multiplo de 3, sino que
se tuvo un analisis mas prolongado para poder visualizar las 15 vueltas como diferencia de 10 vueltas entre Kim y
Ellen.

Andlisis del problema Locomotora
En la Tabla 4 se puede observar que mas de la mitad de los estudiantes utilizaron un método lineal donde no era
aplicable en el problema de Locomotora. Los alumnos que conforman los diferentes grupos se describen en la

siguiente tabla para un mejor analisis:

Tabla 4: El desempefio de los grupos cognitivos en el problema Locomotora.

11 2 13

Grupo 1

Grupo 2 9 6 15
Grupo 3 1 1 2
Grupo 4 0 3 3
Total 21 12 33

Comparando los grupos extremos (Grupo 1y Grupo 4), se puede observar que aproximadamente un 80 % de los
estudiantes que conforman el grupo 1 caen en la trampa cognitiva y los alumnos que conforman el grupo 4, el 100
% no caen en la trampa lineal. Eso quiere decir que los estudiantes con pensamiento lento y pensamiento en
transicion son los que mejor desempefio tienen en este problema, por lo que es importante describir las estrategias
que utilizaron los alumnos que conforman cada grupo cognitivo para complementar este analisis.

Es necesario mencionar que, con base en la estrategia con la cual los alumnos resolvieron el problema, se
obtuvieron las siguientes categorias de resolucion del problema de la carrera:

*  Razonamiento lineal

»  Combinacion de operaciones

e Razonamiento no-lineal
Razonamiento lineal

La estrategia que utilizaron los alumnos con el método lineal son:

» Multiplo (K veces a entonces k veces b)
* Regla de tres

Un 80 % de alumnos, que empleaban el método lineal de multiplo, utilizaron lo que De Bock et al. (2007) llaman

la propiedad multiplicativa de la ilusion de la linealidad y obtuvieron como respuesta 104 o 24 dependiendo de la
comprension del texto, pero basicamente es el mismo razonamiento.
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Figura 4: Locomotora —Razonamiento lineal 1. Figura 5: Locomotora-Razonamiento lineal 2.

Seglin la comprension del texto, los alumnos no lograron ver la diferencia entre locomotora y tren y “largo” y
“longitud” respectivamente, por lo que se representaron los 4 vagones de una longitud 52 metros. Entonces, al
preguntarles el largo del tren, ellos solo multiplicaron 52 x 2 = 104 o sumaron 52 + 52 = 104.

En la figura 5 se muestra un ejemplo de otra respuesta del mismo tipo de razonamiento lineal, s6lo varia la forma
de entender el problema donde en este tipo de respuesta se represento6 los 4 vagones de “longitud” 12 metros, por
lo que la respuesta lineal es 24.

Otra variante de método lineal es la regla de tres:

Figura 6: Locomotora - Razonamiento lineal 3.

Este tipo de respuesta es un razonamiento lineal mal planteado, esto porque combina de una manera arbitraria tres
datos del problema, y poder formar la famosa regla de tres, la cual es una consecuencia de un razonamiento de tipo

lineal.

Combinacion de operaciones

Otra categoria de estrategias que no necesariamente estd involucrado un razonamiento lineal es la biisqueda de una
respuesta a través operaciones aritméticas que se mencionan en el problema que no muestran indicios de alguna
regla de tres o de utilizar la propiedad multiplicativa de la linealidad a lo que Brousseau llama “contrato didéctico”.

Como ejemplo de esto tenemos la siguiente figura:
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72
Si para resolvar el problema consideras Gtil un cibujo, diagrama o esquema, utiliza el recuadro de
abajo.

Figura 7: Locomotora - Contrato didactico.

En este tipo de respuestas el estudiante se centrd en realizar una multiplicacion con los datos que se proporciond en
el problema, por lo que el multiplica 12 que es el largo de la locomotora por 4 que es el nimero de vagones y obtiene
como respuesta 52 (con un error aritmético adicional). Esto muestra una falta de andlisis y comprension por parte
del alumno. En cierto sentido, el alumno se vuelve flojo y s6lo da como respuesta rapida este tipo de combinacion
de operaciones ya que, por contrato didactico, sabe que esta obligado a dar una respuesta.

Razonamiento no-lineal
Los alumnos en esta categoria no caen en la trampa lineal que tiene el problema y utilizan un razonamiento no-

lineal ejecutado correctamente, comprenden correctamente el problema y la diferencia entre largo y longitud, como
lo muestra en la siguiente figura:

La locomotora de un tren tiene 12 m de largo. Si hay 4 vagones conectados a |z locomotorsa, el tren
tiene una longitud de 52 m. Si hublera 8 vagones conectados 2 la locomotora, dcudl seria el largo
del tren? o
R Rio) 1 12-
£:.) = -1
Y =52 -~
: 1 |y PJ
Uy Yo 24 Yo+ 2= 14
Uy -- 0= ;
b ) =10
Si para resclver el problema consideras til un dibujo, diagrama o esquema, utiliza el recuadro de
ahajo.

Figura 8: Locomotora - Razonamiento no-lineal 1.

El alumno llega a comprender la diferencia entre largo y longitud, en este caso lo representa simbodlicamente, a 12
lo relaciona con el largo de la locomotora y 52 lo relaciona con la longitud “total”, por lo que él encuentra, que cada
vagon tiene longitud de 10 metros (la que representa con el simbolo x). Por lo tanto, multiplica los 8 vagones por
los 10 metros de cada vagon y lo suma al largo de la locomotora.

(= [;Li}
T E v

O

e SN

1 vH0+A0 =00y

Explica detalladamente tu respuesta
Bla el probleaa e damarea gee R e

7 oogarle duse aw 3t un treq hent 12ew de Jams

[T P AL Sy M vegoncg Cancclogas o lo locarmmoloys of 3 ’

el yibug 30 Bhan enbonses con : er freag
I8 ey BRw, B vaganes Cualscrin et larac

Figura 9: Locomotora — Razonamiento no-lineal 2.
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Como lo muestra la Figura 9, los alumnos tienen una comprension correcta del problema de tal forma que realizar
una representacion grafica (dibujo) para poder realizar correctamente el problema. De la representacion grafica se
pude deducir que el estudiante logra encontrar la diferencia entre largo y longitud y locomotora y tren.

Conclusiones
Este estudio permitio responder con los hechos iniciales las dos preguntas de investigacion:

(Qué tipo de estrategias utilizan los estudiantes de primer grado bachiller al tratar de resolver problemas
matematicos con “trampa lineal”?

(Qué tipo de estudiantes de acuerdo a sus estadios de pensamiento son los que presentan mayor tendencia a
caer en problemas matematicos con “trampa lineal”?

Para la primera pregunta se encontrdé y document6 un amplio espectro de estrategias y se demostroé que su caracter
depende del nivel de reflexion cognitiva y razonamiento logico, es decir, entre la variedad de estrategias de solucion
que utilizaron los estudiantes del bachillerato Salvador Allende, el método lineal y sus derivados fue la preferida de
los estudiantes.

Para la segunda pregunta el test de razonamiento logico (TRL) y el test de reflexion cognitiva (TRC) nos permitieron
ubicar qué tipo de alumnos son pensadores concretos, formales, rapidos y lentos, para posteriormente relacionarlo
con el desempefio que tienen en la resolucion de problemas matematicos.

Se encontrd que los alumnos con un pensamiento rapido son pensadores concretos y los pensadores lentos estan en
transicion hacia el pensamiento formal. Los resultados nos permitieron concluir que precisamente los pensadores
répidos y concretos (grupo cognitivo 1) son los que utilizan con mayor probabilidad el método lineal y sus derivados
en problemas donde corresponde la linealidad y los pensadores lentos, asi como en transicion (grupo cognitivo 4)
son los que percatan la no aplicabilidad del método lineal en problemas matematicos con trampa lineal.

De tal manera, el Test de Razonamiento Logico (TRL) y el Test de Reflexion Cognitiva (TRC) podrian ser
predictores que indican cuales son los estudiantes que presentaran mayores dificultades en resolucion de problemas
matematicos con “cierta trampa”. Claro esa importante relacion se debe investigar y corroborar realizando estudios
que involucrarian el mayor nimero de estudiantes.

Los resultados de este estudio inicial tienen una fuerte implicacion para la ensefianza de las matematicas. Los
docentes deben usar los disefios didacticos que ofrecen a los estudiantes las secuencias de actividades de aprendizaje
que promuevan la “aceleracion cognitiva” (Shayer & Adhami, 2007).
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