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Resumen

Esta comunicacion es producto de un trabajo de grado desarrollado en la Maestria en Docencia de la Matematica
de la Universidad Pedagogica Nacional, en particular, expone el andlisis de los razonamientos que un estudiante de
grado séptimo exhibe cuando compara distribuciones de datos a partir del trabajo con una tarea mediada por
tecnologia digital, considerando elementos tedricos centrados en caracteristicas y concepciones acerca de la nocion
de distribucion. La estrategia investigativa empleada fue la entrevista basada en tareas, los resultados sugieren que
el estudiante considera aspectos de la nocion de distribucion de manera informal cuando hace comparaciones de
distribuciones.

Palabras clave: pensamiento relacionado con probabilidad, estadistica, entrevista basada en tareas
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Abstract

This report is the result of a thesis developed in the Mathematics Teaching Master’s Degree Program at the National
Teacher Training University. In particular, it presents the reasoning analysis that a seventh-grade student shows
when comparing data distributions from the work with a digital technology-mediated-task; considering theoretical
elements based on characteristics and conceptions concerning the distribution notion. The research strategy used
was the task-based interview. The results suggest that the student considers distribution notion aspects informally
when making distribution comparisons.

Key words: probability-related thinking, statistics, task-based interview
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Introduccion

La propuesta de trabajo de grado que se encuentra en curso, tiene como aspecto central el identificar los diversos
razonamientos y concepciones que los estudiantes exhiben cuando comparan conjuntos de datos a partir del trabajo
con una tarea mediada por tecnologia digital, para dicho proposito la idea de distribucion es medular. En este
sentido, esta propuesta parte del supuesto que los estudiantes haciendo uso de sus conocimientos iniciales y de una
herramienta digital disefiada en GeoGebra, son influenciados en sus razonamientos respecto a las caracteristicas y
concepciones de la distribucion, lo cual contribuira al desarrollo del pensamiento aleatorio y a la formacién de
ciudadanos estadisticamente cultos.

La cultura estadistica, como lo propone Batanero, Diaz, Contreras y Roa (2013) involucra la interpretacion de la
informacion estadistica que se puede encontrar en diferentes contextos, esta interpretacion no puede darse
correctamente si no se han desarrollado ideas estadisticas fundamentales, especificamente la de distribucion de
frecuencias. En este sentido, Ben-Zvi y Arcavi (2001) citados en Garfield y Ben-Zvi (2008) encontraron que las
tareas cuidadosamente disenadas (por ejemplo, comparar distribuciones, manejar valores atipicos), la orientacién
de los docentes y preguntas desafiantes, junto con conjuntos de datos motivadores y herramientas tecnologicas
apropiadas ayudan a los estudiantes a hacer la transicion del razonamiento local al global.

El conjunto de tareas que contempla la propuesta, se vale de preguntas orientadas a la comparacion de conjuntos de
datos para promover la nocion de distribucion, ya que:

1. Comparar dos o mas conjuntos de datos puede estructurarse como una version inicial e informal
de inferencia estadistica.

2. Los problemas que involucran comparaciones de conjuntos de datos son a menudo mas interesantes

que los que involucran a un solo conjunto.

Estudiantes de cualquier nivel requieren desarrollar estrategias para comparar conjuntos de datos.

4. En la comparacion de conjuntos de datos es importante realizar representaciones graficas y obtener
resumenes (centro y dispersion) de los datos. Sdnchez y Orta (2013, p. 68)

98]

Para efectos de esta comunicacion se mostrara parte del marco referencial que orienta la propuesta, la metodologia
seguida, un episodio de la entrevista basada en la tarea propuesta, y su correspondiente analisis.

Marco referencial

Para Batanero y Godino (2001) la distribucion proporciona informacion para analizar una variable, en particular
aspectos como saber cuantos datos hay en total, con qué frecuencia aparecen los diferentes valores de la variable y
el comportamiento de los datos, sin embargo, no sefialan una definicion clara sobre esta nocion. Algunos autores se
han interesado por investigar acerca de la nocion de distribucion, al respecto Wild (2006) indica que la distribucion
son los lentes a través de los cuales se observa como varian los datos, por lo que comprender la idea de variabilidad
de los datos es un componente clave para comprender el concepto de distribucion.
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Figura 1. Distribucion como lente.
Fuente: Wild (20006).

En linea con estas perspectivas, Wild (2006) hace una distincion entre dos tipos de distribuciones, las empiricas y
las tedricas. Las distribuciones empiricas, son aquellas en las que se explica la variacion de los datos mediante la
observacion directa de diferentes representaciones del conjunto de datos, dicha observacion permite describir la
variabilidad existente en los datos, por ello, este tipo de distribuciones no tienen un componente inferencial. Las
distribuciones teoricas por su parte, hacen alusion a las distribuciones que explican la variacion de los datos de
variables aleatorias bajo modelos paramétricos como la distribucion normal, binomial, etc., es decir, se refiere a
modelos de probabilidad.

Distribucion Empirica
se ve 4 variable de los datos

Aspectos de la forma

Distribucion

que... se _
imagina @F‘ Distribucion Teorica
de variable aleatoria

L\-..”.r—‘

Modelo de probabilidad

Figura 2. Distribucion Empirica vs. Distribucion Teorica.
Fuente: Wild (2006).

Las tareas planteadas en la propuesta, y en particular la mostrada en esta comunicacion, centra su atencion en las
distribuciones de tipo empirico, dado que, lo que busca principalmente es favorecer la visualizacion grafica,
aprovechando las posibilidades que brindan los recursos tecnologicos. Asi mismo se busca promover el aprendizaje
de la estadistica particularmente la distribucion de frecuencias mediante la exploracion dinamica. A continuacion,
se presentan las caracteristicas de la distribucion basadas en las investigaciones de algunos autores expertos en el
tema.

Distribucion y variabilidad
Antes de describir aspectos importantes acerca de la variabilidad, es necesario abordar la cuestion de la terminologia

que se usara a partir de este momento. Algunos autores usan el término “variacion” y “variabilidad” para referirse
al mismo concepto, sin embargo, hay quienes hacen distincion de los términos. Reading y Shaughnessy (2004;
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citado en Garfield y Ben-Zvi 2008) hacen las siguientes distinciones entre “variacion” y “variabilidad”: variacion
es el nombre que se usa para describir el acto de variar, mientras que variabilidad es el nombre del adjetivo
“variable”, lo que significa que es probable que algo varie o cambie. Teniendo en cuenta que esta distincion no ha
sido acordada en la comunidad de la investigacion en educacion estadistica, para este trabajo se tomara el argumento
de los autores mencionados y se usara el término variabilidad para las ideas descritas y desarrolladas en este
apartado.

Un requisito para comprender la distribucion es la idea de variabilidad, que segin Wild (2006) esta siempre presente
en la distribucion de frecuencias. Por lo tanto, es importante que los estudiantes perciban la variabilidad en los
conjuntos de datos.

Sobre la variabilidad

Segun Garfield y Ben-Zvi (2008), es importante que los estudiantes perciban la presencia de la variabilidad en las
distribuciones, aun cuando no se hable de ella, por lo que es necesario mostrarles que la variabilidad es una medida
que puede ser explicada mediante una comprension profunda que puede ser guiada como se muestra a continuacion:

Desarrollando ideas intuitivas de variabilidad

Describiendo y representando la variabilidad con medidas numéricas
Usando la variabilidad para hacer comparaciones

Reconociendo la variabilidad en tipos especiales de distribuciones
Identificando patrones de variabilidad en los modelos de adaptacion
Usando la variabilidad para predecir muestras aleatorias o resultados
Considerando la variabilidad como parte del pensamiento estadistico

NNk WD =

Otro requisito para concebir la nocion de distribucion segin Bakker y Gravemeijer (2004) es enfocarse en los
aspectos de la forma. La forma de una distribucion estd influenciada por varios aspectos estadisticos como la
centralidad, la dispersion de los datos, la densidad y la simetria.

Caracteristicas de la distribucion

Tabla 1. Caracteristicas de la distribucion de datos.

DISTRIBUCION
(Entidad conceptual)

Centralidad Dispersion Densidad Simetria
Media y Desviacion estandar ~ Frecuencia relativa Posicion de la
Mediana y Rango y Cuartiles mayoria de los datos

Datos

(Valores individuales)

Fuente: Bakker y Gravemeijer (2004)

Esta estructura se puede leer de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba. La lectura en forma descendente segun
Bakker y Gravemeijer (2004) indica el centro, la dispersion, la densidad y la simetria como caracteristicas de una
distribucion. En la lectura en ascendente segiin Mokros y Russell (1995) citados en Bakker y Gravemeijer (2004),
se conciben los datos como valores individuales, que se pueden usar para calcular, por ejemplo, la media, la
mediana, la desviacion estandar y el rango. Esto no implica que se vea la media o la mediana como medida de
centralidad o como representante de un conjunto de datos, no obstante, esta perspectiva puede conducir a la
comprension de la nocion de distribucion.

- 360 -



Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 33, NUMERO 2, ARO 2020

En Andrade, Fernandez y Méndez (2018) se presenta una caracterizacion de la variabilidad ligada a la nocion de
distribucién que amplia la conceptualizacion propuesta por Bakker y Gravemeijer (2004) (Tabla 2). Estas
caracteristicas se tienen en cuenta para analizar los razonamientos de los estudiantes y se adaptaran orientadas a la
comparacion de distribuciones de datos.

Tabla 2. Caracteristicas de la variabilidad ligadas a la nocion de distribucion.

Dispersion

Ver la necesidad de organizar u ordenar los datos

Identificar valores maximo y minimo

Determinar el rango

Establecer relaciones cualitativas entre los datos, y/o relaciones cuantitativas como
distancias

Apreciar de manera general la variabilidad

Reconocer valores atipicos

Estimar varianza, desviacion estandar

Densidad

Apreciar de forma cualitativa la variacion de las frecuencias

Agrupar datos por valores de la frecuencia, es decir, determinar grupos para la
frecuencia y asignar a estos los valores de la variable correspondientes

Agrupar datos por valores de la variable, es decir, determinar grupos para la variable y
asignar a estos las frecuencias correspondientes

Referirse a la coleccion de datos por frecuencias relativas o porcentajes de valores
particulares de la variable

Apreciar variacion entre las longitudes de los intervalos o clases de una o mas tablas
de frecuencias

Apreciar de forma cualitativa la variacion en la relacion entre la variable y la
frecuencia, determinar si la grafica es ascendente, descendente, creciente, decreciente,
describir curvas, inflexiones de las curvas, prolongaciones, colas

Apreciar de forma cuantitativa la variacion en la relacion entre la variable y la
frecuencia

Describir relaciones de cercania o lejania entre las barras, reconocer condensaciones,
aglomeraciones

Reconocer valores faltantes, frecuencias nulas, valles, llanos

Describir relaciones de altura entre las barras, reconocer picos, apuntamientos
Reconocer el valor de la variable que corresponde a la mayoria de los datos
Comparar partes con el todo

Centro

Reconocer el valor de la frecuencia mas alta, moda

Calcular mediana, media (promedio)

Simetria y asimetria

Reconocer simetria o asimetria

Modelos tedricos

Relacionar con modelos teéricos

Fuente: Andrade, Fernandez y Méndez (En prensa)
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Concepciones acerca de la nocion de distribucion

El estudio acerca del razonamiento de los estudiantes sobre los datos de Konold, Higgins, Russell y Khalil (2003),
sugiere un marco para describir los niveles en la forma en que las personas entienden los datos, centrandose en
como las distintas representaciones y el uso de estas resaltan o le quitan énfasis a las caracteristicas de los datos, se
considera necesario describir a continuacion estos niveles, ya que es una forma para clasificar la manera en que
cada estudiante percibe un conjunto de datos:

1. Datos como apuntadores: Esta manera de ver los datos se percibe usualmente en estudiantes muy jovenes
que han recolectado datos por si mismos. En estos casos los estudiantes tratan la representacion de los datos
como una imagen que le recuerda lo que sea sobresaliente del evento, por ejemplo: se realiza con los
estudiantes una encuesta acerca del juego mecanico que mas les gusto en una salida al parque mundo
aventura de Bogota, luego de la recoleccion de datos, la profesora les pide que den una conclusion acerca
de los datos recolectados, a lo que Juan contesta que todos subieron a muchas atracciones mecanicas, lo
que hace pensar que Juan ve la representacion como una imagen para recordar la salida pedagogica a mundo
aventura.

2. Datos como valores de cada caso: El estudiante proporciona informacion sobre el valor de algun atributo
para cada caso individual, es decir el estudiante ve los datos como codigos de aspectos particulares de un
evento. Este aspecto es a menudo evidente en niflos pequefios que tienden a centrarse en la identidad de
cada pieza individual de datos, especialmente los valores de datos que les pertenecen, por ejemplo, la
profesora le preguntd a Jaime qué podia decir de los datos recolectados acerca de la salida pedagogica a
mundo aventura, a lo que Jaime contesta que la atraccidon mecanica que mas le gusto es el martillo, lo que
muestra que el estudiante aunque reconoce que los datos pertenecen a un evento especifico no es capaz de
concluir acerca de los datos sino que lo hace desde su experiencia.

3. Datos como clasificadores: El estudiante da informacion teniendo en cuenta la frecuencia de los datos, es
decir da conclusiones de los datos fijandose en el numero de veces que aparece un dato. Siguiendo con el
mismo ejemplo, la profesora le pregunta a Valentina qué puede decir acerca de los datos recolectados, a lo
que Valentina, dice que cinco nifios prefieren la montafia rusa, con lo que se observa que la nina dio este
tipo de informacion remitiéndose a la frecuencia de los casos (atraccion mecanica).

4. La distribucion como un agregado: El estudiante emite conclusiones atendiendo a caracteristicas que no
son evidentes en ninguno de los valores de los datos individuales, es decir hace uso de aspectos como la
centralidad (media, mediana y rango medio), densidad (frecuencia relativa, mayoria de datos y cuartiles) y
asimetria (posicion de la mayoria de los datos) para hablar acerca del conjunto de datos. Siguiendo con el
ejemplo inicial, la profesora le pregunta a Milena qué puede decir acerca de los datos recolectados, a lo que
contesta que la mayoria de los nifios no prefieren la atraccion mecanica de la arafia.

Herramientas tecnoldgicas para desarrollar el concepto de distribucion

Segun Garfield y Ben-Zvi (2008) la tecnologia puede desempefiar un papel importante en el desarrollo de la nocion
de distribucion al proporcionar un acceso facil a miltiples representaciones y oportunidades infinitas para manipular
y comparar simultineamente las representaciones del mismo conjunto de datos. Sin embargo, esta no es una tarea
simple. Biehler (1997) informa que, a pesar de usar una innovadora herramienta de software para generar y moverse
entre diferentes graficos de datos, la interpretacion y la descripcion verbal de estos graficos fueron profundamente
dificiles para los estudiantes de secundaria y universitarios, a menos que tuvieran una comprension conceptual de
los conceptos fundamentales.

Garfield y Ben-Zvi (2008), la tecnologia puede usarse para ayudar a los estudiantes a ver las conexiones entre las

diferentes representaciones graficas de datos, ayudando a los estudiantes a construir la idea de la distribuciéon como
una entidad. Tres usos importantes de la tecnologia segun los mismos autores son:
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1. Permite visualizar la transicion de graficos de casos y argumentos a graficos de puntos a histogramas,
todos basados en el mismo conjunto de datos.

2. Permite ilustrar las formas en que diferentes graficos de los mismos datos revelan diferentes aspectos
de los datos, al tener de manera flexible multiples representaciones en la pantalla al mismo tiempo, lo
que permite a los estudiantes identificar donde se encuentran uno o mas casos en un grafico.

3. Permite cambiar de manera flexible un grafico (por ejemplo, hacer que los contenedores sean mas
anchos o estrechos para los histogramas) para que un patréon o forma sea mas clara, o para agregar y
eliminar valores para ver el efecto en el grafico resultante.

Metodologia

El enfoque que se sigue en este estudioes de tipo fenomenolodgico, pues se describen y comprenden los
aspectos relevantes que se presentan a medida que se dan las diferentes interacciones entre los estudiantes,
profesora y la tarea planteada. En consonancia, se opta por la estrategia investigativa entrevista basada en tareas
con una aproximacion interpretativa, dado que busca rastrear los diversos razonamientos que los estudiantes
puedan construir cuando comparan distribuciones de datos a partir del trabajo con una tarea mediada con un applet
de GeoGebra. Se parte de la hipotesis de que este estudio posibilita la evolucion del pensamiento de los estudiantes
hacia la idea de distribucién mas complejizada.

Para llevar a cabo el estudio, se realizd una entrevista basada en una tarea mediada con un applet de GeoGebra. A
continuacion, se describe el contexto de ésta y se da cuenta de las preguntas propuestas a los estudiantes:

e Los participantes de la entrevista fueron dos estudiantes de grado séptimo y la profesora de matematicas
quien asumio el rol de entrevistadora e investigadora. Ella disefio con antelacion la tarea y pregunta
contingentes que fueron aplicadas en la entrevista.

e Laeleccion de los estudiantes se hizo de forma aleatoria entre los estudiantes del curso 701 de la jornada
mafiana del colegio Kimy Pernia Domico IED que mostraron interés por participar de la entrevista. Se
seleccionaron dos estudiantes, un niflo y una nifia que demuestran gusto por las clases donde se incluyen
herramientas tecnolégicas.

e Al observar el plan de estudios se presume que los estudiantes que participaron en la entrevista cuentan con
un proceso de instruccion previo de estadistica, pues en el grado anterior se dedica un periodo de 13 semanas
al componente de formacion estadistica, en las que se sefiala de manera explicita el trabajo con tablas y
graficos de barras, y en torno a las medidas de tendencia central.

e La entrevista se aplicd en una sesion de 110 minutos, esta se registré con videos tanto de los estudiantes
como de lo que acontecia en la pantalla del computador. Adicionalmente, la investigadora recolecto
material escrito de los estudiantes, tomo capturas de pantalla y realizo la transcripcion de la entrevista.

e Una vez recogida la informacion, se organizo en dos tipos de archivos: fisico y digital. En el archivo fisico
se organizaron los escritos de los estudiantes. En el archivo digital se organizo6 el material registrado en
capturas de pantalla, transcripciones y en grabaciones de video.

e Los archivos con la informacion en bruto fueron el punto de partida para la obtencion de los datos
investigativos. Se seleccion¢ la informacion que fue empleada en el andlisis y se descart6 la informacion
irrelevante. Se generaron nuevos archivos con la informacion que se utilizé, especificando de manera
escrita: el material registrado, el informante, la fecha, el tiempo empleado, el escenario donde se desarroll6
la entrevista, la informacidén que se registro, los dispositivos de registro que se emplearon y la ruta de
ubicacion del material.
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Analisis de resultados

A continuacion, se muestra un fragmento que constituye un dato representativo del trabajo de grado, este ilustra el
dialogo entre la profesora y el estudiante en torno a una tarea que requeria que el estudiante observara y manipulara
graficos de dos distribuciones (Figura. 3) presentados en un applet de GeoGebra para dar respuesta a la pregunta:
(Qué puedes decir de los graficos?

NOTAS OBTENIDAS POR LOS ESTUDIANTES DE 701 EN UN EXAMEN DE MATEMATICAS NOTAS OBTENIDAS POR LOS ESTUDIANTES DE 72 EN UN EXAMEN DE MATEMATICAS

Joy O

Lola o} D;n a h

Leo o} el a

Jaime Q Cris O _

Yuli Q Jhon ©

Yeya Q Pepe o

Juana 0] Lin P e

Valen Vi a

Valeria Teo -

Dostin Q m‘f; 2 v

Bemat o Luis bl o

Yulieth @ o

Sgra 0 Esteban O

Caro 0 Dilan - @

Sofia (o] Eana ©

Andrey © D?;moa - @

Sebas o] g -

Majo 0] Pedro - Q

Pepa Q Maria ©

Junior 9] ?f;g”a bt a

Brayan Q et

85 70 75 B0 85 80 95

e
a2

5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 B0 85 70 75 B0 B85 00 05 100 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Figura 5. Comparacion de distribuciones a partir de graficos de barras de datos individuales propuesta en la Tarea 1.
Fuente: Elaboracion propia

1 Richard: Lo que podemos decir de los graficos de 702 y 701 es que hay diferencia entre los
graficos. Es decir, en 701 hay mayor puntaje, mayor elevacion de las notas.
Los de 701 tuvieron un puntaje muy elevado. [...]

2 Profesora: (Pueden organizar los datos de otra manera?

3 Richard:  Vamos a mover las graficas. Los que fueron de menor porcentaje [puntaje]. Toca mirar
el menor. [...]

Profesora: ;Por qué los organizaron asi? [figura 5]

5 Richard:  Por el porcentaje [puntaje] de los cursos en el examen de matematicas.
En 702 solo hay un disparejo que fue la estudiante Lili, que tuvo el mayor porcentaje
[puntaje] de ese curso.

6 Profesora: Y jen 7017

7 Richard:  En 701 también hubo estudiantes que sacaron desde el 95 al 100

8 Profesora: Listo ;Qué mas pueden decir de esos graficos?... ;Se ve mejor asi [figura 6] o como
estaba antes [figura 5]?

9 Richard: Se ve mejor asi, porque se puede notar cuantos estudiantes sacaron el mismo porcentaje
[puntaje] y no confundirse colocando notas a otros.
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Figura 6. Comparacion de distribuciones a partir de graficos de barras de datos individuales organizado por los
estudiantes. Fuente: Elaboracion propia

El analisis de la intervencion realizada por Richard en [1] permite evidenciar que su atencion estaba centrada en
describir relaciones de altura entre las barras; y en reconocer picos y apuntamientos. Esta manifestacion permite
afirmar que su razonamiento estaba centrado en caracteristicas de la densidad de los datos. En [3], surge en el
estudiante la necesidad de encontrar el valor minimo para a partir de él, organizar los datos. También, de [5-7]
gracias a la organizacion de los datos, el estudiante, ademas de ver los datos como valores individuales de cada
caso, reconoce valores atipicos. Estos indicios muestran que el razonamiento del estudiante estaba centrado en las
concepciones de la nocion de distribucion y en las caracteristicas de la dispersion de los datos. La intervencion del
estudiante en [9] permite vislumbrar que prestd especial atencion a la agrupacion de los datos por valores de la
variable, es decir, aunque no brinda informacion cuantitativa de la frecuencia de los datos, se evidencia que la
considera importante para brindar informacion sobre una variable. Lo anterior, permite inferir que el razonamiento
del estudiante estaba centrado en las caracteristicas de la densidad de los datos.

Conclusiones

En el episodio aca mostrado, se aprecia que la secuencia instruccional que se propone en el trabajo contribuye a que
el estudiante razone sobre la distribucion de los datos a medida que se dan las distintas interacciones con la tarea
mediada por tecnologia digital. Es asi como en el trabajo inicial de exploracion de datos presentados en una hoja de
GeoGebra de manera estatica, el estudiante exhibid razonamientos relacionados con las formas de las distribuciones,
en tanto compard que en uno de los conjuntos de datos tienen valores superiores en comparacion con la otra
distribucién, empleando las observaciones de altura de las barras individuales de cada caso.

Es necesario sefialar que cuando el estudiante uso la herramienta de “arrastre” en GeoGebra para organizar los datos
lo movilizd a usar otros elementos importantes para comparar distribuciones de datos como la necesidad de
identificar el valor minimo, el reconocimiento de datos atipicos y la agrupacion de los datos por valores de la
variable.  En general, el estudiante sefial6 elementos que tienen que ver primordialmente con la densidad y la
dispersion de los datos mientras que la simetria y la centralidad no fueron nombrados.
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