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Resumen

Se discuten los resultados de una experiencia de clase con estudiantes universitarios, en la cual se implement6 un
disefio preliminar de actividades didacticas para el estudio de la funcion. El disefio y el analisis de los datos
obtenidos se fundamentan en el Enfoque Ontosemiotico (EOS). El propésito del disefio fue dar una introduccion a
la funcidn desde un punto de vista dinamico, en un medio geométrico de variacion creado con GeoGebra, pues en
los cursos de célculo se tiende presentar la funcion de manera estatica a través de representaciones algebraicas y
graficas, pero sin estudiar realmente como las variables varian de manera conjunta. Los resultados obtenidos
muestran la riqueza de las practicas matematicas realizadas por los estudiantes en las actividades didacticas, asi
como la potencialidad de las herramientas del EOS para describir el proceso de instruccion realizado.
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Abstract

This paper presents the results of a class experience with university students, where a preliminary design of didactic
activities for studying the concept of function was implemented. The design and analysis of the data obtained are
based on the Onto-semiotic Approach. The design was aimed at introducing the function from a dynamic viewpoint,
in a geometric environment of variation created with GeoGebra; since in calculus courses, the function tends to be
presented statically through algebraic and graphic representations, but without really studying how the variables
vary together. The results obtained show the richness of the mathematical practices carried out by the students in
the didactic activities, as well as the potential of the Onto-semiotic Approach to describe the instructional process
carried out.

Key words: function, GeoGebra, variation, geometric magnitudes

———— G N

- 906 -



ACTa LaTln[]amE"cana de SECCION 5/ USO DE LOS RECURSOS TECNOLOGICOS EN EL

PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS
VOL 33, NUMERO 2, ANO 2020

Matemaética Educativa

Introduccion

El célculo es considerado una disciplina central y fundamental en la educacion universitaria. En México, su estudio
se realiza en los primeros semestres de carreras de areas diversas, desde ciencias exactas ¢ ingenieria hasta las
ciencias bioldgicas y economico-administrativas. Sin embargo, los cursos de calculo no solo sobresalen por su
importancia en la educacidn superior, sino también por la compleja problematica que tiene lugar en torno a su
ensefianza y aprendizaje; problematica que ha sido y sigue siendo ampliamente estudiada, siendo el tema central de
revistas como E! calculo y su Ensefianza. Ensefianza de las Ciencias y la Matematica del Centro de Investigacion
y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional; de grupos de discusion en eventos internacionales como
el Grupo 16 Sobre Ensefianza y Aprendizaje del Calculo en ICME-13 (Bressoud, Martinez-Luaces, Ghedamsi y
Torner, 2017); y diversos trabajos de investigacion que cuestionan la forma actual como se concibe el calculo en la
ensefianza y en la investigacion educativa (Imaz y Moreno, 2010; Moreno-Armella, 2014; Thompson y Carlson,
2017) o que documentan dificultades de los estudiantes en los curso de calculo (Artigue, 1998; Kouropatov y
Dreyfus, 2014; Robles, del Castillo y Font, 2012), por mencionar algunos.

Los trabajos de imaz y Moreno (2010) y Moreno-Armella (2014) sostienen que la ensefianza del calculo esta
fuertemente influenciada por la estructura logica y formal del analisis matematico, lo cual puede percibirse en la
manera como los contenidos de los cursos de calculo se organizan en torno a los conceptos estaticos y aritmetizados
de funcién y limite. Es usual que los cursos de célculo diferencial inicien con el estudio de los nimeros reales y sus
propiedades para introducir la funcién como “regla de correspondencia” entre conjuntos de nimeros reales, la cual
se expresa algebraicamente y luego se ilustra graficamente como conjunto de puntos en el plano cartesiano que
obedecen la formula algebraica dada. Posteriormente, se estudian los diferentes tipos de funciones y sus graficas.
Se contintia con el estudio y definicion del limite de una funcion y de funcidon continua. Después, se define a la
derivada como un limite y se presentan las reglas de derivacion. Finalmente, se arriba al estudio de los problemas
de optimizacion. Esta organizacion del calculo para su ensefianza esconde la esencia de las nociones basicas del
calculo ligada a los procesos de variacion y deja a un lado el estudio de los procesos de modelacion de los fendmenos
de variacion que estan involucrados en estos problemas. Ante esta situacion, los estudiantes que finalizan sus cursos
de calculo pueden aplicar algoritmos con base en la manipulacion de expresiones algebraicas, pero no desarrollan
un significado de los objetos matematicos estudiados que puedan poner en uso al resolver problemas no rutinarios.

Si se analiza con detenimiento la manera tipica como se define la nocion de funcion en los textos de calculo, se
puede concluir que su estudio en estos textos es estatico, no variacional. Por ejemplo, en el libro El Calculo
(Leithold, 1998) se define a la funcion como:

Un conjunto de pares ordenados de nimeros (x, y) en los que no existen dos pares ordenados diferentes
con el mismo primer nimero. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina dominio
de la funcion, y el conjunto de todos los valores resultantes de y recibe el nombre de contradominio de
la funcion. (pp. 3-4)

En esta definicion, los simbolos x y y no se refieren a magnitudes que estan en un proceso de cambio o variacion,
sino a los representantes de dos conjuntos de niumeros o valores, interpretacion que se refuerza con la explicacion
“Intuitiva” y la ilustracion que el Leithold plasma en aras de facilitar la comprension del concepto funcion:

El nimero real y del conjunto Y es una funcion del nimero x del conjunto X, si existe una regla

mediante la cual se asocia un solo valor de y a un valor de x. Esta regla se expresa frecuentemente por
medio de una ecuacion. Por ejemplo, la ecuacion y = x2. (Leithold, 1998, p.2)
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¥ Y
Figura 1. [lustracion de la correspondencia entre los conjuntos X y Y (Leithold, 1998, p.2).

La definicion de funcion y la interpretacion intuitiva de ésta que propone Leithold (1998) enfatizan la
correspondencia (estatica) de un valor de x con un valor de y; pero no el hecho de que la variable x varia, asi como
también lo hace la variable y, ni tampoco resaltan que su variacion sucede de manera conjunta.

Ante esta problematica, se propone en este trabajo un tratamiento introductorio para la funcion, que pretende apoyar
el desarrollo de un significado de este objeto matematico vinculado a la variacion. Como punto de partida para el
estudio de la funcion se eligieron fendmenos de variaciéon donde las magnitudes que varian son magnitudes
geométricas, considerando que las nociones de perimetro, area y longitud son familiares para los estudiantes por ser
temas presentes en el curriculo de matematicas desde la educacion basica. El tratamiento introductorio que
proponemos para la funcion esta materializado en un disefio que se encuentra en fase preliminar, el cual consiste de
actividades didacticas fundamentadas en la teoria de significados y de configuraciones de objetos primarios del
Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos, EOS (Godino, Batanero y Font, 2007).
Las actividades se desarrollan con la mediaciéon de GeoGebra y parten de la manipulacién de construcciones
dindmicas. Se pretende que el estudiante desarrolle sistemas de practicas matemadticas ligadas a la variacion de
magnitudes geométricas presentes en fenomenos geométricos dinamicos, las cuales contribuyan al desarrollo de un
significado de funcidon como modelo de la variacion conjunta de magnitudes variables.

Elementos teoricos

Para fundamentar tanto el disefio de las actividades como el anélisis de los datos emanados de su implementacion
con estudiantes, se retoman herramientas teéricas del EOS (Godino, Batanero y Font, 2007). Particularmente se
consideran las nociones de prdctica matematica, significado y objetos matemdaticos primarios, que permitiran
describir y analizar a detalle las practicas matematicas llevadas a cabo por los estudiantes al abordar las actividades
didacticas del disefio preliminar implementado con ellos.

En el EOS la nocién de significado es relativa al sujeto y esta anclada a la accion sistematica de dicho sujeto al
resolver un mismo tipo de situaciones problema, es decir, el significado de un objeto esta intrinsecamente ligado al
sujeto, a las situaciones problema y a las practicas matematicas que el sujeto realiza. Por ello, el significado que
tiene un sujeto sobre un objeto matematico se define como el sistema de practicas matemadticas (operativas o
discursivas) realizadas por el sujeto ante la resolucion de un mismo tipo de situaciones-problema en las que dicho
objeto interviene (Pino-Fan, Font y Godino, 2014). Se puede decir que el significado es todo aquello que el sujeto
pueda decir del objeto o hacer con el objeto al abordar un mismo tipo de problemas. Dentro del EOS, el significado
se puede concebir desde diferentes perspectivas, dependiendo de si se quiere referir al significado promovido por
un diseno didactico, un profesor o una institucion (significado institucional) o bien el significado desarrollado por
un estudiante o sujeto (significado personal). Como herramienta para caracterizar con mayor detalle el sistema de
practicas matematicas desarrolladas por un sujeto (o al seno de una institucion), el EOS propone seis entidades a
las cuales denomina objetos matemdticos primarios, los cuales son elementos que intervienen o son empleados
durante la realizacion de las practicas matematicas, o bien, emergen de ellas. Estos objetos son (Godino, Batanero
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y Font, 2007): Situacion problema, lenguaje (verbal, algebraico, etc.), concepto-definicion, proposicion
(propiedades de los objetos, teorema, corolario, etc.), argumento y procedimiento (algoritmos, técnicas, etc.).

Las actividades didacticas

El disefio que se describira esta en proceso de refinamiento y ampliaciéon. Como parte de este proceso, se realizo
una prueba experimental con estudiantes para explorar el sistema de practicas matemadticas desarrolladas por
estudiantes al ser involucrados en un proceso de instruccion matematica guiado por las actividades disefiadas. Se
experimentaron cinco actividades didacticas que trataron sobre: 1) Variacion lineal, 2) variacion lineal y variacion
no lineal, 3) obtener la funcion de pendientes de funciones cuadraticas y cubicas, 4) construir las funciones
trigonométricas sen(x) y cos(x) y 5) obtener la funcion de pendientes de estas funciones trigonométricas. Las
actividades parten de fendmenos geométricos dinamicos modelados con GeoGebra, como los siguientes:
estiramiento de un rectangulo de altura constante, crecimiento de un cuadrado, movimiento de un punto variable
sobre la grafica de una funcidén, y movimiento de un punto sobre un circulo. Las prdcticas matematicas que estas
actividades pretendian promover son las siguientes:

e Identificar magnitudes variables que intervienen en el fenémeno modelado con GeoGebra (como en el
cuadrado de la Figura 2: tiempo, longitud del lado, area, perimetro, longitud de la diagonal, punto medio del
lado, altura, etc.).

[ ]

(tiempp| perimetro)

0 1 2 3 4 o‘ 2 4 8 0 12

Figura 2. Cuadrado que crece. Figura 3. Graficas generadas por la covariacion de diferentes
parejas de magnitudes geométricas variables.

e Describir cualitativamente el cambio de las magnitudes, identificando elementos en comun o diferentes en
la forma como cambian, y determinar los valores que pueden tomar.

e Describir cualitativamente como varian éstas con respecto al tiempo y explorar cuantitativamente su
variacion conjunta para caracterizar la variacion lineal.

e Construir en GeoGebra (Figura 3) el par ordenado variable (x,y) que concentra los valores de las
magnitudes covariantes, como antecedente de la grafica de la funcion y construir la grafica de la funcion
lineal (Figura 3) mediante el rastro del punto (x, y).

e Construir pares ordenados y graficas donde se relacionen distintos pares de magnitudes variables, no solo
con respecto al tiempo, de manera que surjan tipos de variacion distintos a la variacion lineal (Figura 3).

e (Caracterizar cualitativa y cuantitativamente la variacion no lineal.

e Asociar las coordenadas de un punto variable con magnitudes geométricas e identificar la pendiente como
magnitud variable.

e FElaborar graficas que representen la covariacion de la coordenada x de un punto variable y otras magnitudes
geométricas (pendiente, angulo, etc.).
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La experiencia de clase

La prueba experimental de las actividades didacticas se llevo a cabo con diez estudiantes del del area de Arquitectura
y Disefio de una universidad publica de México, distribuida en cuatro sesiones no consecutivas de tres horas cada
una. Los estudiantes cursaban por segunda vez una asignatura de matematicas muy densa en contenido, pues abarca
temas de Geometria Analitica, Calculo diferencial y Calculo integral. La investigadora fue la disefiadora de las
actividades y profesora responsable del grupo. Para guiar el desarrollo de las actividades, como parte del disefio, se
elaboraron hojas de trabajo en papel, asi como hojas de trabajo virtual y applets en la plataforma virtual de
GeoGebra. Los estudiantes no tenian experiencia con el uso de GeoGebra. Cada uno de los estudiantes trabajo de
manera individual en sus hojas de trabajo y se realizaron discusiones grupales guiadas por la profesora/investigadora
en diferentes momentos de las actividades para la negociacion de significados personales mediante la socializacion
de practicas matematicas y objetos matematicos primarios intervinientes y emergentes en éstas (procedimientos,
propiedades, conceptos, etc.).

Al terminar las sesiones correspondientes a los temas de geometria analitica, la profesora dio inicio al estudio de la
funcidén, comenzando con la siguiente tarea: Escribir brevemente qué es una funciéon. Dos de las respuestas
representativas que se obtuvieron en el grupo de estudiantes fueron “F (x) = a tal valor del cual depende” (Figura
4) y “recuerdo que llevaba f(x) = antes de la ecuacion” (Figura 5). Estas respuestas ponen de manifiesto un
significado de funcion vinculado a practicas matematicas realizadas en un lenguaje algebraico.

*Escribe brevemente qué es una funcion:

L‘Cﬁj; a Al Ua[ov d_d C-UCL' dept’ndﬁ',

Figura 4. Funcion como expresion algebraica de una variable.
Respuesta de un estudiante.

*Escribe brevemente qué es una funcién;

(eLutdo que Htvana {p= o de (0 eeumuiion

Figura 5. Funcién como ecuacion.
Respuesta de otro estudiante.

La primera actividad, correspondiente a la variacion lineal, fue fundamental para el desarrollo del sistema de
practicas matematicas pretendidas por el disefio. Es por ello que su implementacion sera descrita con mayor detalle
que las restantes. Esta actividad inicié con la observacion de un fenémeno geométrico modelado con GeoGebra
(Figura 6): un rectdngulo que cambia sus dimensiones conforme pasa el tiempo durante 10 segundos, excepto su
altura que es constante. El estudiante puede pausar e iniciar la animacion en el momento que lo requiera para estudiar
el fenomeno.

tiempo= 2.9 seg . tiempo= 6.5 seg
6
5 (Inigia 5 [inicia (Pya
4 4
3 3
2 2
1 1
o 1. 2 3 4 5 8 7 ol 3 & 5 & & & +

Figura 6. Rectangulo de altura constante que se estira.
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La situacion problema que se plante6 para detonar la realizacion de practicas matematicas de los estudiantes fue la
siguiente: ;De qué maneras podemos modelar el fenomeno geométrico observado? Para resolver esta situacion
problema, se guio a los estudiantes con preguntas en sus hojas de trabajo, donde se les solicito: 1) enlistar todas las
magnitudes que observaran en la animacion de GeoGebra y 2) clasificarlas en dos tipos: las que varian y las que
permanecen constantes. En la Figura 7 se muestran las respuestas de uno de los estudiantes. Se pueden identificar
como objetos matematicos intervinientes en las respuestas del estudiante: el /enguaje verbal para nombrar las
magnitudes y como propiedades la cualidad de las magnitudes de variar o permanecer constantes.

1) Enlista todas las magnitudes que observas en la animacion. 2) ;Cuales magnitudes varian y cudles permanecen constantes?

+ Base ¥ MU Vayian: Pernranc e’
¥ Tiemeo v DIsana @ -Basy -~ AMboca
: ’Xii?mt\ ro * SR “Permelig
—_ A[ <y
—Tempo
.. ..7.Oragoned

Figura 7. Identificacion de magnitudes variables: tiempo, area, perimetro, diagonal, (longitud de la) base.

Con la mediacion del applet de GeoGebra, los estudiantes exploraron los valores que toman algunas de las
magnitudes (Figura 8). La escritura en forma de intervalos (lenguaje institucional) se llevdo a cabo con la
intervencion de la profesora/investigadora. Posteriormente, se les pregunt6 en la hoja de trabajo cual magnitud crece
mas rapido y cual crece mas lento. Los estudiantes intentaron hacer esta distincion inicamente observando el applet;
sin embargo, no lo lograron. Durante la discusion grupal, algunos estudiantes afirmaron que las magnitudes
cambiaban igual y otros mencionaron que las magnitudes iban creciendo proporcionalmente y que por lo tanto todas
crecian igual de rapido (Figura 8). Sin embargo, al preguntarle a los estudiantes a qué se referian con
“proporcionalmente” no pudieron dar una explicacion.

3) ¢Qué intervalo de valores toma cada magnitud?
Ticmpo [O; vol
Avea, Co,gj
Eﬂ‘_ C E— o ¥ s j
Ferimetra Eq i t‘ij

Bt o i@}
4) ;Cual magnitud crece mas rapido? ;,Cual crece mds lento?
TToaas les megnitvdes Cyece M

PrD{:Qrc: to \"\clt l|‘f\ff'.|’“\" e .

Figura 8. Intervalos de valores de las magnitudes y descripcion de como cambian.
Respuesta de un estudiante.

En las preguntas 3 y 4 de la primera actividad, se identifican como objetos primarios: /lenguaje verbal, numérico y
notacion de intervalos; como conceptos el de intervalo de valores (que es el germen del concepto de dominio) y,
como propiedades, que las magnitudes crecen proporcionalmente. Posteriormente, en la hoja de trabajo se guio al
estudiante a que realizara una exploracion numérica del fendmeno geométrico tomando datos numéricos, pausando
y reanudando la animacién del rectangulo. La respuesta de los estudiantes sugiere que parte de sus practicas
matematicas desarrolladas en su educacion matematica previa incluia la elaboracion de tablas de valores con dos
variables, pues no tuvieron problemas para elaborarla. Los estudiantes concluyeron que a aumentos constantes del
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tiempo corresponden aumentos constantes de la base. Un ejemplo de estas respuestas fue “Si el tiempo aumenta de
1 en 1, la base aumenta de 0.5 en 0.5, es decir, aumenta de manera conste” (Figura 9).

5) Por cada segundo que pasa, /cuanto aumenta la
longitud de la base del rectangulo? Llabora una tabla de
valores para organizar la informacién que utilices.

“ermyp o
Basc

‘ Sy 2l hempn
aAvm

\ Hrempo ‘ Base

_© | =2 | e 4 :
\ 1 BREESI . ( mave
| N E ‘& aumentc
> \ TS 0.5 en OS5
4 \ =2 1 eysdeur aursl-

O de mantoy
congtantt

Figura 9. Descripcion de la variacion de la longitud de la base, respecto al tiempo.
Respuesta de un estudiante.

En la Figura 9, se pueden identificar como objetos primarios:

Lenguaje variacional verbal (aumenta, aumenta de manera constante, de 1 en 1, de 0.5 en 0.5), numérico y tabular;
procedimientos como elaborar tablas de datos y calcular incrementos; propiedades sobre las magnitudes (si una
aumenta, la otra también, aumentos constantes de una producen aumentos constantes de la otra).

Posteriormente se trabajo con incrementos del tiempo distintos de 1. Luego, la profesora/investigadora pidi6 a los
estudiantes consultar en Internet qué significa que dos magnitudes sean proporcionales, uno de ellos compartié con
el grupo la descripcion que encontrd, quedado plasmada en la pizarra del aula y luego copiada a la hoja de trabajo
de uno de ellos (Figura 10) de la siguiente manera: “Dos magnitudes son proporcionales si al dividir una con otra,
el resultado es la misma constante”. Empleando este concepto-definicion de proporcionalidad, durante una discusion
grupal, se llegd a la conclusion de que el tiempo y la base no eran proporcionales uno a otra; sino que “El cambio

en el tiempo (At) es directamente proporcional al cambio en la base (AB), i—f = 0.5” (Figura 10), es decir, la

proporcionalidad existia entre los cambios de la base y los cambios del tiempo. De esta manera, a través de la nocion
de proporcionalidad entre los incrementos de dos magnitudes variables, se define la variacion lineal conjunta de las

magnitudes. Cabe mencionar que en la discusion grupal la profesora introdujo el simbolo “A” para denotar a los
incrementos de las magnitudes.

5 Dos magnitodes  son  dwectamente BYOporcio nales
S a duidir nd con la  otra | vesu itady

S5
o Misma ons +ante.
El (Om“c‘lC_ en el tremio ‘( A s direciamente P"'C’Pr:fc-‘oﬂa'
ol cumnic (O em Il e s (A('_j\ f\"t-_o.g

Figura 10. Proporcionalidad entre el cambio de la base y el cambio en el tiempo.
Respuesta de un estudiante.

Las practicas matematicas y objetos primarios desarrollados por los estudiantes al explorar como varia la base del
rectangulo cuando varia el tiempo, fueron extendidas al estudio de la variacion conjunta de otras magnitudes, como
el perimetro y el tiempo. En la Figura 11 se muestran los procedimientos seguido por un estudiante al explorar la
variacion del perimetro con respecto al tiempo: elabora una tabla de datos con incrementos constantes del tiempo,
calcula la constante de proporcionalidad entre los incrementos del perimetro y el tiempo mediante un cociente y, al
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calcular el cociente entre valores del perimetro y el tiempo concluye que estas magnitudes no son directamente
proporcionales (propiedad).

Lernpo | penrmeho - Ap 3 oy onslank®
o [ 4T &Y o3 de Qmp-d»mc’w\
] B enbe APy AL
- © P=5=5 El Pcnmﬁh’b
I ! E €l {tempo No 5on
A g P =e=3 Arccturnentc P(Q@((\Dmuﬁ
| -E— —i_

Figura 11. El estudiante emplea las practicas matematicas en el estudio de otro par de magnitudes.

Una vez realizada esta exploracion numérica de la variacion, se procedio a la obtencion de expresiones algebraicas
que representaran los datos de las tablas (B = t/2 para la base con respecto al tiempo 'y P = t + 4 para el perimetro
con respecto al tiempo). Posteriormente, se paso a un estudio grafico y dinamico en GeoGebra de la covariacion de
las magnitudes. En un applet de GeoGebra se presentaron dos puntos variables, uno en el eje de las abscisas
representando al tiempo y otro en el eje de las ordenadas representando a la longitud de la base. Luego de observar
como variaban cada uno de los puntos en los ejes, la profesora pregunt6 a los estudiantes como graficarian los datos
de la tabla y ellos indicaron que colocarian un punto con coordenadas x y y, siendo x el tiempo y y la base. La

profesora indico a los estudiantes que entonces los puntos serian del tipo (t, B) y dado que B = é, el punto o par

ordenado podria escribirse también como (t, %) Los estudiantes teclearon en GeoGebra el punto (t, %) y al pulsar

el boton inicio el punto comenzo6 a moverse. Al activar el rastro del punto en GeoGebra, los estudiantes pudieron
observar la grafica generada por la variacion conjunta de los puntos sobre los ejes que representaban las magnitudes
variables tiempo y base. Los estudiantes aplicaron esta estrategia para graficar par ordenado variable que generar la
grafica del perimetro con respecto al tiempo (Figura 12).

tiempo= 38 seg

12 [Inicia [Para

o 2 a 6 [ 10

Figura 12. Gréafica del perimetro con respecto al tiempo con el par ordenado variable (t ,t + 4).

Una vez representada la grafica del perimetro y la base, ambas con respecto al tiempo, las siguientes propiedades
de la funcion lineal se enriquecieron con la representacion grafica del fendmeno: “Es directamente proporcional a
la diferencia del tiempo y perimetro”, “tienen pendiente constante, y la pendiente es la constante de
proporcionalidad” (Figura 13).

117d) ;Qué caracteristicas tiene la gréfica que se traza al variar el tiempo y el valor del perimetro del rectangulo?

v Es diteddomente preconciona! o o diferrcie k! Hengo p&me}/o
“trenn eotherte wnclark, yhpordede o fy b o
- precoiacsd dod. | '

Figura 13. Propiedades de la funcion lineal
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En general, las practicas matematicas de la actividad 1 se pueden resumir como sigue: Identificar magnitudes
variables, describir cbmo cambian, elegir una magnitud de referencia, explorar numéricamente como varia una con
respecto a la de referencia, crear en GeoGebra el par ordenado variable y la grafica, y determinar una expresion
algebraica que relacione a las magnitudes. Estas practicas matematicas, asi como la situacion problema de partica,
son distintas a las practicas tipicas en el estudio de la funcion lineal en los cursos de calculo.

En la actividad 2 se realizo el estudio de un fenémeno que incluia magnitudes que crecen de manera uniforme y una
magnitud que crece cada vez mas rapido. Este fenomeno geomeétrico fue el crecimiento de un cuadrado conforme
pasa el tiempo. Los estudiantes se aproximaron al problema mediante las practicas matematicas desarrolladas en la
actividad 1 y encontraron que los incrementos del area no son proporcionales a los incrementos del tiempo. Al
construir los pares ordenados con la mediacion de GeoGebra observaron que la grafica de la generada por el area
con respecto al tiempo no era una recta. Este caso dio pie al estudio de la variacion que no crece de manera constante,
sino acelerada. La profesora/investigadora promovid durante varias sesiones el establecimiento de una relacion
entre la nocion de velocidad y la nocion de pendiente de una recta, mediante el estudio de problemas de movimiento
rectilineo uniforme. De manera que posteriormente se pudiera pasar al estudio de las “funciones de pendientes”
asociadas a la grafica de una funcion dada.

En la actividad 3, comenzando con el caso de la parabola como grafica de la posicion con respecto al tiempo en
GeoGebra, se colocd un punto variable A sobre la grafica y se realizé un estudio de la pendiente de la parabola en
ese punto mediante la herramienta de zoom de GeoGebra, que permitio a los estudiantes observar que localmente
la parabola es recta y por lo tanto tiene localmente una velocidad constante. Sin embargo, al variar el punto A en
torno al cual se hace zoom, la velocidad es distinta, por lo tanto, la velocidad del movimiento representado en la
parabola es variable. Como la parabola es localmente recta, y las rectas tienen pendiente, esa pendiente se puede
medir, entonces se puede relacionar con la nocion de magnitud variable estudiada previamente en la actividad 1.

La profesora indico a los estudiantes que emplearan la herramienta “recta tangente” de GeoGebra para trazar una
recta tangente a la grafica en el punto variable que fue colocado sobre esta. Los estudiantes observaron como la
recta tangente cambiaba su inclinacion al cambiar el punto variable. Luego, al hacer zoom a la grafica en torno al
punto variable, observaron que la recta tangente y la grafica eran idénticas localmente, por lo cual tenian la misma
pendiente. De esta manera, surgid la idea de establecer un par ordenado que asociara el punto variable con la
pendiente (variable) de la recta tangente para medir la velocidad variable del movimiento representado por la
parabola. La profesora sugiri6 a los estudiantes que emplearan la herramienta de GeoGebra para medir la pendiente
de una recta y que una manera de crear el par ordenado variable que ellos querian era asociar la coordenada x del
punto variable (que se escribe x(A4) en GeoGebra) con el valor de la pendiente, calculado con GeoGebra. Los
estudiantes crearon el par ordenado (x(A), m) y generaron la grafica de la recta asociada a la parabola, su funcion
de pendientes. Después de esto, graficaron un polinomio de grado 3, colocaron un punto variable sobre su grafica,
trazaron la recta tangente, midieron su pendiente, crearon el par ordenado variable (x(A), m) y trazaron la grafica
de la funcion de pendientes del polinomio de grado 3, la cual resulto ser una parabola (Figura 14).

B /x| ¥ 3 =
— (0.15, 1.05) Wt "
; 4 ‘
) g : Tangente(A, f)
05 B {
— -0.66x + y = 0.95
m = Pendiente(g) 2 05
®

— 0.66

B = (x(A),m)
— (0.15, 0.66)

Figura 14. Funcidn de pendientes. Construcciones de un estudiante en la hoja de trabajo virtual.
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En la actividad 4, la construccion de las funciones trigonométricas seno y coseno se realizo mediante el estudio del
circulo trigonométrico, observando un punto A que giraba sobre la circunferencia. Los estudiantes identificaron
como magnitudes variables en este fendmeno al angulo con el que giraba el punto A y las coordenadas del punto
mismo. El applet mostraba posteriormente los valores de las coordenadas x y y del punto A asociadas a longitudes
de los catetos en un triangulo como se muestra en la Figura 15. Al construir un par ordenado que asociara el angulo
a con con el que gira el punto A y el valor de la coordenada x del punto A, se trazo la grafica de la funcién coseno
y los estudiantes se sorprendieron al ver como se generaba la curva que les era familiar del curso de matematicas
que habian cursado sin éxito. De manera similar generaron la grafica de la funcion seno (Figura 15).

L. 35
Inicia Para 25

V| Paso1 (/] Paso2 (/| Haso3 [/] Paso 4

Figura 15. Funciones seno y coseno.

En la actividad 5, tendiendo como antecedente la actividad donde construyeron las funciones de pendientes de los
polinomios de grado 2 y 3, los estudiantes procedieron a elaborar las graficas de las funciones de pendientes
asociadas a las funciones seno y coseno (Figura 16). Nuevamente los estudiantes se sorprendieron con las gréaficas
obtenidas y comenzaron a darse cuenta de que las funciones de pendientes tenian relacién con la derivada que
habian aprendido mecanicamente en el curso previo, pues expresaron proposiciones como: “jAh! jLa derivada de
seno es coseno!”.

) m; = Pendiente(i) ° \ )
— -0.98
C— (x(A).m) ’
O = (x| .m )
— (-0.59, 0.55) A m,
m1=1 H /ﬁ
@) B £
5 —— 50O y m=0.55
o DO-kEm) :
— (3.34,-0.98) 1, -2

Figura 16. Funcion de pendientes de seno y coseno, realizadas por un estudiante en la hoja de trabajo virtual.

Conclusiones

El analisis de las practicas matematicas desarrolladas por los estudiantes durante la puesta en escena del disefio
didactico, asi como la identificacion de los objetos matematicos personales manifestados en tales practicas, permiten
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concluir que las actividades propuestas, aunque requieren modificaciones, tienen el potencial para iniciar el
desarrollo de un significado personal para la nocion de funcion como modelo de un fendémeno geométrico dindmico
donde intervienen magnitudes variables. Este significado es mas robusto (en practicas y objetos matematicos) que
aquel manifestado por los estudiantes al inicio del curso, el cual se restringia a un proceso de sustitucion de valores
en una formula o expresion algebraica. De una actividad didactica a otra, los estudiantes se fueron apropiando de
practicas matematicas como: identificacion y elecciéon de magnitudes variables en los fendmenos geométricos
presentados; exploracion de la variacion de éstas a través del estudio de los valores obtenidos mediante las
herramientas de GeoGebra para la medicion de segmentos, tangentes, etc.; distincion entre variacion lineal y no
lineal usando la nocién de proporcionalidad; establecimiento de una relacion entre dos magnitudes formando un par
ordenado variable que generaba de la grafica de la funcion; entre otras.

El sistema de practicas promovido con las actividades disefiadas favorecid que la grafica de la funcidén emergiera,
gradualmente, como la representacion de una relacién que se puede establecer entre dos magnitudes que estan
variando de manera conjunta en un fenémeno, se tenga o no una expresion algebraica dada. Ademas, fue un
elemento de discusion que la eleccion del par de magnitudes a relacionar, asi como la eleccion de la magnitud que
seria considerada variable independiente, condicionan la grafica que resultard. Aunque durante la puesta en escena
del disefio didactico no se realizé una discusion profunda sobre las propiedades definitorias de una relacion
funcional, es importante resaltar que los applets disefiados tienen el potencial de proveer al estudiante un espacio
de reflexién sobre tales propiedades, pues permiten poner en relacion diferentes pares de magnitudes y elegir de
diferente manera cudl sera la variable independiente, lo cual permite al estudiante explorar las consecuencias de
estas elecciones al trazar la gréfica con el par ordenado variable. Una consecuencia interesante de estas elecciones
es que la grafica obtenida al relacionar dos magnitudes variables podria no representar una funcion.

Una caracteristica positiva del disefio didactico es que la derivada de una funcion pudo ser introducida de manera
temprana, como una funcion obtenida a partir del estudio de fendmenos geométricos donde la pendiente de una
recta era una magnitud variable. Una posible ampliacion del disefio podria incluir naturalmente el estudio de
fenomenos geométricos donde sea una magnitud variable el area delimitada por la grafica de una funcion y el eje
x, en un intervalo variable (variando el extremo derecho del intervalo), de manera que se pueda introducir la integral
como “funcién de area” de manera dinamica, y no de manera estatica como valor correspondiente al area fija de
una region dada. Es importante, sin embargo, resaltar que el tratamiento que se propone en este disefio didactico
para la derivada y la integral, como funciones que emergen como modelos de fenomenos geométricos de variacion,
es limitado en el sentido de que la “funcion de pendientes” y la “funcion de area” son solamente una pequefa parte
del significado de estas nociones matematicas que puede ser estudiado en los cursos de calculo. Un estudio mas
robusto de la derivada y la integral, desde un punto de vista genuinamente variacional, escapa de los alcances de
este disefio didactico, pues su proposito central es proponer una introduccion a la nocion de funcion. Sin embargo,
las practicas matematicas promovidas en las actividades 1 y 2 (como la identificacion de magnitudes variables y la
caracterizacion de la variacion lineal) pueden ser retomadas en el estudio de fendomenos de variacion en contextos
extramatematicos y ser redirigidas hacia el estudio de la variacion y la acumulacion.

Por ultimo, se resalta la utilidad del EOS tanto para la formulacion del disefio como para el andlisis de los datos
emanados de su implementacion. Por un lado, las nociones de practica matematica y de objeto matematico primario
del EOS permitieron caracterizar con detalle el significado (institucional) de la nociéon de funcién que el disefio
buscaria desarrollar en los estudiantes. Por otro lado, estas herramientas permitieron también dar cuenta del trabajo
matematico realizado por los estudiantes al abordar las actividades didacticas del disefio propuesto, mediante la
descripcion de la diversidad de practicas matematicas y objetos matematicos personales manifestados por ellos en
las tareas propuestas.
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