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Introduccion

Desde hace ya varias décadas se ha
venido consolidando el interés en la
comunidad de investigadores en
educacion matematica por el desarrollo
del razonamiento algebraico en los
primeros niveles de ensenanza

Diversas perspectivastedricasy
propuestas curriculares recomiendan
la introduccidén de contenidos
algebraicos desde los primeros niveles
educativos, con el objetivo de
enriquecer la actividad matematica
escolar y de favorecer el acceso a la
matematica en secundaria.
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Clarificar la naturaleza del algebra
escolar

Desarrollo de formas
de razonamiento
algebraico desde los
primeros niveles

educativos




Clarificar la naturaleza del dlgebra
escolar

;Qué?

v" Buscar regularidades,
relaciones y propiedades

v" Generalizar
v' Representar M,’ |
Desarrollo de formas

v’ Justificar y razonar con
generalizaciones como

de razonamiento nuevos objetos matemticos
algebraico desde |os
primeros niveles —
educativos grados de

formalizacion




Desarrollo ¢
de razonamiento
algebraico desde los
primeros niveles

educativos

e formas

Clarificar la naturaleza del algebra
escolar

Disefar propuestas curriculares
que garanticen el desarrollo
progresivo del razonamiento

algebraico en los escolares




Clarificar la naturaleza del algebra
escolar

Disefar propuestas curriculares
que garanticen el desarrollo
progresivo del razonamiento

algebraico en los escolares [

Desarrollo de formas
de razonamiento

Formar a los profesores para
desarrollar el razonamiento

al gebraico desde los algebraico en los escolares
p I”I Meros n IVG | €S v' Reconocer el cardcter algebraico en las
: actividades matemadticas escolares
ed u Cat|VOS v' Disefiar tareas que impliqguen objetos y

procesos algebraicos
/ v' Prestar atencion a estructura y relaciones



Aproximaciones al
razonamiento algebraico
elemental

El early algebra viene motivado por diversos aspectos:

* El cuestionamiento del enfoque tradicional para la ensefianza del algebra,
centrado en el uso y representacion de incognitas, variables y su
tratamiento.

* La critica a la organizacion curricular clasica que prescribe que los
contenidos aritmeéticos deben ser introducidos antes que los algebraicos.

* Las demandas de la formacién matematica de los alumnos para afrontar los
desafios del nuevo siglo, que persigue desarrollar en ellos competencias para
razonar, formular, emplear e interpretar las matematicas, situando al sentido
algebraico como elemento integrador del curriculo.
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Principales
enfoques del
algebra escolar

Practicas en Aspectos esenciales Ejes de contenido

algebra temprana del dlgebra

Aritmética
Generalizada

Equivalencia,
expresiones,
ecuaciones e
inecuaciones

Representar

Pensamiento
funcional

Relacion entre aspectos, practicas y enfoques del
algebra temprana (Blanton et al., 2011; Kaput, 2008).



Grandes ideas del

V 4
algebra temprana ARITMETICA GENERALIZADA
ECUACIONES, EXPRESIONES,
IGUALDAD Y DESIGUALDAD
PENSAMIENTO FUNCIONAL
RAZONAMIENTO VARIABLES

PROPORCIONAL

Project LEAP:

h_ Learni ng through an Early Algebra Progression



Grandesideas del
algebratemprana

v Es aritmética a un nivel mas abstracto.

v' Considerar el dlgebra como aritmética generalizada
supone comprender el caracter intrinsecamente
algebraico de la aritmética, que trata de casos generales.
El “sentido algebraico” de las operaciones aritmeéticas es
un elemento esencial.

v’ La aritmética puede ser considerada como algebraica
porque proporciona elementos para:
e construir y expresar generalizaciones,
« introducir el concepto de funcién a través de los
sistemas de numeracion y operaciones aritmeéticas.

ARITMETICA GENERALIZADA



Grandes ideas del
algebratemprana

ARITMETICA GENERALIZADA

AN

Relaciones que rigen las operaciones y su generalizacion

Representaciones de las relaciones aritméticas

ineas de

desarrollo

Project LEAP:

Learning through an Early Algebra Progression
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Grandesideas del
algebra temprana

v' Aunque el dlgebra es el medio que permite la expresion
y manipulacion de la generalidad, lo que distingue al

ECUACIONES, EXPRESIONES, pensamiento algebraico del aritmético es su caracter
IGUALDAD Y DESIGUALDAD analitico (Radford, 2018).

v' Ellenguaje algebraico, como sistema de sighos y reglas
gramaticales, va de la mano de la formalizaciony la
abstraccion.

v' Los objetos matematicos, entidades abstractas (ideales,
generales), necesitan estar mediados por signos para
representarlos y operar con ellos.

v' Distintas representaciones destacan diferentes
propiedades de los objetos o las situaciones.
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Grandes ideas del
algebra temprana

Considerar expresiones aritméticas desde un punto de vista estructural

\
ECUACIONES, EXPRESIONES, Concebir las expresiones como totalidades que puedes ser comparadas,

IGUALDAD Y DESIGUALDAD igualadas, transformadas
\

Entender las operaciones y expresiones aritméticas como objetos y no
solo como procesos

Expresiones
algebraicas

como objetos

Molina (2009)
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Grandes ideas d.e]. Se basa en la construccion,

descripcion y razonamiento con y

a’_lgeb ra te mp rana sobre las funciones y los elementos

Verbal/ pictorico

Diagramatico/ Tabular

Grafico/Simbdlico

que las constituyen (Cafiadas y

Molina, 2016)
PENSAMIENTO FUNCIONAL
Covariacion
Generalizar las relaciones entre cantidades que .
Correspondencia

varfan de forma conjunta

Patrones recursivos

Expresar estas relaciones
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Grandesideas del
algebratemprana

Aritmética

Razonamiento

: : : roporcional
“Razonar algebraicamente sobre dos cantidades generalizadas que Prop

estan relacionadas de tal manera que la correspondencia de una
cantidad con la otra es invariable” (Blanton et al., 2015). Involucra:

v/ analizar las relaciones entre cantidades ,

v’ reconocer la estructura Algebra
v' estudiar el cambio

v’ generalizar

RAZONAMIENTO v argumentar en base a las relaciones estructurales

PROPORCIONAL

en situaciones que involucran relaciones de proporcionalidad.
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Grandes ideas del

¥ 4
algebra temprana |
ARITMETICA GENERALIZADA
ECUACIONES, EXPRESIONES,
IGUALDAD Y DESIGUALDAD
Estructura Generalizacion

PENSAMIENTO FUNCIONAL

RAZONAMIENTO
PROPORCIONAL

VARIABLES
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Grandes ideas del Lo que se generaliza en gran parte
algebra temprana e

La generalizacion en el dlgebra escolar

Forma de ver un objeto supone reconocer estructuras para
matematico como combinacion describir y expresar regularidades que
de partes reconocibles, junto con se extraen de distintas situaciones
propiedades y conexiones que (aritméticas, funcionales).

sitUan al objeto como ejemplo ) .,

particular de un tipo més general EStructura Generalizacion

Relaciones entre |aS Cantidades [ldentiﬂcar |OS e|emeﬂtOS comunes

@
K

Relaciones a través de las cantidades Extender el razonamiento mas alla

%R,

oA J
Propiedades de las operaciones Obtener rgsultados mas amplios que los
casos particulares
—
fﬁ‘l Relaciones entre las operaciones Propgrcionar una exprgsién/ dirlecta que
N7 permita generar cualquier término




E1EOS y el modelo RAE

El EOS asume una vision de las matematicasen la

que la actividad de resolucién de problemas
aparece como elemento central en la
construccion del conocimiento matematico.

Las practicas matematicas constituyen la razon
de ser y el significado de los objetos emergentes de
las mismas.

Ha desarrollado nociones tedricas y herramientas
metodoldgicas que permiten analizar tanto a nivel
macro como micro los procesos de ensefianzay
aprendizaje en sus diferentes dimensiones.
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ractica matematica y sistema de practicas
de partida para el analisis de la actividad
(Font, Godino y Gallardo, 2013).

SIGNIFICADOS SIGNIFICADOS
PERSONALES Participacion | |NSTITUCIONALES

Evaluado

Aproplacléf >
A

IS
SISTEMA DE PRACTICAS
Discursivas

. —t I~
[ Operativas .~

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)
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Hemos comprado seis cajas de
muffins. Los de frutos rojos vienen
en cajas con 4 unidadesy losde
chocolate vienen en cajas de 3
unidades. En total hay 20 muffins.
uantas cajas son de muffins de
frutdgrojos y cuantas son de
muffiny\de chocolate?

'



Dos soluciones...

El alumno A resolvio el problema de la siguiente Elalumno B resolvio el problema de la siguiente manera:
quolera. _ ) . Sea C el numero de cajas de muffins de chocolate )y F el
Supongamos que hay el mismo numero de cajas numero de cajas de muffins de frutos rojos. Como el
de muffins de frutos rojos y de chocolate: tres de total de cajas debe sumar 6, entonces,
cada. CLF=6

4+4+4+3+3+3 Por otro lado, se debe tener un total de 20 muffins entre

Como el resultado sobrepasa el total de 20 las cajas de ambos tipos, esto es, 3C + 4F = 20.
muffins, excediéndose en un muffin, se cambia _ : P
una cajade los de frutos rojos (de 4 muffins) 13)(66C_+F§ _: 46Fse:0é9 (L;zene que C = 6 —F, portanto,

por una delos de chocolate (de 3 muffins).

e e bsicr.c & cajas de muffins de estoes 18 + F = 20, obteniendose finalmente que F= 2.

frutos rojos p 2 de los dechocolate: St k= 2, entonces C= 4.

4+ 4 + 3 + 3 + 3 + 3, teniendoun toral de 20 Se deben tener 2 cajas de muffins de frutos rojos ) 4

patas. cajas de muffins de chocolate para tener un total de 20
muffins.
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Dos soluciones...

El alumno A resolvio el problema de la siguiente Elalumno B resolvio el problema de la siguiente manera:
ganera. _ ) . Sea C el numero de cajas de muffins de chocolate )y F el
Supongamos que hay el mismo numero de cajas numero de cajas de muffins de frutos rojos. Como el
de muffins de frutos rojos y de chocolate: tres de total de cajas debe sumar 6, entonces,
cada. CLF=6

4+4+4+3+3+3 Por otro lado, se debe tener un total de 20 muffins entre

Comeo el resultado sobrepasa el total de 20 las cajas de ambos tipos, esto es, 3C + 4F = 20.
muffins, excediéndose en un muffin, se cambia _ : P
una cajade los de frutos rojos (de 4 muffins) 13)(6 6C_+FI; _: 46Fse:oé9 (L;zene que C = 6 —F; portanto,

por una delos de chocolate (de 3 muffins).

e e bsicr.c & cajas de muffins de estoes 18 + F = 20, obteniendose finalmente que F= 2.

frutos rojos p 2 de los dechocolate: St k= 2, entonces C= 4.
4+ 4+ 3 + 3 + 3 + 3, teniendoun total de 20 Se deben tener 2 cajas de muffins de frutos rojos y 4
patas. cajas de muffins de chocolate para tener un total de 20
muffins.
A emplea nimeros naturales B usa “letras” para representar las cantidades
particulares a los cuales les aplica desconocidas y opera con ellas de acuerdo con
operaciones aritméticas. clertas reglas para obtener la solucioén.
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Dos soluciones...

El alumno A resolvio el problema de la siguiente Elalumno B resolvio el problema de la siguiente manera:
ganera. _ ) . Sea C el numero de cajas de muffins de chocolate )y F el
Supongamos que hay el mismo numero de cajas numero de cajas de muffins de frutos rojos. Como el
de muffins de frutos rojos y de chocolate: tres de total de cajas debe sumar 6, entonces,
cada. CLF=6

4+4+4+3+3+3 Por otro lado, se debe tener un total de 20 muffins entre

Comeo el resultado sobrepasa el total de 20 las cajas de ambos tipos, esto es, 3C + 4F = 20.
muffins, excediéndose en un muffin, se cambia _ : P
una cajade los de frutos rojos (de 4 muffins) 13)(6 6C_+FI; _: 46Fse:oé9 (L;zene que C = 6 —F; portanto,

por una delos de chocolate (de 3 muffins).

Finalmente se obtiene 4 cajas de muffins de .
frutos rajos 9 2 de los dechocolate: St k= 2, entonces C= 4.

4+ 4+ 3 + 3 + 3 + 3, teniendoun total de 20 Se deben tener 2 cajas de muffins de frutos rojos y 4
patas. Solucién cajas de muffins de chocolate para tener un total de 20
muffins.

estoes 18 + F = 20, obteniendose finalmente que F= 2.

aritmética

A emplea nimeros naturales B usa “letras” para representar las cantidades

Solucién

particulares a los cuales les aplica desconocidas y opera con ellas de acuerdo con

algebraica

operaciones aritmeticas. clertas reglas para obtener la solucién.
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actividad como aritmética
stan claro.

lucion aritmeética aquella
a numeros particularesy
ealizada por el alumno A?

solucion algebraica aquella
volucra el uso de simbolos
dichos simbolos, ecuaciones,
izada por el alumno B?
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Una tercera solucion

Supongamos que un alumno C resuelve el

210 de cajas e
hocolate tien
Ndmero de cajas
De frutos rojos

De chocolate

Ndmero de cajas 1 @ 3 @ 5 6

De frutos rojos 4 8 12 16 20 24

De chocolate 3 6 9 12 15 18




Una tercera solucion...
con rasgos proto-
algebraicos

Numero de cajas
De frutos rojos 4

De chocolate

problema asiresuelto permite

Nudmero de cajas 1 @ 3 @ 5 6

nocer ciertos aspectos

iderados propios del De frutos rojos 4 8 12 16 20 24
miento algebraico: Dol 3 6 9 12 15 18
-l

acion de reglas o técnicas generales. Se construye una tabla con tantas columnas
cajas haya y se determina cudl de las combinaciones posibles determina el
n el numero de muffins exacto.

roposiciones. La tabla muestra el numero de muffins que

e cada sabor. Asi, se deducen las propiedades: las seis cajas
o de chocolate; el numero de muffins de frutos rojos es
Itiplo de 3; si el numero de muffins es impar, el numero de
er impatr....
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Desde el EOS se entiende el Razonamiento A
practicas operativas y discursivas puestas en
desde la Educacion Primaria en las que intervi




Desde el EOS se entiende el Razonamiento
practicas operativas y discursivas puestas e
desde la Educacion Primaria en las que interv

\

Relactones binarias —de equivalencia o de orden— y sus respectivas
propiedades (reflexiva, transitiva y simétrica o antisimétrica). Estas
relaciones son usadas para definir nuevos conceptos matematicos.

Operaciones p sus propiedades, realizadas sobre los elementos
de conjuntos de objetos diversos.

Objetos
Functones, operacionesy propiedades. Se contemplan ademas
las distintas representaciones de una funcién: analitica, tabular o

algebraicos en el
EOS

grafica.

Estructuras, sus tipos y propiedades (semigrupo, grupo, modulo,
anillo, cuerpo, espacio vectorial, etc.)




Desde el EOS se entiende el Razonamiento Algek
practicas operativas y discursivas puestas en jueg
la Educacion Primaria en las cuales intervienen ob

Generalizacion. Determinacion o inferencia de la

Unitarizacion. Reconocimiento explicito de la

5 regla que determina la clase.
rocesos

algebraicos en el
EOS
Materializacion. Nombramiento (simbdlico-
literal) de la nueva entidad.

I

Transformacion. Utilizacién de los nuevos objetos
en procesos de calculo o nuevas generalizaciones.




Modelo de Razonamiento Algebraico
Elemental (RAE)
Niveles de Algebrizacion

ESTRUCTURAS

NOTACION
Simbdlica/literal

Actividad netamente aritmética
0
Niveles proto-algebraicos
3 1
§ Representaciones simbolicas referidas a
W = - p
g;’gg % 9 intensivos reconocidos contextualizados
yE = m
3 m w - - &, £ £,
£ Actividad algebraica: calculo analitico con simbolos

INTENSIVO
(Generalizacidn)

EXTENSIVO
(Particularizacién)

Primer encuentro con parametros




SIGNIFICADOS
(Objetos criticos implicados)

UNIVERSIDAD

NIVEL DE

Magnitudes. Medida
Semigrupos arquimedianos

Hom(V,V')
Aplicacién lineal
Espacios vectoriales

g Operaciones con funciones lineales
<
o
w
-
p |
g Pardmetros
3 Familia de funciones lineales
9 Semejanza, homotecias
< [w) e 4 I
o 5 Grdfica, pendiente, crecimiento
é ™ Variable, funcién lineal
§J Q Ndmero racional
LR
o: Constante de proporcionalidad
4< SECUENCIA DE NUMEROS ROPORCIONALES
e i e ) Tabla de proporcionalidad
B b | b2 | bs Secuencia ilimitada
< PROPORCIONES >
a b bc o .
—=—ax=bc>x=— Regla de tres (ecuacién proporcional)
LA £ Razén, proporcién
g prop
H 5
(8] Cantidades A a XC Producto en cruz
X CantidadesB b d 2= f =d=(cxb)+a |Fracciones equivalentes
<<
=
9(: REDUCCION A LA UNIDAD
E Cantidades  Cantidades Valor unitario
& Magnitud A magnitud B L .
G = [ Multiplicacién, divisién de nimeros naturales
s Valores numéricos de medidas, cantidades,
c = C"(b/d) unidades
INTUITIVO-CUALITATIVO

Relaciones multiplicativas entre nimeros

Comparacién perceptiva (semejanza de formas geométricas)

ALGEBRIZA- Espacio probabilistico Variable aleatoria | NIVEL &
o 2 @ AP X OR[N < x]e 4
NIVEL 6 % Operaciones con variables
a Axiomas de Kelmogorov aleatorias
&5 Pld)zlvded Distribucién de probabilidad
Py =1 FpR—{0,1)/ Fy(x) = P(X'(—o0x])
<t X
m PIUL 40 =E P4,
WA A A =gi#] NIVEL 5
Operociones con sucesos
% Combinataria | NIVEL 4
- - - - ﬂl
NIVEL 5 -T Fo=nl Ge= [t} Vur = fr=x)l
e Independencia de sucesos
P(ANB) =P(A)-F(E) ﬁ
[ ]
Propiedades de la probabilidad de suceses
NIVEL 4 D=PAI=1 PEI=1
X ; NIVEL 3
Si Ay B rom incempatibles P(AUB) = P(A) = P(E)
{ CLASICO ALGEBRATCO ﬁ
Juensn equitative Prnpnrt:inmhidud imversa
g Pigame A) - Gana(d) = Pigane B) - Gana(B)
Ecuasid ional
NIVEL 3 f ,G e TSR mm: Pmrfmr':i&n MvELE
Algebraico L A ¥ prope
B = . - ,
Experimento aleatorio compuesto Regla de Loplace
Regla de Laplace
Q Comparacidn y equivalencia de | NIVEL 1
% é g P4y = 00508 favorables o 4 fraceiones
algebraico 5 G casos posibles %«:.' % saxd=cXb
m Razcnamients proporcional
CLASTCO PROTO-ALGEBRATCO
Juegos de azar Razonamiento pre-propercional
NIVEL 1 Eqn:mo muestral Rﬂbf:ia_nas_nunériws
Photas Experimento aleatorie simple mulfiplicativas entre casos
algebraico favorables y no fovorables NIVEL O
CLASICO ARITMETICO
=T
3 Azar y voriabilidad. Relacienes cualitativas
NIVEL O o Suceso sequro, posible e Can?cl'nui&n de pmbabilidu.du
Aritmético En.:l imposible segin grade de creencia
.'lr E
NIVEL \ SISNIFICADOD IN'I:IJI'ITVO / J"“.EEB.RI—
EDUCATIVO OBJETOS (RITICOS ZACIOMN

Losniveles RAE en
la elaboracion de
modelos
ontosemioticosde
refencia

Burgos, M., & D. Godino, |.D. (2020).
Modelo ontosemidtico de referencia
de la proporcionalidad. Implicaciones
para la planificacion curricular en
primaria y secundaria. AIEM, 18, 1-20.

Burgos, M., Batanero, C. & Godino, |.D.
(2022). Algebraization Levels in the
Study of Probability, Mathematics 10,
n°1: 91
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DESARROLLO DEL
SENTIDO
ALGEBRAICO EN
ESCOLARES
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31



Usar de manera sistematica simbolos para expresar cantidades
indeterminadas y generalizaciones.

Reconocer y aplicar propiedades estructurales de los sistemas
matematicos (fundamentalmente, de los conjuntos de nimeros,
Sentido las operaciones definidas en éstos y sus relaciones).

algebraico

en el modelo
RAE Identificar patrones, regularidades y funciones, modelizar
situaciones intra- o extra-matematicas.

Operar de manera sintdctica (siguiendo reglas) con expresiones
simbdlico-literales para obtener una respuesta interpretable en la
situacién modelizada.

Sentido: conjunto de capacidades relacionadas con el dominio en contexto, el uso de manera functional de
contenidos numéricos, geométricos, estocasticos, ...algebraicos.




v' Es posible desarrollar el sentido algebraico en los nifios como resultado de la realizacion de
actividades debidamente planificadas que, partiendo de tareas aritméticas o de otros bloques
de contenido, tiendan hacia la generalizacion, la simbolizacion y el calculo analitico.

v' Laidentificacidon de los objetos, procesos y significados propios de los distintos niveles de RAE
(andlisis epistémico) puede permitir el disefio de practicas operativas, discursivasy
regulativas que faciliten el desarrollo del sentido algebraico.

“TRASFONDO ECOLOGICO
DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS Y DIDACTICAS

CONTENIDO
(Practicas y objetos
culturales)

PROFESOR
(Experto, agente

\ cultural)

ESTUDIANTE
(Observador-

participante) J

Configuraciones didacticas
(Dialogicas. Cooperativas, Indagativas,
Transmisivas)

~,/

Criterios de idoneidad didactica
(Epistémicos, Cognitivos, Afectivos, Interaccionales,
Mediacionales, Ecolégicos)

Formular conjeturas
(generalizar)

Validar conjeturas
(argumentar)

Usar conceptos, propiedades y
representaciones matematicas

Atender a los procesos
de significacion
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Ideas para desarrollar el sentido algebraico en
escolares

(; Razonamiento algebraico presimbolico

ARITMETICA EXPLORACION DE LAS INTERPRETACION
GENERALIZADA RELACIONES RELACIONAL DEL
FUNCIONALES SIGNO IGUAL

Justificar las practicas matematicas

Pensar en la estructuray la Aproximacion al estudio
relacion que subyace entre de la prueba matematica
situacion, datos y requerimiento
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Ideas para desarrollar el sentido algebraico en
escolares

(; Razonamiento algebraico presimbolico

ARITMETICA EXPLORACION DE LAS INTERPRETACION
GENERALIZADA RELACIONES RELACIONAL DEL
FUNCIONALES SIGNO IGUAL

RAZONAMIENTO
PROPORCIONAL

Justificar las practicas matematicas

Pensar en la estructuray la Aproximacion al estudio
relacion que subyace entre de la prueba matematica
situacion, datos y requerimiento
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Ideas para desarrollar el sentido algebraico en
escolares

Generalizacion de relaciones aritméticas (obtencién de
reglas sobre clases de numeros, propiedades de las
operaciones aritméticasy su conexion).

ARITMETICA

GENERALIZADA Unitarizacion, consideracién de las reglas aritméticas
como objetos diferentes de los elementos (nimeros,
operaciones con numeros) que las constituyen.

Los numerosy las operaciones con
numeros se emplean como contexto

para desarrollar el razonamiento Representacion de las entidades unitarias emergentes
algebraico por medio de lenguajes con diferentes grados de
g : formalizacion.

242 + 35 .5 ;Qué cambia en estas dos sumas?

35 .5 +9 . 12 ;Como son los resultados? Explica tu respuesta.

Transformacion, participacién en nuevas préacticas.

Desarrollo de nuevas generalizaciones o cdlculos
sintdcticos.
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Ideas para desarrollar el sentido algebraico en
escolares

v' Estudio de la equivalencia. V
v Representaciony razonamiento con INTERPRETACION
expresiones, ecuaciones. RELACIONAL DEL
v' Relacionesentre cantidades SIGNO IGUAL
generalizadas.
—
v' Considerar expresiones aritméticasy
ecuaciones en sutotalidad y nocomo
Escribe tres posibilidades diferentes para que se cumpla la igualdad: procedimientos.
v' Usar las propiedades fundamentales de
S — gl g— las operaciones para relacionar o

transformar cantidades.
v Recomponer nimerosy expresiones.
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Ideas para desarrollar el razonamiento algebraico
en escolares

Identificar patrones recursivos.
Razonamiento covariacional.

FJLlllO hizo una cadena de margaritas con los bloques del patrén: EX P LO RAC | é N D E

Relacion de correspondencia.
LAS RELACIONES Construir, interpretar y analizar
FUNCIONALES | gréficos de forma global.

1flor 2 flores 3flores
a) ;,Qué observas en la estructura de la cadena de margaritas y en la forma en que

crece cada vez que se afiade una flor?

b) ¢ Cudntos hexiagonos y cuadrados necesitard Julio para hacer una cadena de T

margaritas con 7 flores? Explica /muestra como has obtenido tu respuesta. \/ Generallzar laS re].aC].OneS entre Cantldades que
¢) ¢ Cuantos hexagonos y cuadrados necesitara Julio para hacer una cadena de

margaritas con 20 ﬂoresy? Explica /muestra como has cl))btenido tu respuesta. C Ova rla n °

d) Para cualquier nimero de margaritas que te den, ;como calculas el niimero \/ EXp resar eStaS relaCioneS a traVéS de]. ].e nguaje
total de bloques que necesitara Julio para su cadena? Explica/muestra como has .« » . P ’ e

obtenido tu respuesta. natural, notacion simbolica, tablas y graficos.

e) Dibuja un grafico de dispersion para las diez primeras cadenas de margaritas. \/ Emp]_ear]_as para j_n‘terpretar y predecir e]_

0 ¢Qué observasen el grdfico? comportamiento de las funciones.

Reto: (Es posible hacer una cadena de margaritas que utilice exactamente 100
cuadrados? Explica/muestra cémo has obtenido tu respuesta.

L B
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Formacion de profesores

Larelacion entre el grado de conocimiento del profesor de
matematicasy el logro de aprendizaje de sus alumnos justifica
el interés por determinar el tipo de conocimiento diddctico-
matematico que deben tener los futuros profesores para
ensenar el dlgebra escolar.

Los profesores deben conocer y fomentar entornos de
ensenanza en los que los estudiantes puedan explorar, modelar,
hacer predicciones, discutir y probar ideas.

Su actuacion en clase debe perseguir la comprension de
patrones, relacionesy funciones, el andalisis de ecuacionesy
estructuras matematicas, incorporando progresivamente los

simbolos algebraicos.

UED-Educacion Matemadtica Julio 2024 Razonamiento Algebraico Elemental. Desafios para la formacion de Profesores 39
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Comprender la necesidad de trabajar
con el dlgebra temprana

Ferreira, Ponte y Ribeiro (2022)

Desarrollar la capacidad de encontrar
elementos algebraicos en las tareas
matematicas que utilizan
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J Resolucion de tareas por varias formas.

‘/

J Asignacion de niveles de RAE (Andlisis epistémico).

Identificacion de practicas, objetos y procesos. Reconocimiento de
aquellos de naturaleza algebraica. (Andlisis epistémico).

Acciones para desarrollar
conocimientos y
competencias sobre
razonamiento algebraico en J

futuros profesores

Anadlisisdidactico de recursos educativos con relacion al razonamiento
algebraico implicado.

P

Andlisis del caracter algebraico (objetos, procesos y niveles de RAE)
en las practicas matematicas desarrolladas por escolares. (Andlisis
cognitivo)

Creacion de problemas para desarrollar el razonamiento algebraico
o modificar los niveles de razonamiento implicados.




N
{ Resolucion de tareas por varias formas.

;Seguro > .
que es de . Camino al colegio
5% de
. 2227 Andrés va a un colegio que esta a
primaria-s: 480 m de su casa. En el camino se

para a recoger a sus amigos Victor y
Elena. Primero se detiene a recoger
a Victor. Después, recorren 52 m. A
continuacion recogen a Elena. El
camino que les queda hasta el
colegio desde ese punto supera en
20 m al triple de la distancia ya
recorrida.

¢Cual es la distancia entre la casa de Victor y el colegio?

Explicad vuestra respuesta.



W

{ Resolucion de tareas por varias formas

Acciones para desarrollar
conocimientos y
competencias sobre
razonamiento algebraico en
futuros profesores

Consigna

Intencionalidad

Conocimiento matematico
comun/ampliado

1. Resolver problemas propios de las
matematicas escolares del nivel
educativo correspondiente.

Identificar conocimiento o
carencias sobre un contenido
concreto de las matematicas
escolares. Promover la
argumentacion y justificacion
matematicas.

Conocimiento didactico-matematico

Resolver los problemas de varias
maneras, considerando las estrategias
que usarian los alumnos y posibles
representaciones.

Promover la flexibilidad de
resolucion y la capacidad de
adaptacion al nivel educativo
pertinente




Identificacidn de practicas, objetos y procesos. Reconocimiento de aquellos de
naturaleza algebraica

Asignacion de niveles de RAE

Acciones P.ar? desarrollar Andlisis del cardcter algebraico (objetos, procesos y niveles de RAE) en
conocimientos Y las practicas matematicas desarrolladas por escolares.

competencias sobre
razonamiento algebraico e

Consigna Intencionalidad

Conocimiento didactico-matematico

futu ros Profeso res 2.Enumerar la secuencia de practicase Desarrollar la competencia de
identificar los objetos ¥y procesos analisis de significados y analisis
emergentes. ontosemicdtico.
3. Asignar niveles de razonamiento Profundizar en la faceta epistémica
algebraico a las distintas soluciones. del CCDM analizando RAE.

4 Reflexionar sobrelas dificultades que Desarrollo de la faceta cognitiva del
pueden observarse en laresolucidn del CCDM.

problemausando cada estrategia.

5.Valoracidn de respuestas de alumnos: Profundizar enla dimensidn
correccion, reconocimiento de objetos cognitiva de las competencias
matematicos y niveles de RAE. analisis de significados y analisis
Toma de decisiones para afrontar ontosemiotico del CCDM.
dificultades de alumnos. Fomentar la dimension
instruccional del CCDM.




El puzle (Brousseau) En la figura adjunta se
presentan las piezas de un puzle. Los numeros
escritos junto a los lados de los poligonos
corresponden a las medidas de dichos lados
expresadas en centimetros. Construir en cartulina
este puzle, pero de mayor tamano, de tal manera
que el lado de 4 cm tenga una longitud de 7 cm.

Objetos: Clases de nimeros (racionales, clases de
equivalencia de fracciones, expresiéon como decimal)

Simbolo literal para dar la regla general. Sin calculo analitico

Transformaciones: Obtencién de la escala (valor unitario),
operaciones con numeros particulares

Lenguaje: natural, numérico, simbolos referidos a contexto
sin operar con ellos

Secuencia de prdcticas Uso e intencionalidad de Onjetos y procesos referidos en las

elementales para las prdcticas prdcticas

resolverla tarea

1) Larelacion entre la Explicitar que se Concepros: magnitud, longitud,

distancia en la figura cumplen en el proporcionalidad directa, escala.

v ladistanciaenel contexto del problema Lengudje: natural.

puzlede cartulina es las condiciones de Proposicion P1:larelacion entre

de proporcionalidad aplicaciéndela ambas magnitmdes esde

directa, puesto que se proporcionalidad proporcionalidad directa.

debe construir el directa Argumento: se debe construir el

mismo puzle, perode mismo puzle, perc de mayor

mayor tamario tamano

2)  Calculamos la | Reduccidnalaunidad Concepros: escala, unidad de

longimd que medida (em)

corresponde  en el Lenguaje: natural, numerico

puzledecartulinaaun Procedimiento: division con

centimetro de la decimales

figura: 7/4=1,75. Proposicion: la ampliacion que
correspondealcmes 1,75
Argumento: larelaciénesde
proporcionalidad directa

3) La longitud en el | Enunciarunaregla Proposicion P2: Enunciadodela

puzledecartulina, que | que permite calcular préctica 3)

le corresponde a un | lalongitud que Lenguaje: narural, numeérico,

segmento de longitud | correspondeaun simbdlico

k en la figura sera | segmentodelongitudk Argumento: Secuencia de

1,75 x k. en la figura ampliada. practicas 1) a 4), condiciones de

Nivellde RAE

proporcionalidad que definen
una escala.

Generalizacion: Obtencion de la
regla que permite determinarla
longitud de todo segmentoen la

figura.
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Acciones para desarrollar
conocimientos y
competencias sobre
razonamiento algebraico en
futuros profesores

Creacion de problemas para desarrollar el razonamiento algebraico o
modificar los niveles de razonamiento implicados

La creacion de problemas:

v' mejora el conocimiento del contenido matematico

v' fortalece la articulacion de conocimientos y competencias
didactico-matematicas del profesor de matematicas
(andlisis de la actividad matematica, deteccion de
dificultades, reconocimiento del grado de formalizacién
implicado...)

v’ capacita parala enseflanza de resolucion de problemas.




Compara los resultados:
a) 250+ 345+ 150 v 345+ 400

b) (1525 X 44) = (22X 2) ¥ 1000 + 425 + 100

Considera la siguiente secuencia:

. Cudntos vértices tendrd la figura que tenga 8 cuadrados?
Y aquella que tenga 20 cuadrados?

Crear problemas que
fomenten el
razonamiento algebraico
a partir de situaciones
dadas por variacion o
elaboracion.

Aspectos del razonamiento
algebraico que permite desarrollar.
2. Objetosy procesos algebraicos

implicadosy nivel RAE previsible.
3. Curso al que estarian destinadosy
potenciales dificultades.




Variante de la tarea:
Se quiere construir un puzle cuadrado igual al de la figura

Crear problemas por
variacion que

de perimetro 77 cm, de forma que al lado dexcm le
correspondaunode 7 cm. ;Cuadl es la escala?

impliquen potenciales
cambios en el nivel
de RAE implicado.

Solucion: Dado que el puzle es cuadrado y el lado de 1% Nivel 3de RAE
figuratiene delongitud 2 + 5 + x = 7 + x cm, sabemos
que su perimetro sera 4(7 + x) = 28 + 4x centimetros. Objetos: Intervienen incdgnitas y ecuaciones de la

Allado de x centimetros le corresponde uno de 7 cm. formadAx £ B = Cx = D.
Dado que la relacion es de proporcionalidad directa: Transformaciones: Se opera con la incégnita para
5 8x+ 4_’ 777 obtener formas candnicas de expresion de la
x — o 2 114 ~
> . . . ecuacion (“llevar todo lo que acompaifaa la
En todarelacion de. proporo1ona11<.iad directa, las incégnita al mismo lado de la igualdad, operar con
razones de las cantidades de magnitudes que se o e
. X  28+4x los coeficientes de la incdgnita”)

corresponden son iguales: — = .. L. ,

7 77 Lenguaje: Simbolico se usan los simbolos de
Deaqui, 77x = 7(28 + 4x); 11x = 28 + 4x; manera analitica, sin referir a informacién

7x =28, x= - =5 contextual.

Por tanto, la escala es 4:7.



A\

J Analisis didactico de recursos educativos con relacion al

razonamiento algebraico implicado.

v' Esnecesario prestar atencion a las tareas matematicas
propuestas en libros de texto para promover una
ensefanza efectiva del algebra temprana.

Acciones para desarrollar v' Lastareas de los libros de texto pueden no estar dirigidas
conocimientos y intencionalmente al desarrollo del pensamiento algebraico
competencias sobre LeMprano.
razonamiento algebraico en

futuros profesores.

El profesor debe:

* reconocer las caracteristicas de las tareasrelacionadascon
el algebra temprana en los libros de texto,

e 1identificar la actividad que deben desarrollar los alumnos
en su soluciodn,

 profundizar en los conocimientos que promueven,

 explotarlasideasaunque no parezcan algebraicas a simple

vista.




1. Tareas de relaciones
Demostheneusy aritmeéticas situadas

[

Tiposdetareasy Stylianides (2014) | 2.Tareas de relaciones
sus caracteristicas basadas en reglas
segun los enfoques 3. Tareas de relaciones

del algebra . : : conocidas-desconocidas
. temprana Pincheiray Alsina
Herramientas \ J/ (2021)
para guiar su ~ S
analisis Andlisis de la
aCUYl.dad Akéy Godino

matematica que (2018) 1. Tipo de objetos

promélevgn Eigﬁln algebraicos (caracter
L grados de ) estructural, funcional)

2. Tipos de representaciones
involucradas o requeridas
3. Calculo analitico implicado

4.Modelizacion




Sintesis

Desarrollar el razonamiento algebraico desde los primeros
niveles es un reto, intensificado por la perspectiva
competencial real del curriculo.

La generalizacion, el estudio de las relaciones funcionales y
las estructuras aparecen como elementos conductores de la
formacion algebraica de los estudiantes.

Los profesores necesitan formacion especifica para conocer

las caracteristicas del dlgebra temprana y disefiar propuestas

de ensefanza que permitan desarrollar el sentido algebraico
en sus alumnos.

Es un desafio que merece la pena afrontar.
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