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Resumen

Este escrito describe el desarrollo del taller aprendizaje de potencias y resolucion de ecuaciones a través de la
papiroflexia llevado a cabo en la RELME 34, con el objetivo de mostrar el proceso de aprendizaje interactivo por
el que a través del doblado de papel, se pueden deducir las propiedades de las potencias con exponentes enteros y
encontrar raices reales de ecuaciones de grado dos y por medio de ellas calcular raices cuadradas de nimeros reales
a través de relaciones geométricas generadas en el plano cartesiano. Se utiliz6 el método deductivo por medio de
actividades que tienen como punto central el uso del papel, como técnica manipulativa para aprender matematicas.
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Abstract

This paper describes the development of the workshop “Learning powers and solving equations through origami”
carried out at RELME 34. It aims to show the interactive learning process by which, through paper folding, the
properties of powers with integer exponents can be deduced, and real roots of equations of degree two can be found;
and through them, square roots of real numbers can be calculated through geometric relations generated in the
Cartesian plane. The deductive method was used through activities that have the use of paper as a central point,
which is a manipulative technique to learn mathematics.

Key words: power, equations, origami.
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Introduccion

El aprendizaje de la matematica frecuentemente se ve limitado en la educacion tradicional, por la mono6tona
adquisicion de conocimientos y aprendizajes abstractos sin llevarlos a la practica. De acuerdo a la experiencia como
docentes es comun utilizar o visualizar varios grupos de objetos de igual cantidad para aprender que la
multiplicacion es una adicion de iguales sumandos, esta practica hace que el aprendizaje del concepto de
multiplicacion sea mas eficaz y amigable al estudiante, ya que esta aprendiendo a través de la visualizacion o
manipulacion de objetos que forman parte de su entorno cotidiano. Sin embargo, algunos conceptos como la
potenciacion no son ensefiados de la misma manera y esto provoca que sea comun ver como el concepto no es
asimilado apropiadamente por los educandos y suelan confundir la potenciacion con la multiplicacion.

Con el propdsito de atender la problematica anterior, autores como Jara (2018) proponen el uso de la papiroflexia
en el aula de clase argumentando que esta es una técnica japonesa del doblado de papel que ofrece amplios usos
para la ensefianza de la matematica, favoreciendo el aprendizaje en sus distintas ramas, especialmente en la
geometria. Ademas, la papiroflexia desarrolla la capacidad imaginativa y creadora al relacionar la realidad con una
pieza de papel. En este sentido, en este taller se propone la papiroflexia como un recurso didactico para la ensefianza
de la potenciacion y la resolucion de ecuaciones de segundo grado a través de la deduccion de un método geométrico
que permita encontrar las raices de dicha ecuacion auxiliandose de la geometria analitica.

Se utiliz6 el método deductivo por medio de actividades que tienen como punto central el uso del papel como técnica
manipulativa para aprender matematicas a través de la papiroflexia, puesto que Soler y Manrique (2014) afirman
que este método permite la verificacion y validacion de hipotesis planteadas ; en este caso los participantes
ejecutaron acciones sobre la pieza de papel y registraron los datos cuantitativos y cualitativos que se derivaron de
esta actividad para el analisis y comprension del concepto de potencia, los procesos asociados a la deduccion de sus
propiedades y encontrar raices de ecuaciones de grado mayor que o igual a dos.

Marco Teorico

De acuerdo con De la Torre y Prada (2008), la papiroflexia da al profesor de matematicas una herramienta
pedagdgica que le permite desarrollar diferentes contenidos no solo conceptuales, sino procedimentales. Monsalve,
Posada y Jaramillo (2002), con respecto al doblado de papel, mencionan que:

Como actividad ludica, proporciona un potencial cognoscitivo que no se puede desperdiciar cuando se la
considera un simple juego agradable para pasar el tiempo. Su utilidad didactica radica en que permite a los
estudiantes, desde los primeros afios escolares, acercarse en forma intuitiva a muchos conceptos
matematicos implicitos en dicha actividad ladica. (p. 11)

Surco y Delgadillo (2018), afirma que la papiroflexia dentro del aula de clase, ayuda a construir, asimilar y
comprender conocimientos geométricos de manera innovadora y practica. Ademas, Blanco y Otero (2009)
establecen que puede ser de gran apoyo en la educacion de las matematicas debido a que “proporciona al profesor
de matematicas una herramienta pedagogica que le permite desarrollar diferentes contenidos, no so6lo conceptuales
sino de procedimiento” (p. 2). En ese sentido, en este taller se mostré como, a través del doblado de papel, se puede
ensefiar lidicamente a los estudiantes de primaria y secundaria a deducir las propiedades de las potencias con
exponentes enteros, asi como las leyes para la multiplicacion y division.

Al momento de utilizar el doblado de papel para fines pedagogicos es importante analizar geométricamente lo que
se hace al doblar el papel, es por esto que también se tuvo como objetivo aplicar la papiroflexia para encontrar raices
reales de ecuaciones de grado dos y asi calcular raices cuadradas, a través de la construccion y analisis de conceptos
geométricos.
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Desarrollo del Taller

Inicialmente se mostré que realizar dobleces consecutivos sobre una hoja de papel representa una multiplicacion,
por ejemplo, doblar una hoja dos veces y luego seguirla doblando por tres veces representa la multiplicacion 2 por
3 debido a que al desdoblar la hoja esta queda dividida en seis partes, determinadas por las marcas que se realizaron
al doblarla. Es importante tomar en cuenta que las partes en que queda divida la hoja no deben necesariamente tener
a misma area, ya que para los fines del ejercicio lo que nos interesa es la cantidad.

Asi mismo, se expuso que es posible realizar divisiones de niimeros naturales utilizando una hoja de papel. Por
ejemplo, para realizar la division 12 entre 3 es necesario tener una hoja dividida en 12 partes iguales para representar
el dividendo, luego para representar el divisor se dobla en tres partes iguales, como un trifolio y se observa que se
obtiene una pieza de papel la cual esta dividida en cuatro partes esto quiere decir que la division 12 entre 3 es igual
a 4. Este proceso basico para realizar una multiplicacion y una division utilizando una hoja de papel es fundamental
en el transcurso del taller donde se aborda el calculo de potencias y la deduccion de leyes para la multiplicacion y
division de potencias de numeros enteros.

Para describir el concepto de potencia se trabajo con una hoja de papel en la cual se realizaron dobleces consecutivos
anotando datos en una tabla. Se empez6 con una hoja de papel la cual se dobl6 en dos partes iguales (una vez) de
acuerdo con el proceso que se trabajo inicialmente sobre como realizar multiplicaciones utilizando una hoja de
papel; proceso correspondiente a la multiplicacion 2 x 1 cuyo resultado es evidenciado al desdoblar la hoja de papel
y observar que aparecen dos rectangulos. Luego se volvié a tomar la misma hoja de papel y se dobld en dos partes
iguales, esta vez repitiendo el proceso dos veces, lo que corresponde a la multiplicacion 2 x 2, observando al
desdoblar la hoja cuatro rectangulos. Después se realizo este proceso de nuevo doblando la hoja de papel en dos
partes iguales repitiendo el doblado tres veces emulando la multiplicaciéon 2 x 2 x 2, al desdoblar la hoja se puede
observar que se han obtenido 8 rectangulos. Se realiza sucesivamente este proceso doblando la hoja de papel en dos
partes iguales repitiendo el doblado 4 y 5 veces anotando los datos involucrados en este ejercicio, asi como se
muestra en la tabla 1.

Tabla 1. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales con datos de los dobleces.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales

Cantidad de
rectangulos

Repeticiones Multiplicacién

1 2x1=2 2
2 2x2

3 2X2x2 8
1 2X2x2x2 16
5 2X2X2%X2x%x2 32

Fuente: Creacion propia.

En el ejercicio anterior el factor de la multiplicacion es 2 y la cantidad de repeticiones en el doblado es el nimero
qué determina cuantas veces el factor 2 se multiplica por si mismo, es por ello que para describir el concepto de
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potencia se realizaron las siguientes preguntas las cuales fueron contestadas con la informacion que se tiene hasta
ahora en la tabla 1.

Pregunta 1: ;qué factor aparece en la columna “Multiplicacion” en la tabla 1 independientemente del numero de
repeticiones?

Pregunta 2: ;qué define la cantidad de factores en la columna “Multiplicacion’?

En respuesta a las preguntas 1 y a la pregunta 2, es claro que el factor que aparece en la columna de las
multiplicaciones es el factor 2 y que las repeticiones en el doblado del papel definen cuantas veces aparece este
factor.

Luego de contestar estas preguntas se muestra el siguiente concepto de potencia.

Una potencia a” es una forma abreviada de representar una multiplicacion de factores iguales. La base (a) de la
potencia es el factor que se repite y el exponente (n) indica el nimero de veces que se repite.

Después de observar esta definicion se contestaron las siguientes preguntas planteadas en el taller.

Pregunta 3: ;considera que las multiplicaciones de la tabla 1 se pueden expresar como una potencia?

Pregunta 4: ;qué nimero representa la base? La respuesta es dos.

Pregunta 5: ;qué niimero determina el exponente?

Con respecto a la pregunta 3, se afirmé que las multiplicaciones de la tabla 1 se pueden representar como una
potencia dado que se ha multiplicado un niimero por si mismo y cumple la definicion de potencia presentada
previamente. Ademas, respondiendo a la pregunta 4 y a la pregunta 5 respectivamente, el numero 2 representa la
base y la cantidad de repeticiones en el doblado de la hoja de papel determina el exponente. Después de contestar
las preguntas anteriores y relacionar las multiplicaciones donde se repite el mismo factor con el concepto de
potencia, los participantes trabajaron en la tabla relacionada a este ejercicio y expresaron las multiplicaciones como
una potencia de acuerdo a la definicion presentada anteriormente.

Tabla 2. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales con la escritura de potencias con exponente positivo.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales

Repeticiones Multiplicacion Cant!dad ol Potencia
rectangulos

n axax .xa m m=a®

1 2x1=2 2 2=21
2 2x2 4 4=2?
3 2x2x2 8 8-23
4 2X2X2%2 16 16 =24
5 2X2X2X2x2 32 32 =25

Fuente: Creacion propia.

La segunda actividad del taller consistié en un ejercicio similar a la actividad 1 donde se doblé una hoja de papel
en tres partes iguales representando multiplicaciones donde aparece el factor 3 repetidamente, las cuales se
expresaron como una potencia de base 3.

Con esto se deduce que, si se busca calcular la potencia 2 elevado a la 3 en una hoja de papel, esta se debe doblar

en dos partes iguales repitiendo este proceso tres veces en la misma hoja. Si se pretende calcular la potencia 3
elevado a la 2 se debe doblar una hoja en 3 partes iguales repitiendo el proceso dos veces (imagen 1), por lo tanto,
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se concluye que para calcular cualquier potencia a elevado a un exponente n utilizando una hoja de papel es
necesario doblarla en a partes iguales realizando n repeticiones.

Figura 1. Potencia 3.

Fuente: Creacion propia.

Para calcular 2° se tiene en cuenta que el exponente 0 conlleva la instruccion de realizar cero dobleces, por lo tanto
29 es igual a 1 debido a que si no se realizan dobleces en la pagina tenemos solamente un rectingulo, la pagina
misma, situacion considerada por los participantes del taller como una manera practica y de facil comprension para
visualizar el célculo de esta potencia. Seguidamente se abordd el calculo de potencias con exponente entero
negativo, para esto se analizaron los resultados de las potencias con exponente entero positivo en la tabla 2. En el
doblado de papel, en cada repeticion ejecutada, el exponente aumenta en una unidad y el resultado se duplica. Por
otra parte, si se analiza la tabla de abajo hacia arriba, en la columna de Pofencia se observa que, si el exponente
disminuye en una unidad el resultado de la potencia disminuye a la mitad. Por ejemplo, 2° es igual a 32, mientras

: . . . 11
que 2% es igual a 16. En vista de que esto sucede con cada par de potencias consecutivas se deduce que 271 = S en

vista de que 2° = 1. Ademas, 272 es igual a la mitad del resultado de 272, es decir 272 = :
4

Tabla 3. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales incluyendo la escritura de potencias con exponente
negativo.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales
Cantidad de

Repeticiones Multiplicacién e Potencia
n axax .xa m
2 % %= 2-2
0 1 1=2°
1 2x1=2 2 2-21
2 2x2 4 4 =272
3 2%2x2 8 8-23
4 2x2x2x2 16 16=2*
5 2x2x2x2x2 |32 32=25

Fuente: Creacion propia.
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Luego de observar como se pueden calcular multiplicaciones, divisiones y potencias utilizando una hoja de papel,
se calcularon multiplicaciones y divisiones de potencias para deducir las leyes de la multiplicacion y division de
potencias.

Para esto se multiplicaron potencias utilizando una hoja de papel. La primera multiplicacion es 22 por 23, la cual
es una multiplicacion con igual base y distinto exponente.

Para realizar estd multiplicacion se dobld una hoja en dos partes iguales dos veces seguidas para representar la
primera potencia y después se continudé doblando en dos partes iguales 3 veces seguidas sobre la misma hoja para
representar la segunda potencia. Al desdoblar la hoja aparecen 32 rectangulos como resultado de esta multiplicacion,
este niimero se puede expresar como la potencia 2°, es decir qué es dos elevado a la 22 por 23 es igual a 25.

La segunda multiplicaciéon de potencias con distinta base e igual exponente (22 por 32), una multiplicacién. Esta
multiplicacion se realizé de manera similar a la primera, se dobla una hoja de papel en dos partes iguales dos veces
para representar la primera potencia y luego se realizaron tres dobleces dos veces para representar la segunda
potencia. Al desdoblar la hoja se observaron 36 rectangulos, este nimero se puede expresar como la potencia 6.

Las caracteristicas y los productos de estas multiplicaciones se anotaron en la tabla 4 para su posterior analisis donde
se dedujo que: para multiplicar potencias con igual base y distinto exponente se conserva la base y se suman los
exponentes, mientras que para multiplicar potencias con distinta base e igual exponente se multiplican las bases y

se conserva de exponente.

Tabla 4. Multiplicacion de potencias.

22x23 Igual base y distinto exponente 32 e

22x32 Distinta base e igual exponente 36 62

Fuente: Creacion propia.

Para deducir las leyes de la division potencias se inici6 resolviendo la division 2° entre 22, la cual es una division
con igual base y distinto exponente. Para resolver esta division a través del doblado de papel necesitamos una hoja
de papel que represente la potencia 2°, esto equivale a doblar la hoja de papel a la mitad cinco veces consecutivas.
Al desdoblarla aparecen 32 rectangulos como resultado de la potencia y para dividir esta cantidad entre 22 es
necesario doblar la hoja de papel a la mitad dos veces seguidas, después de realizar esto se observa que se obtienen
8 rectangulos los cuales se pueden expresar como la potencia 23. Asimismo se realiza la division de potencias 62
entre 32, la cual es una division de potencias con distinta base e igual exponente, obteniendo como resultado como
resultado 22. Siguiendo el mismo proceso en el doblado de papel todos estos datos se anotan en la tabla 5 para su
posterior analisis en el cual se deduce que para dividir potencias con igual base y distinto exponente se conserva la
base y se restan los exponentes y que para dividir potencias con distinta base e igual exponente se dividen las bases
y se conservan el exponente.
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Tabla 5. Division de potencias.

B 0 O
25 = 22 Igual base y distinto exponente 8 23
6% + 32 Distinta base e igual exponente 4 22

Fuente: Creacion propia.

En la segunda sesion del taller se abordo el uso de la papiroflexia para resolver ecuaciones de segundo grado de la
forma ax? + bx + ¢, donde a = 1, b y c pertenecen al conjunto de los nimeros reales, en el caso de que a sea
distinto de uno se debe dividir toda la ecuacion entre este numero para que sea igual a 1.

Dado que una funcion cuadratica de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ describe una pardbola donde los ceros de la
funcion estan determinados por el punto de interseccion entre la parabola y el eje x, se propuso encontrar un método
geométrico para calcular las raices reales de una ecuacion cuadratica sin necesidad de graficar la parabola,

Para deducir este método se inicia buscando la coordenada del punto Q, el cual esta dentro de la parabola y equidista
de los ceros de la funcion, del punto R (0, c) y P (0, a), ilustrada en imagen 2. El punto Q y el foco de la parabola
tienen la misma coordenada en x, por lo tanto, se parte de la “forma vértice” de la ecuacion de la parabola,
y = a(x —h)? + k y se obtiene el coeficiente de la variable de grado uno es —2ah, es decir b = —2ah. Luego,

como h representa la coordenada en x del foco y del punto Q, se despeja para h y se obtiene h = %.

Figura 2. Funcion cuadrdtica. Figura 3. Trazado del segmento QS.

Fuente: Creacion propia. Fuente: Creacion propia.

Para encontrar la coordenada en y del punto Q se demostré que QS L RP (imagen 3), siendo S punto medio de RP.
Teniendo en cuenta las coordenadas R (0, c) y P (0, a), por definiciéon de punto medio la coordenada en y del punto

S es igual % (a + ¢), que al mismo tiempo es coordenada en y de Q porque QS L RP.

Abhora que se conoce la coordenada del punto Q es posible encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado,
para esto se grafican los puntos P y Q en el plano cartesiano, luego se debe trazar una circunferencia con centro Q
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que pase por P y puesto que Q equidista de P y las raices de la ecuacion, los puntos de interseccion entre dicha
circunferencia con el eje y sefialan las soluciones a la ecuacion. Para lograr esto a través del doblado de papel se
debe tener el punto Q de manera fija y a la vez identificar en que puntos del eje x se puede sobreponer el punto p.
Con respecto a este método para encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado, en el taller se desarrollo el
siguiente ejercicio.

Ejerciciol : Encontrar las raices de la ecuacion x? + 3x + 2 = 0.
-b 1

Se observa que a=1,b =3 y ¢ = 2. Ademas, se dedujo previamente que P = (0,a) y Q = (Za 3

(a+ c)), por lo
tanto P = (0, 1)yQ = (— %, %) Los participantes del taller representaron el plano cartesiano en papel cuadriculado
y procedieron a graficar los puntos P y Q tal como se muestra en la imagen 4.

Figura 4. Trazado de los puntos Py Q. Figura 5. Fijacion del punto Q.

Fuente: Creacion propia. Fuente: Creacion propia.

En la imagen 6 se observa que el punto Q se sostiene detras de la pagina con el dedo pulgar e indice para mantenerlo
en una posicion fija mientras se busca ubicar el punto P en el eje x. Solo existen como maximo dos puntos en los
que el punto P puede ser ubicado sin rasgar la hoja de papel, esto concuerda con el hecho de que una ecuacion de
segundo grado tiene un maximo de dos raices reales diferentes.

Tal como se muestra en las imagenes 6 y 7, los Unicos puntos en el eje x donde se puede ubicar el punto P,

cumpliendo las condiciones descritas previamente, es en X = —2 y x = —1. Estos puntos representan las soluciones
que satisfacen la ecuacion x? + 3x + 2 = 0.
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Figura 6. Identificacion de la primera solucion. Figura 7. Identificacion de la segunda solucion.

Fuente: Creacién propia. Fuente: Creacion propia.

Este método para encontrar raices de ecuaciones de segundo grado a través del doblado de papel también se utilizo
para calcular raices cuadradas de ntimeros reales, por ejemplo, para calcular la raiz cuadrada de 7, se plantea la
ecuacion de segundo grado x2 — 7 = 0 donde se tiene que aa = 1, b = 0 y ¢ = —7 para encontrar los puntos P y
Q, ubicarlos en el plano cartesiano y realizar el doblado de papel correspondiente para encontrar los valores de x
que satisfacen la ecuacion.

Conclusiones

Las actividades de trabajo propuestas permitieron desarrollar de manera practica conceptos y contenidos a través
de la papiroflexia. El doblado de papel al utilizarse como una herramienta didactica para la ensefianza de las
potencias hace que su concepcion sea menos abstracta y facilita su aprendizaje manipulando y visualizando patrones
creados en el papel. Ademas, el proceso deducido y empleado para encontrar raices reales de ecuaciones de segundo
grado involucr6 la aplicacion de conceptos geométricos y algebraicos combinados con el doblado de papel. En
general, a través de la papiroflexia tal como lo manifiesta Martinez (2009), no solamente se esta plegando papel,
sino que ademas se realiza un proceso mental organizado que requiere explicitar conceptos matematicos que van de
lo simple a lo complejo y que, ademas, estimulan la imaginacion. Por lo tanto, se convierte en una herramienta
didactica pertinente para desarrollar contenidos conceptuales y procedimentales.
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