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Resumen

Se reporta la reflexion sobre el disefio de un taller, el cual se encuentra dirigido a profesores de matematica de nivel
secundario y superior, cuyo objetivo es analizar el proceso de construccion de una curva —desarrollado por
Descartes— y su posible representacion mediante ecuaciones algebraicas para su clasificacion. Se asume como
hipotesis de partida que el pensamiento variacional estd inmerso en la construccion del conocimiento matematico y
que, para desarrollarlo, se requiere disefiar una variedad de tareas como la que se describe en este taller. El disefio
original del taller permite que los participantes elaboren y utilicen un instrumento mecanico (hiperbolégrafo) para
trabajar la construccion de la curva, y ademas se adapta este artefacto articulado utilizando software de geometria
dindmica, para asi comprender su funcionamiento. Finalmente, se comenta una experiencia previa de
implementacion de este taller y se discuten algunas implicaciones sobre la ensefianza.
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Abstract

This paper reports the reflection on the design of a workshop focused on secondary and higher education
mathematics teachers. It is aimed at analyzing the process of construction of a curve —developed by Descartes— and
its possible representation by means of algebraic equations for its classification. It is assumed as a starting
hypothesis that variational thinking is immersed in the construction of mathematical knowledge, and to develop
such knowledge, the design of a variety of tasks, as the ones described in this workshop, is required. The workshop
original design allows participants to elaborate and use a mechanical instrument (hyper-bolograph) to work on the
construction of a curve. Besides, this articulated artifact is adapted by using dynamic geometry software, in order
to understand its functioning. Finally, a previous implementing experience of this workshop is discussed, as well as
some implications on teaching.
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«72-



Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

Introduccion

La nocion que se tiene en la actualidad sobre la geometria analitica dista mucho de la que se tenia en el siglo XVII
pues, en aquel entonces, las curvas originaban una ecuacion, mientras que hoy en dia, se puede obtener una curva a
partir del analisis de sus propiedades algebraicas (Cortés y Soto, 2012). En el trabajo de Dyck (1892/1994) se
muestran antecedentes de la utilizacion de artefactos articulados para el trazado de curvas, los cuales datan de la
Grecia Antigua, y su evolucion a lo largo de los siglos venideros. En este sentido, se ha destacado la importancia
de introducir los contextos historicos para desarrollar la experiencia cientifica en el aula (véase Barbin et al., 2018;
Mariotti et al., 1997), especialmente, en lo concerniente al trabajo con la geometria.

A partir de lo antes planteado, se disefia este taller dirigido a profesores de matematica que se desempefien en los
niveles de educacion secundaria y superior (con estudiantes desde los 15 afios de edad en adelante), cuya
importancia radica en que los participantes analicen el proceso de construccion de una curva —desarrollado por
Descartes— y su posible representacion mediante ecuaciones algebraicas.

La estructura de este escrito es la siguiente: después de esta introduccion, se presenta el fundamento teérico sobre
el que se cimenta esta propuesta; luego, se describe la estructura del taller y se explicita el uso del instrumento
mecanico hiperbolografo; finalmente, se comenta una experiencia previa de implementacion de esta propuesta con
profesores de matematicas de Honduras, ademas de reflexionar sobre sus implicancias en la ensefianza.

Fundamento teorico

La Matematica como disciplina cientifica, al ser tan antigua como el Hombre mismo, ha despertado no sdélo el
interés de matematicos sino también de matematicos educativos. Para estos ultimos, el interés se centra en
cuestionamientos como, por ejemplo, ;por qué cae la manzana?, aludiendo a la comprension de como Isaac Newton
planteo las tres leyes que llevan su nombre o la formulacion de la ley de gravitacion universal; o también, ;por qué
Descartes sigui6 llamando Geometria a un quehacer que dista mucho del que los gedmetras griegos, como Apolonio
o Euclides, llevaban a cabo en su tiempo?

Para este taller se adopta como referente la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa (TSME;
Cantoral, 2013), ello justificado en que este enfoque tedrico permite un acercamiento a la comprension historico-
epistemoldgica de fendmenos propios de la disciplina, como los cuestionamientos antes planteados. En la TSME se
asume como punto de partida la problematizacion del saber, el cual requiere del anélisis, tanto de obras originales
sobre un conocimiento matematico en particular, como de libros de texto, para asi comparar los usos de dicho
conocimiento (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015). Esta teoria, ademas, postula que el discurso Matematico
Escolar (AME) es la nociéon en que radica la esencia de la problematica de la ensefianza-aprendizaje de la
matematica, entendido como el conjunto de discursos estructurados que se producen por convencionalismos sociales
y culturales, los cuales surgen ante la necesidad de comunicar y difundir de manera masiva los saberes matematicos
(Cantoral, Farfan, Lezama y Martinez-Sierra, 2006).

Estudios que han adoptado este enfoque (véase Galo-Alvarenga, 2019; Paz-Corrales, 2019; Pérez-Garcia, 2019,
entre otros), han centrado su atencion en los fendmenos especificos relacionados, por un lado, con la construccion
del conocimiento matematico y, por otro, con su difusion. Es por ello que han confrontado un libro de texto con una
obra matematica original, tomando en cuenta su contexto de produccion.

Este taller se cimenta sobre el estudio de Paz-Corrales (2019), en el cual se analiz6 la obra matematica La Geometria
de Descartes (1637/1954) y se sobrepuso con una expresion del dME en el texto Geometria Analitica de Lehmann
(1942/2005). El primero, que corresponde a uno de los tres tratados que conforman el Discurso del Método, es
considerado como una de las obras culminantes del saber humano, ademas de la iniciadora de la matematica
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moderna (Gonzélez-Urbaneja, 2007); el segundo, por su parte, es un libro muy utilizado en el sistema educativo
mexicano, desde el siglo pasado hasta la actualidad (Serna-Martinez, 2015).

De acuerdo con este estudio, el interés de Descartes en su obra se centra principalmente en responder a la pregunta
(cudl es el lugar geométrico que satisface una condicion especifica? Al dar respuesta a esta interrogante, no solo
permitio a su autor resolver de manera general el problema de Pappus, considerado como piedra angular del método
cartesiano, sino que también expandir la geometria mas alld de los limites tridimensionales a los que estuvo
restringida por mas de 20 siglos. De este modo, expresiones como x*2 o X3 ya no representan areas o volimenes,
sino que simplemente son longitudes de segmentos, por lo que, para el estudio y clasificacion de nuevas curvas
(hasta entonces, desconocidas por los gedmetras griegos), el matemadtico francés utilizd artefactos mecanicos
capaces de trazarlas, en particular, el mesolabio y el hiperbolografo, presentados en la Figura 1. La generacion de
curvas se produce a partir de las trayectorias de estos mecanismos articulados, por medio de continuos movimientos
mecanicos, en un método conocido como generacion organica de curvas (Manzano, 2016).

Figura 1. Mesolabio (izquierda) e hiperbolografo (derecha) de Descartes

are———
Gy

Fuente: Extraido desde Descartes (1637/1954, pp. 46, 53)

Descartes no solo leyo la obra de matematicos como Euclides o Apolonio, sino también de Pappus, con lo que pudo
darse cuenta que sus colegas consideraron tres tipos de problemas tomando como base la construccion utilizada en
su solucion, a saber, planas (construcciones con regla y compas), solidas (secciones conicas y medias
proporcionales). Hasta ahora se han mencionado dos tipos de problemas, pero ;qué tiene de particular el tercero?
Resulta que los problemas que requerian de alglin ingenio mecanico simplemente fueron excluidos de la geometria
de ese entonces. Lo anterior sirviéo de punto de partida para Descartes, quien se propuso crear una geometria que
incluyera todas esas curvas o lugares geométricos generados a través de artefactos mecanicos, es decir, instrumentos
elaborados con barras articuladas mediante pivotes. Ello significo otro de sus grandes hallazgos, pues permitio a la
matematica moderna definir una infinidad de curvas hasta el siglo XVII no conocidas, a las que clasificé, pero no
demostr6 como algebraicas.

El interés principal de Descartes no estaba en las propiedades estaticas de estos artefactos, sino que en aquéllas que
se derivan de sus movimientos y dinamica (Paz-Corrales, 2019). Este escrito se centra en el segundo artefacto
mecanico descrito por este matematico en La Geometria, a saber, el hiperbolografo. Si bien este instrumento fue
ideado originalmente para generar hipérbolas, como lo sugiere su nombre, su papel como compas le permite crear
otro tipo de curvas. La pregunta con la que Descartes utilizo este artefacto tiene una intencion predictiva: ;de qué
género es la curva? Una regla (que gira circularmente) y una pieza triangular (que se desliza verticalmente en una
recta fija), al intersecarse, producen la curva. El funcionamiento de este artefacto se explica en el siguiente apartado,
de acuerdo con el contexto de este taller.
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Descripcion del taller y disefios didacticos
El taller que se reporta en este escrito corresponde a la adaptacion de una experiencia previamente implementada,

la cual se describe en el apartado siguiente y que, por razones de trabajo virtual, se ha reestructurado de la forma en
que se presenta en la Tabla 1.

Tabla 1. Descripcion de las actividades del taller por sesiones

Sesion Actividades Tiempo

Primera - Presentacion del taller, de sus objetivos y dindmica de trabajo. 10 minutos
- Presentacién de un video sobre la construccién del hiperbolégrafo con 10 minutos
material concreto.

- Construccidn de curvas con un applet (software de geometria dindmica 70 minutos
Cinderella) y su andlisis.

Segunda - Se continda la construcciéon y andlisis de curvas. 40 minutos
- Reflexidn sobre la actividad y su aplicabilidad en el aula; preguntas de los 40 minutos
participantes.

- Cierre del taller. 10 minutos

Fuente: Elaboracion propia

En su diseo original, la segunda actividad del taller consistia en la construccion del hiperbolografo por parte de los
participantes, utilizando material concreto y siendo guiados por los autores. No obstante, dadas las condiciones de
formato online del taller, es que se ha reemplazado esa actividad por un video en que los autores construyen y
explican el funcionamiento de dicho artefacto. Ademas, para observar la variacion del problema que se muestra en
la Figura 1 (derecha), es que como tercera actividad del taller se ha realizado la construccion del artefacto con el
software de geometria dinamica Cinderella, en un procedimiento en que se observan cuatro estados, tal como se
representan en la Figura 2.

Figura 1. Estados de construccion del hiperbolografo con el software grafico Cinderella

O

Estado 1 Estado 2
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Estado 3 Estado 4

Fuente: Elaborado por los autores

El funcionamiento del applet del hiperboldgrafo esta determinado de la siguiente forma:

Sea la curva GC (Figura 2, todos los estados) descrita por la interseccion de la regla GL con la figura rectilinea
CNKL, cuyo lado KN es generado indefinidamente en direccion a C, y que, siendo movida en el mismo plano de
manera que su diametro KL siempre coincida con alguna parte de la linea AB (producida en ambas direcciones),
proporciona a la regla GL un movimiento giratorio alrededor de G (la regla esta unida a la figura CNKL en L). En
esta construccion, Descartes utilizo las primeras letras del alfabeto para referirse a las cantidades (constantes)
conocidas, y las tltimas para las desconocidas (variables o cantidades indeterminadas), de modo que
GA=a, KL=b, NL=c¢, AB=x, BC=y,
respectivamente.

Al moverse la pieza CNKL (Figura 2), se observan cuatro estados de sus diferentes puntos durante el movimiento
en el artefacto. Ademas de las relaciones de semejanza, que se encuentran invariantes en la construccion, al describir
expresiones que representan las relaciones entre los segmentos (los triangulos KLN y KBC son semejantes; Figura
2, estados 1 y 4); a simple vista, se observa al punto A que también permanece fijo en los cuatro estados (de manera
similar, sucede en el llamado punto origen en el plano cartesiano que se ensefia en la escuela). Lo anterior permite
notar como el resto de los puntos se mueven y, a medida que se cortan la pieza triangular y la regla GL, van
generando la curva GC (Figura 2, estados 2 y 3). Ahora bien, ya se ha dicho que no so6lo hipérbolas podrian ser
trazadas con este instrumento, tal es el caso, si el instrumento que sirve para trazarlas, en lugar de la linea recta
CNK, se utiliza esta hipérbola obtenida (véase la curva en la Figura 1), o alguna otra linea curva de primer género,
para limitar la pieza CNKL, la interseccion de esta linea borde y de la regla GL describird, en vez de la hipérbola
GC, otra linea curva que serd de segundo género. Por ejemplo,

si CNK es un circulo, donde L sea su centro, se describira la primera concoide de los antiguos. Pero si fuese
una de segundo género la que limita la pieza CNKL, se obtendria una de tercer género, o si fuese una de
tercero, resultaria una de cuarto, y asi al infinito. (Descartes, 1637/1954, p. 54, traduccién de los autores)

Para el desarrollo de este taller, se toma en cuenta la pluralidad de contextos educativos de los participantes, por lo
cual son los expositores quienes introducen los elementos constitutivos, tanto en la construccion del hiperbolografo
como en la utilizacion del applet de Cinderella. De este modo, se espera que los participantes, basados en el
procedimiento antes descrito, desarrollen la construccion de las curvas con el applet.

.76 -



Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

La segunda sesion del taller continia con la dindmica de la primera, aunque se deja a los participantes que
desarrollen las construcciones que consideren pertinentes, para luego dar paso a una etapa de reflexion sobre las
implicaciones de desarrollar este tipo de actividades en el aula, segun los contextos educativos de los participantes.

Experiencias de implementacion

A partir de la propuesta de Paz-Corrales (2019) que se menciond en el apartado Fundamento tedrico, es que se
disefié un taller implementado en el Séptimo Congreso de Matematica Educativa (COME VII) del afio 2018,
celebrado en Tegucigalpa (Honduras). Este evento, que retine a profesores de matematicas de todos los niveles
educativos (desde prebasica hasta superior), surgié como un espacio de capacitacion docente en torno a diversas
tematicas de la disciplina. En dicha oportunidad, se intervino con un grupo de 30 profesores de los niveles de
educacion media y superior, quienes trabajan con estudiantes de 15 afos en adelante.

Al comienzo del taller, los profesores recibieron las indicaciones generales y el material a utilizar para el desarrollo
del mismo (véase Figura 3, izquierda). Inicialmente, se presentd un recorrido historico a los participantes sobre la
obra matematica de Descartes, con el fin de reflexionar sobre el quehacer geométrico-analitico mostrado, y servir
de motivacion para la audiencia. Dentro de las intervenciones de los profesores, hubo un comentario que impero6 en
relacion a lo que se ensefia en el sistema educativo: No enseflamos geometria analitica de esta forma. Por ejemplo,
Descartes llegaba a la ecuacion de otra forma, al usar la semejanza de triangulos, y tampoco usaba —de forma
explicita— las coordenadas (x,y) de un punto.

Posteriormente, con el material concreto y organizados en equipos de cinco integrantes, procedieron a construir el
hiperbolografo, guiandose por una imagen mostrada en la presentacion (véase Figura 1, derecha). Las reglas
articuladas y los tornillos fueron emulados por rectangulos de cartoncillo y ataches, respectivamente. Durante este
proceso, se observo a los profesores muy entusiasmados (véase Figura 3, derecha), dado que esta situacion los llevo
a aprender matematica, haciendo matematica. Sobre el pliego de papel que se entregd a cada grupo, comenzaron a
trazar la curva o lugar geométrico generado por este artefacto, lo cual les result6 sencillo, pues éste era un simil a
un compas, con la diferencia que, en lugar de las circunferencias, trazaba hipérbolas. Se pidi6 a los participantes
del taller que observaran las curvas obtenidas con este procedimiento, e inmediatamente se percataron que todas
eran hipérbolas, con pequefias diferencias en su trazo, determinadas por la longitud que decidieron dar al segmento
NL (véase Figura 2, estados 3 o0 4).

A continuacion, se indujo a los participantes al funcionamiento del artefacto, a través de cuestionamientos del tipo
(como funciona?, ;por qué funciona de esta manera? Para responderlas, se parti6 de los datos que Descartes
establecid sobre esta construccion, asignando valores a la longitud de los segmentos conocidos y desconocidos. Fue
casi inmediato que los profesores notaron la relacion de semejanza entre al menos dos de los triangulos en el
hiperbolografo. La mayoria de equipos llegd a la ecuacion de la hipérbola, salvo por dos equipos que requirieron
del apoyo de uno de los instructores del taller. Finalmente, los profesores mencionaron con mucho agrado que
realizarian esta actividad con sus estudiantes porque, ademas de considerar que el material para la elaboracion del
artefacto es accesible, produciria en los jovenes aprendizajes mds significativos sobre el tema de las secciones
conicas.
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Figura 3. Taller implementado en el COME VII

Fuente: Archivo del autor

Consideraciones finales

La Geometria significo un hito en la evolucion del pensamiento matematico. En primer lugar, porque Descartes
liber6 a la geometria (sintética) de la denominada, por algunos historiadores de la matematica, carcel tridimensional
(Gonzalez-Urbaneja, 2007); segundo, por el andlisis (algebra) que afiadio a esta geometria. Sobre este tltimo punto,
si bien se ha asumido que este andlisis tuvo sus origenes en el trabajo realizado por Viete y Fermat, no existe
evidencia que vincule a Descartes con el tipo de sintaxis utilizada por ellos (Rabouin, 2010). El uso de letras para
representar longitudes de segmentos conocidos y desconocidos, fue uno de los grandes aciertos de Descartes que,
ademas de econdémico, simplifico los procesos al momento de resolver un problema y que, por supuesto, no esconde
los artificios matematicos llevados a cabo en su resolucion que tanto critico a los griegos. De este modo, “el algebra
simbdlica, constituye una verdadera ruptura epistemologica en la forma de concebir los objetos matematicos” (Paz-
Corrales, 2019, p. 52).

En ese sentido, a estas alturas seria incorrecto afirmar que el matematico francés us6 la notacion moderna, pues mas
bien, la notacién que imperod y que sigue vigente, es la cartesiana, salvo por el uso del signo igual y de llaves que se
observa en las ecuaciones planteadas en la obra matematica. La escuela hoy dia, para la ensefianza de la geometria
analitica, parte de la ecuacion y luego se construye una tablita de valores de puntos discretos que se grafican en el
plano, hasta que finalmente se bosqueja una curva suave y ligera. Pero, ;qué hay del quehacer geométrico expuesto
por Descartes en La Geometria? Y es que, sin sumergirse tanto en su lectura, no hay en esta obra grafica alguna de
una ecuacion. El tratamiento que se dio a las curvas es atipico desde el punto de vista didctico, puesto que éstas
eran construidas por acciones geométricas, en su mayoria, generadas a través de mecanismos articulados. Una vez
trazadas las curvas, se disponia a introducir un sistema de coordenadas, con el tnico afan de describir su proceso
de construccion y, de esta manera, obtener su expresion analitica. Asi queda suficientemente claro que, en su proceso
constitutivo, las ecuaciones no creaban las curvas, sino que éstas generaban ecuaciones. (Lenoir, 1979). En resumen,
en la obra matematica que Descartes public6 de manera anonima en 1637, no se habla de construcciones estaticas
de las curvas, mucho menos de demostraciones axiomadticas, sino que de todo tipo de movimientos mecéanicos
(trayectorias producidas por movimientos continuos) y su representacion mediante ecuaciones de los lugares
geométricos (otro andlisis en profundidad sobre la representacion de curvas, se encuentra en Bos, 1981).
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Por su parte, en la ensefianza de las secciones conicas en la escuela, y en particular de la hipérbola (véase Figura 4),
se les define como “‘el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano llamados focos, es siempre igual a una cantidad
constante” (Lehmann, 1942/2005, p. 191). Y esta definicion coincide con la forma en que Paz-Corrales y Cantoral
(2019) definen a la variacion en geometria analitica, con un punto moévil en el sujeto a ciertas propiedades.

Figura 4. Grafica de la hipérbola

l,

Fuente: Extraido desde Lehmann (1942/2005, p. 191)

Su transposicion didactica también influy6 que en los textos escolares solo se ensefiaran hipérbolas horizontales y
verticales, y aunque la definicion resalta las propiedades mencionadas, su abordaje en los libros de texto favorece
mas un escenario algebraico que grafico, que de acuerdo con Lehmann (1942/2005), es el segundo problema
fundamental de la geometria analitica (trabajo que caracterizo el quehacer de Fermat).

A través de la actividad propuesta en este taller, se pretenden al menos dos alcances: por una parte, demostrar lo
valioso que puede resultar la ensefianza de la matematica utilizando procedimientos del pasado, para comprender
sus origenes, y asi desvelar de todo lo que se le ha despojado como paso previo a su llegada a la escuela; por otra,
hacer esta construccion de los artefactos mecanicos, lo que permite entender su funcionamiento por los propiedades
invariantes que éstos conservan (véase, Bartolini Bussi, 2005).

Sobre lo anterior, y tal como se esboz6 al comienzo de este escrito, existen diversos estudios en que se valoran la
inclusion de los contextos historicos en la ensefianza de la matematica, con autores destacados como Maria Bartolini
Bussi y colaboradores (Bartolini Bussi y Mariotti, 1999; Bartolini Bussi y Pergola, 1994, 1996), entre otros. Los
trabajos de esta autora han tenido como centro de atencion la entrada de la historia de la matematica en el aula, a
través de la utilizacion de instrumentos y otros artefactos (Bartolini Bussi, 2000) para contribuir, sobre todo, al
aprendizaje de la geometria. Bartolini (1993) desarrollé un trabajo con estudiantes de 11° grado, en que se
introducen el razonamiento geométrico y la perspectiva histérica para enmarcar el trabajo con las denominadas
maquinas matematicas. Siguiendo esta linea de investigacion, Bartolini Bussi (1998) plantea como tesis que, a
través de la exploracion, con tareas idoneas y bajo la guia del profesor, el establecimiento de vinculos y la utilizacion
de instrumentos de dibujo, “los estudiantes de secundaria y universitarios pueden revivir la elaboracion de teorias
en un caso paradigmatico de la fenomenologia historica de la geometria” (p. 735).
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