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Resumen

En los ultimos afios se ha investigado y evidenciado la importancia de que los estudiantes desarrollen habilidades y
competencias para el estudio del cambio. Se han reportados las dificultades que presentan para enfrentar situaciones
que exigen del analisis del cambio, y se han establecidos niveles de desarrollo respecto estas formas de razonamiento
y/o pensamiento. Sin embargo, ha habido poca sistematizacion de los elementos que intervienen para su desarrollo
en el aula de clases. Situandonos en el enfoque teérico del Pensamiento y Lenguaje Variacional, en este documento
se discute una propuesta en construccion de un esquema, que presenta elementos clave y sus relaciones, para guiar
el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional. Este es producto de una revision documental de trabajos que
han evidenciado algunos de dichos elementos y relaciones, y busca sintetizarlos bajo una estructura que pueda servir
de fundamento para el disefio de situaciones de aprendizaje para el aula. Asi, se tiene un aporte tedrico
fundamentado en la empiria de los trabajos revisados.
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Abstract

In recent years, the importance of developing skills and competencies for the study of change on the part of students
has been researched and highlighted. The difficulties students present in facing situations that require the analysis
of change have been reported; and levels of development have been established with respect to these forms of
reasoning and/or thinking. However, there has been little systematization of the elements involved in their
development in the classroom. Within the theoretical approach to Variational Thinking and Language, this paper
discusses a proposal under construction of a scheme, which presents key elements and their relationships, to guide
the development of Variational Thinking and Language. This is the result of a documentary review of works that
have highlighted some of these elements and relationships and seeks to synthesize them under a structure that can
serve as a basis for the design of learning situations for the classroom. Thus, this research shows a theoretical
contribution based on the empirical evidence of the reviewed works.
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Introduccion

En los ultimos afios ha cobrado un importante impulso el desarrollo de propuestas didacticas y de investigacion que
tienen como objetivo el desarrollo, por parte de los estudiantes y las personas en general, de habilidades para el
estudio del cambio (Arias, Leal & Organista, 2011; Artola, Mayoral y Benarroch, 2016; Baez, Martinez-Lopez,
Pérez y Pérez, 2017; Caballero, 2018; Cantoral, 2019; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2002; Johnson, 2015;
Martinez-Lopez y Gualdron-Pinto, 2018; Maury Mancilla, Palmezano Sarmiento, y Carcamo Barriosnuevo, 2016;
Thompson y Carlson, 2017). Esto como un objetivo de formacion en si mismo o como un mecanismo para la
construccion de saberes matematicos (Cantoral, 2019; Thompson & Carlson, 2017).

Las investigaciones sobre este tema no son nuevas. Thompson y Carlson (2017) sefialan que, si bien la covariacion
ha sido una forma de razonamiento en matematica desde alrededor del afio 1000 d.C., s6lo se hizo explicito como
constructo tedrico hasta finales de la década de 1980 y a principios de 1990 en las obras de Jere Confrey y Pat
Thompson. A partir de ese momento, se han desarrollado multitud de trabajos sobre el razonamiento covariacional
(Carlson et al., 2002; Ellis, Ozgiir, Kulow, Williams & Amidon, 2015; Johnson, 2015; Thompson y Carlson, 2017;
Thompson, Hatfield, Yoon, Joshua y Byerley, 2017).

En otra linea de desarrollo se encuentra el trabajo de Cantoral (2001), que dio evidencia de que la nociéon de
prediccion, en los fendmenos de flujo continuo de la naturaleza, se ubica en la base de significacion primaria para
el concepto matematico Serie de Taylor, lo cual ha sido sustituido dentro del discurso Matematico Escolar
prevaleciente en la actualidad por un enfoque analitico. Estos resultados han cimentado diferentes estudios
(Caballero, 2018; Caballero-Pérez y Moreno-Durazo, 2017; Cantoral, 2019; Hernandez-Zavaleta y Cantoral, 2017)
que proponen que el desarrollo de habilidades para estudiar el cambio enmarcado dentro de la practica social de la
prediccion (Preadicere) es un acercamiento pertinente para la construccion de saberes matematicos propios de la
variacion y el cambio (Cantoral & Farfan, 1998).

Sin embargo, el desarrollo de las capacidades y habilidades para el estudio del cambio no es sencillo. Cantoral
(2019), Carlson et al., (2002) y Maury Mancilla et al. (2016) sefialan que al privilegiarse en la ensefianza de
matematicas los algoritmos y procedimientos, el pensamiento de lo que cambia queda opacado o no se desarrolla,
por tanto, muchos estudiantes no adquieren las estructuras y codigos variacionales para desarrollar dicho
pensamiento. Por su parte, Caballero (2012) evidencia las dificultades de un grupo de profesores de bachillerato
para enfrentar situaciones variacionales, es decir, aquellas que requieren del estudio de la variacion y el cambio.
Para realizar esto, los profesores plantean funciones o procedimientos algoritmicos conocidos que se aproximan o
modelan, lo mejor posible, a las situaciones que se plantean. De este modo, el andlisis variacional se sustituye por
un trabajo algebraico no variacional.

Otro tipo de trabajos sobre esta tematica se han enfocado en establecer niveles de razonamiento variacional y
covariacional (Thompson y Carlson, 2017) o niveles de desempefio del pensamiento variacional (Béez et al., 2017).
Estos se enfocan en caracterizar los tipos de analisis, comprension o respuestas que plantean los estudiantes al
enfrentar situaciones dindmicas o variacionales que requieren del estudio del cambio y, en su caso, determinar el
nivel alcanzado por los estudiantes. Sin embargo, presentan poco énfasis en establecer como desarrollar ese
razonamiento o pensamiento.

En el caso particular del Pensamiento y Lenguaje Variacional (Cantoral, 2019), enfoque teérico en el que se enmarca
este trabajo, se han generado interesantes resultados tedricos y empiricos sobre como las personas enfrentan las
situaciones variacionales y los significados que las personas construyen, a partir del uso, de los saberes matematicos
implicados (Caballero, 2018; Cantoral, 2019; Caballero-Pérez y Moreno-Durazo, 2017; Hernandez-Zavaleta y
Cantoral, 2017). Sin embargo, existe una falta de articulacion de estos diferentes resultados, constructos y elementos
que permitan, de forma clara y orientada, dar direccion o fundamento a los esfuerzos didacticos para el desarrollo
del Pensamiento y Lenguaje Variacional en las personas, en particular, en el contexto escolar. Esta situacion es
sefialada por Cantoral (2019) como el desafio actual dentro de esta linea de investigacion.
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En este documento se presentan los avances de un trabajo de investigacién que busca incidir sobre la situacion
anterior y, mas aun, establecer elementos para promover y evaluar el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje
Variacional. Para esto, se ha percibido como necesario tener un modelo de su desarrollo que sirva como referente
contra el cual contrastar el desempefio de los estudiantes con fines de evaluar esto (De la Orden, 2009). Asi, este
documento tiene como objetivo presentar y reflexionar sobre una propuesta de esquema que articula aquellos
elementos y relaciones clave que intervienen para el desarrollo de dicho pensamiento. Se pretende que en primera
instancia sirva de base para orientar el disefio de secuencias didacticas o de intervencion en el aula, es decir, generar
trayectorias hipotéticas de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004), y que posteriormente sea la base para establecer
criterios y estandares para desarrollar procesos de evaluacion sobre el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje
Variacional.

Fundamento teorico

El Pensamiento y Lenguaje Variacional, como linea de investigacion, postula al estudio del cambio y la variacion,
cuando deviene en el marco del desarrollo de practicas predictivas, como elementos que fundamentan la
construccion y significacion de los saberes matematicos (Cantoral, 2019). Estas practicas predictivas ponen el
énfasis en determinar, en un sentido amplio, estados o comportamientos desconocidos de la situacioén o fenomeno
bajo estudio.

Esta linea de investigacion se enmarca en la construccion social del conocimiento matematico (Cantoral, 2016).
Este proceso se realiza a través de practicas y se sintetiza en el modelo de anidacion (Figura 1):

Figura 1. Esquema de anidacion de practicas.

Practica Social

Practica de Referencia

Practicas
Socialmente
Compartidas

Actividades

Acciones

Fuente: (Cantoral, 2016).

Este modelo establece que las acciones directas de un individuo ante un medio evolucionan y se organizan como
una actividad humana situada socioculturalmente y, posteriormente, dan lugar a practicas socialmente compartidas.
Estas practicas son reguladas y estructuradas por practicas de referencia, que a su vez son normadas por practicas
sociales (Cantoral, 2016). Estas relaciones pueden analizarse en dos sentidos: de abajo hacia arriba o de arriba hacia
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abajo. En el primer sentido la construccion social del conocimiento comienza con la accion del sujeto sobre el medio
y en el segundo comienza por la norma que regula las acciones del individuo como parte de una comunidad.

Por su parte, por Pensamiento y Lenguaje Variacional, como una forma de pensamiento matematico, se entendera
a la forma de pensar y comunicar el analisis de las variaciones que intrinsecamente determinan el comportamiento
y las leyes que rigen a un fenémeno o situacién de cambio, con la finalidad de su comprension y/o, en su caso,
realizar estimaciones, anticipaciones o predicciones sobre el mismo (Cabrera, 2014). Asi, es a partir de comprender
qué cambia, como cambia, cuanto cambia, como cambia ese cambio y asi sucesivamente, que podemos generar una
comprension profunda de las particularidades de dichos fenomenos o situaciones. Para esto se pueden emplear
medios graficos o iconicos, analiticos, gestuales, numéricos, verbales, entre otros. Como puede notarse, el desarrollo
del Pensamiento y Lenguaje Variacional implica, seglin el caso, el desarrollo de los razonamientos variacional y
covariacional.

Se entendera por cambio a la modificacion de las variables de una situacion o fendmeno; mientras que, por
variacion, a la forma como cambian dichas variables. De este modo, se puede percibir el cambio, sin que esto
implique que se es consciente de la variacion. Para comprender esta idea, tomemos como ejemplo la situacion del
llenado de un recipiente cilindrico. Una persona puede ser consciente que conforme pasa el tiempo la altura del
agua en el recipiente no es la misma, es decir, percibe el cambio. Pero, puede no ser consciente de las
particularidades con las que se produce ese cambio, es decir, no ser consciente de su variacion. Sin embargo, para
comprender la variacion es necesario ser consciente del cambio.

Aspectos metodologicos

Para identificar aquellos elementos clave y sus relaciones, que intervienen para el desarrollo del Pensamiento y
Lenguaje Variacional, se realizd una revision de trabajos o reportes de investigacion en dos niveles. En el primero
se revisaron aquellos trabajos o reportes mas relevantes de los tltimos 5 afios que tuvieran como objetivo evidenciar,
analizar o teorizar sobre este proceso de desarrollo, bajo en enfoque tedrico descrito en la seccidon anterior. Esto
tomando en consideracion que los elementos mas relevantes deberian ser considerados asi por la comunidad de
investigacion sobre esta temadtica y, por tanto, deberian estar presentes en los trabajos de vanguardia. El segundo
nivel de analisis lo constituyd el rastreo, segiin fue necesario, de trabajos anteriores a este tiempo para comprender
los contextos en los que surgieron los elementos o relaciones identificados en el primer nivel y, con ello, tener
mayor claridad sobre estos.

Al tiempo que se realizaba la revision anterior, se fueron articulando los elementos y sus relaciones, estableciendo
una cierta progresion de desarrollo. En un primer momento, esto se realizo con base en el propio contexto de los
trabajos revisados. Posteriormente, se fueron deconstruyendo dichas relaciones para establecer relaciones mas
precisas y articuladas de los diferentes elementos reportados en diferentes trabajos, conformandose una nueva
racionalidad en las relaciones de los elementos.

Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional

Para el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional se propone un esquema conformado por 4 estadios
(Figura 2): tomar conciencia de aquello que cambia; establecer un sistema de referencia para medir y estudiar
el cambio; andlisis del comportamiento variacional, y abstraer el cardcter estable del cambio. Estos estadios
constituyen elementos basicos o clave que deben operacionalizarse de acuerdo con las prdcticas de referencia y la
epistemologia de prdcticas (Montiel y Buendia, 2012) en las que se enmarque el estudio del cambio. Los conceptos
u objetos matematico y no matematicos que emergen al estudiar el cambio y la variacion pueden tomar significados
diversos de acuerdo con la practica de referencia en la que se ubican.
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Figura 2. Esquema de desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional.

Establecer un sistema
Tomar conciencia de de referencia para
aquello que cambia medir y estudiar el
cambio

Analisis del
comportamiento
variacional

Abstraer el caracter
estable del cambio

Frrrei Comparar y seriar: Comparar y seriar: Estimar y predecir:
Arbltlal'::menme Identificar causalidades y Intencionalidad de Estados desconocidos o
medir entificar regularidades comportamientos
£Qué cambia? ¢Cuanto cambia? ¢Como cambia? ¢Por que cambia de

esa manera?

== contmo_|_
discreto continuo
Elaboracion de los autores.

En el corazon del enfoque teodrico se plantea el tratamiento de la variable y su variacion para la elaboracion de
predicciones. Esto tomando en consideracion que el estudio del cambio se realiza a través de la comparacion de
estados de un fenomeno, lo cual implica establecer la diferencia de los valores de la variable en dichos estados
(Cantoral, 2019). Esto queda de manifiesto en el modelo teérico propuesto por Caballero y Cantoral (2013) que
sefala que el estudio de la variacion en una situacion especifica se realiza a partir de las estrategias variacionales
de comparacion, seriacion, prediccion y estimacion.

o Comparacion. Accion de establecer las diferencias entre dos estados de un mismo fenémeno o dos estados
equivalentes de fenomenos diferentes, con la intencion de cuantificar o cualificar el cambio. Esta constituye
la primera estrategia que se pone en funcionamiento al estudiar el cambio y posibilita el desarrollo de la
siguiente estrategia.

e Seriacion. Consiste en establecer las diferencias entre un conjunto finito de comparaciones (variacion de
primer orden <primeras diferencias>) de modo que se pueda analizar y determinar la logica del
comportamiento de estados consecutivos de un fenémeno. En caso necesario, los resultados de las
comparaciones se pueden considerar nuevos estados y se pueden poner en practica de nueva cuenta la
comparacion y la seriacion. Esto llevara a establecer analisis del comportamiento variacional de las
variables.

Con base en la informacion obtenida a partir de las estrategias anteriores se posibilitan las siguientes estrategias.
e Prediccion. Accion de anticipar un estado o valor especifico desconocido de una variable, con base en el
caracter estable del cambio.
e FEstimacion. Accidon de anticipar comportamientos o tendencias de las variables de un fendmeno en un

intervalo, con base en el caracter estable del cambio.

Caballero-Pérez y Moreno-Durazo (2017) sefialan que es posible establecer una evolucion pragmatica jerarquica de
las estrategias variacionales, lo cual se refleja en la figura 3 en la siguiente anidacion de practicas.
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Figura 3. Anidacion de practicas para el pensamiento y lenguaje variacional.

Practica social Preadiciere
Toxicologia
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Etc.
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Girar
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Fuente: (Caballero-Pérez y Moreno-Durazo, 2017)

De este modo, para estudiar el cambio es necesario primero ser conscientes de €l (primer estadio), reconocer gué es
lo que cambia a partir de reconocer modificaciones de estado de la situacion o fenomeno bajo estudio (Cantoral,
2019). Para lograr esto se requerira, por un lado, que el sujeto pueda actuar sobre su medio para explorar la situacion
que se estudia y, por el otro, poder comparar diferentes estados. Esto implica también la toma de decision sobre
aquello que interesa analizar. En otras palabras, determinar aquellas variables pertinentes para comprender cémo
cambia la situacion o fenomeno bajo estudio.

Al pensar, por ejemplo, en una situacion de llenado de recipientes con agua, se puede notar que estan involucradas
variables como la velocidad con la que se vierte el agua en el recipiente, el volumen del agua en el recipiente, la
altura que el agua alcanza y el tiempo que transcurre. Sin embargo, podria resultar complejo manejar todas las
variables a la vez, por lo que sera necesario determinar aquellas que se consideran adecuadas para los analisis a
realizar. Esto significa establecer un primer nivel de lo que Cantoral (2019) denomina de constantificacion de las
variables.

Posteriormente, sera necesario generar elementos minimos que permitan estudiar cudnto cambian las variables
(segundo estadio), lo cual se traduce en el establecimiento de un sistema de referencia variacional (Caballero, 2018):
la relacion causal de las variables, un elemento de referencia pertinente que permita reconocer y medir el cambio,
la unidad de medida para establecer la intensidad del cambio, y la temporizacion de los estados de la situacion o
variables para reconocer su evolucion. En este estadio se establecen aquellos elementos basicos que permitirdn
determinar diferentes estados o momentos del fendmenos o situacion de interés (temporizacion) y compararlos entre
si para estudiar el cambio implicado de un estado a otro. En otras palabras, determinar el valor (elemento de
referencia y unidad de medida) de las variables de interés en esos momentos y luego determinar la intensidad del
cambio (comparacion). A su vez, esto podra ayudar a reconocer las relaciones causales entre dichas variables
(comparacion), entendiendo coémo los resultados de la comparacion se comportan (seriacion). En resumen, se
establecen los elementos para estudiar el cambio.

Retomando el ejemplo del llenado de recipientes y el bosquejo grafico de como varia la altura del agua dentro el
recipiente, es necesario determinar qué variables son las pertinentes para esto. Por ejemplo, se podria establecer que
la altura depende del volumen del agua en el interior del recipiente o que la altura depende del tiempo transcurrido
(relaciones causales). Si bien, las variables independientes en estos casos estan relacionadas, la forma de razonar
sobre la situacion es diferente en cada uno. Pero, para medir la altura del agua en el recipiente es necesario tomar la
base del recipiente como el elemento a partir del cual realizar esto (elemento de referencia). Los resultados de la
medicion podrian expresarse en centimetros u otra unidad arbitraria que ser tomada como unidad de comparacion
(unidad de medida). Ademas, para realizar la medicion sera necesario determinar ciertos momentos o estados que
se producen durante el desarrollo del llenado, lo cual constituye la temporizacion de la situacion. Se habla de
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temporizacion y no tiempo, pues no siempre es necesario que esté involucrada la variable tiempo en las situaciones
o fenémenos bajo estudio. Por ejemplo, si se eligen la altura del agua con respecto a su volumen en el recipiente,
como las variables de interés, entonces la medicion de la altura se realizard cuando haya cierto volumen en el
recipiente.

Solo hasta que se haya establecido el sistema de referencia variacional, ya sea consciente o inconscientemente, es
que se posibilitara analizar los patrones de comportamiento de las variables de interés. Para esto sera necesario
analizar las variaciones de primer orden y, en caso necesario, las variaciones sucesivas (Hernandez-Zavaleta &
Cantoral, 2017). Asi, se esta en condiciones de describir como cambian las variables, en otras palabras, su
comportamiento variacional (tercer estadio). De este modo, en este estado se pasa de determinar los cambios de la
situacion o fendomeno de interés a reconocer comportamientos o regularidades en esto, es decir, se transita hacia la
variacion. Asi, no basta la comparacion de estados, se requiere realizar seriaciones para determinar alguna
regularidad en estos cambios. Esto podria ocurrir en la primera comparacion (variacion de primer orden) o requerira
comparar los resultados de las comparaciones (variacion de segundo orden) y asi sucesivamente (variacion de orden
mayor). Asi, esto implica tomar decisiones sobre qué orden de variacion es pertinente para identificar dicho
comportamiento, es decir, se establece un segundo nivel de constantificacion (Cantoral, 2019).

Retomando el ejemplo del llenado de recipientes (Figura 4), al hacer la temporizacion del proceso de llenado en
diferentes momentos (lineas rojas en los recipientes de la Figura 1) y seriar los cambios que se producen en estos
momentos sucesivos, se puede identificar que para el recipiente 1 (cilindro) los cambios son constantes, pero para
el recipiente 2 (cono invertido) los cambios son cada vez menores y para el recipiente 3 (cono) los cambios son
cada vez mayores. Esto puede realizarse desde la primera variacion.

Figura 4. Llenado de recipientes y andalisis de los cambios de altura del liquido.

Supongamos que los recipientes de la imagen (con el mismo volumen)
se llenan con el mismo flujo constante de agua. Bosqueja la gréfica
que representa como cambia la altura del liquido.

— A
—
g -
Recipiente 1 Recipiente 2 Recipiente 3
Altura Altura Altura
u _ u i L '
Tiempo Tiempo Tiempo

Elaboracion de los autores.

No obstante, en ocasiones se requerird de variaciones sucesivas. Para esto, reflexionemos sobre la situacion de la
Figura 5. En las tablas se presenta el numero de personas (casos), por semana, que se han contagiado de COVID-
19 en tres poblaciones y se solicita calcular el nimero de personas que se espera estén contagiadas en las semanas
7 y 9 en cada poblacion si se contintia con las tendencias de las tablas.
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En este ejemplo, los estudiantes argumentan que es posible notar que las diferencias son constantes luego de realizar
cierta cantidad de diferencias. Asi, se reconoce este patron de comportamiento como algo que caracteriza a cada
conjunto de valores en las tablas.

Figura 5. Método de las diferencias para calcular valores desconocidos de la secuencia.

Estrategia propuesta por un alumno de tercero de secundaria (14 afos).

Los estadios dos y tres se desarrollan enmarcados en el segundo nivel (de abajo hacia arriba) del modelo de
anidacion de practicas. Esto tomando en consideracion que la busqueda de regularidades (comparacion y seriacion)
para comprender diferentes situaciones y fenomenos es una actividad humana (Cantoral, 2019). Esto se realiza
normados por la necesidad de las sociedades (prdcticas socialmente compartidas) de predecir o estimar
comportamiento de situaciones o fenomenos de interés (Cantoral, 2019). Sobre esto se sustenta el desarrollo del
cuarto estadio.

Una vez que se ha establecido el comportamiento variacional de las variables debe reconocerse que este permite
explicar por qué las variables cambian en la forma en que lo hacen, es decir, abstraer el caracter estable del cambio
(cuarto estadio): aquella regularidad que determina el comportamiento de los estados ulteriores del fenomeno
(Cantoral, 2019).

En el ejemplo de la Figura 5, una vez identificado el patron de comportamiento de cada conjunto de valores, se
emplea este para realizar el calculo de los valores solicitados. Es decir, el tomar conciencia de que este patréon se
seguira repitiendo, proporciona la racionalidad necesaria sobre la que descansa la estrategia para calcular los valores
desconocidos de interés.

Si bien los ejemplos que se han sefialado hasta ahora no buscan ser exhaustivos, sino solo ilustrar las ideas que se
discuten, permiten evidenciar como la practica social de Preadicere, que estd detras del disefio de tales ejemplos,
norma las acciones y racionalidades que se encuentran detras de las estrategias para enfrentarlas. Ademas, se debe
tomar conciencia que dichos ejemplos se enmarcan en practicas de referencia que dan sentido a dichas
racionalidades y a los significados de los saberes que se construyen.
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Es importante sefialar que los estadios no son necesariamente lineales, sino pueden tener un disefio espiralado, es
decir, es posible avanzar y retroceder en caso necesario y de acuerdo con la situacion variacional. Por ejemplo, si
pensamos en una situacion variacional que parte de una tabla de valores, es muy probable que en la tabla ya se
resuma el sistema de referencia y el estudiante podria no ser demasiado consciente de €l. Por otra parte, en la
situacion de llenado de recipientes, es probable que los estudiantes puedan describir verbalmente el cambio,
teniendo que establecer para esto sistemas de referencia, pero si se solicita graficar ese comportamiento (estadio 4)
deberan traducir a los sistemas de referencia del plano cartesiano ese analisis variacional, es decir, regresar al estadio
2. Esto también plantea que no basta que los estudiantes alcancen el Gltimo estadio para un reducido nimero de
situaciones o comportamientos variacionales “sencillos”, sino que debe lograrse esto para una diversidad de
situaciones donde los comportamientos variacionales son cada vez mas complejos (de acuerdo con los objetivos
formativos y/o del nivel educativo).

Ademas de los estadios anteriores, el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional precisa tomar consciencia
de como se analiza el cambio, es decir, la variacion. Esto puede realizarse desde una perspectiva discreta o una
perspectiva continua (Castiblanco, Urquina y Acosta, 2004; Thompson y Carlson, 2017). Por lo general, los
primeros analisis del cambio se realizan de forma discreta, aun cuando el fenémeno bajo estudio sea continuo, por
tanto, se requiere que las personas transiten hacia la toma de consciencia de que el cambio es valido en diferentes
puntos o momentos del fendmeno cuando este es continuo. Sin embargo, el trabajo con fendmenos discretos es una
puerta de entrada para el estudio de la variacion (Ellis et al., 2015), pues el analisis continuo del cambio es mas
complejo que el analisis discreto (Thompson y Carlson, 2017).

Un ultimo aspecto a considerar dentro el esquema de la Figura 2, es el relativo a la importancia de trabajar variadas
formas de representacion o registros semioticos (Duval, 1999). Cabe aclarar que esta importancia radica en el hecho
de que las representaciones de tales registros son los medios que permiten representar las relaciones de las variables
bajo estudio y los cambios de estas, lo que posibilitara el estudio del cambio, es decir, de la variacion. Asi, el énfasis
no se ubicara en promover las actividades cognitivas de formacion, tratamiento y conversion de los registros, sino
en considerar que estos registros son la forma a través de la cual se comunicara y estudiara el cambio. Esto puede
vislumbrase en los ejemplos discutidos antes y en las Figuras 4 y 5.

Conclusiones

El esquema que se presenta en este trabajo para el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional, en su estatus
de propuesta, tiene la intencion de contribuir a la sistematizacion de los elementos que en la revision documental se
han identificado como claves para este fin, con la finalidad de tener una base que pueda irse robusteciendo a la luz
de la investigacion que se desarrolle. Asi, este esquema representa un aporte teodrico que se sustenta en los resultados
empiricos reportados en tales trabajos.

Se pretende que dicho esquema sirva de base para el disefio de trayectorias hipotéticas de aprendizaje que
contribuyan a desarrollar el Pensamiento y Lenguaje Variacional de los estudiantes y generar a su vez conocimientos
para mejorar dicho esquema y, a futuro, elaborar un modelo robusto sobre esto. Por tanto, los siguientes pasos en
la investigacion asociada con este desarrollo son dos. El primero es generar disefios didacticos para su
implementacion en contexto de aula. El segundo es analizar los resultados de las implementaciones para determinar
si los elementos y relaciones que se expresan son suficientes para promover y explicar el desarrollo del pensamiento
y lenguaje variacional o en su caso establecer los ajustes necesarios.

Es importante sefialar que para la construccion del esquema se tuvo la intencion de integrar aquellos elementos
minimos clave para el objetivo planteado. Esto llevd a que algunos elementos reportados no fueran integrados, no
por no ser relevantes, sino para mantener cierta simplicidad que favoreciera su posible aplicacion en diferentes
practicas de referencia. Cada posible practica de referencia tiene particularidades y significados que de buscar
integrarlos en un mismo esquema harian demasiado complejo o estatico dicho esquema, limitando su posibilidad
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de generalizacion. Sin embargo, como se indico antes, resulta importante generar investigacion que ayude a validar,
refinar o integrar mas elementos a este esquema. Esto con la intencion de alcanzar de manera 6ptima el objetivo
que se tiene.

Como toda investigacion en proceso, el resultado parcial que se presenta aqui debe seguir fortaleciéndose con mas
resultados empiricos y tedricos.
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